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1 Uvod

Osnovni cilj ovog predavanja je obraditi osnove teorije kona¢nodimenzionalnih algebri s dijeljenjem, uvesti
algebru (Hamiltonovih) kvaterniona H, te dokazati sljedeéi fundamentalni teorem:

Teorem 1.1 (Frobeniusov teorem, 1877.). Do na izomorfizam postoje toéno tri konacnodimenzionalne
realne algebre s dijeljenjem: realni brojevi R, kompleksni brojevi C i kvaternioni H.

Tokom c¢itavog ovog predavanja [F ée oznacavati polje. Kod nas ¢e I uglavnom biti polje realnih brojeva
R ili polje kompleksnih brojeva C.

Ako je V' vektorski prostor nad poljem F, tada skup svih F-linearnih operatora s V u V oznac¢avamo s
Endg(V). Dakle, Endp(V) sa sastoji od svih preslikavanja ¢ : V' — V koja zadovoljavaju

(A + pw) = Ap(v) + pe(w)

zasve \,u € Ftev,weV.
Ako je vektorski prostor V kona¢nodimenzionalan, njegovu dimenziju oznac¢avamo s dimg V.

2 Algebre

Definicija 2.1. Za vektorski prostor A nad poljem F kazemo da je (asocijativna) algebra, ako je na
A zadana operacija mnozenja, odnosno asocijativna bilinearna binarna operacija

AxA— A, (a,b) — ab.
Drugim rijecima, vrijedi
(ab)c = a(be), (Aa + pub)e = A(ac) + p(be) i a(A\b + uc) = A(ab) + p(ac)

za sve A\, i € F te a,b,¢ € A. Takoder éemo podrazumijevati da A ima jedinicu, tj. da postoji element
14 € A\ {0} sa svojstvom
laa=ala =a

za sve a € A.
Ako je F = R onda govorimo o realnim algebrama, a ako je F = C onda govorimo o kompleksnim
algebrama.

Napomena 2.2. Primijetimo da je jedinica algebre nuzno jedinstvena. Kada je iz konteksta jasno o kojoj
algebri A jer rije¢, ¢esto ¢emo umjesto 14 pisati samo 1.

Primjer 2.3. (a) Svako polje F mozemo promatrati kao algebru nad samim sobom, tj. operacija
mnozenja skalarom F x F — F je definirana kao mnozenje elemenata u F.

(b) Opéenitije, ako je K potpolje od F, onda F mozemo promatrati i kao K-algebru, tj. operacija
mnozenja skalarom je funkcija K xF — F. Posebno, polje kompleksnih brojeva C mozemo promatrati
i kao C-algebru (dimenzije 1) i kao R-algebru (dimenzije 2).

(¢) Ako je V vektorski prostor nad poljem F, tada skup Endp(V) ima strukturu algebre s obzirom na
standardne operacije na linearnim operatorima:

(AP)(v) == A(9(v)), (¥ +¢)(v) ==v(v) +o(v) 1 (Yd)(v):=1b(e(v)),
gdje su ¢,1 € Endp(V), v € V te A € F. Jedinica u algebri Endp(V) je jedini¢ni operator.



(d) Neka je A algebra nad poljem F. Promotrimo skup M, (A) svih n x n matrica s elementima u A.
Tada je M, (A) algebra s obzirom na standardne matriéne operacije:

Alaig) = [Aag],  ai] + [bij] = [aij +by5],  [ag][biy] =

n
Z airbij |
k=1

gdjesu A € F te [ay;], [bi;] € My (F)). Jedinica u algebri M, (F) je jedini¢na matrica I = diag(la,...,14),

odnosno dijagonalna matrica ¢iji su svi elementi na dijagonali jednaki 1 4. Posebno, M, (F) je algebra.

Definicija 2.4. Neka je A algebra. Za element a € A kazemo da je invertibilan ako postoji element

a~! € A takav da je
ata=aa"t =1.
Element a~!', ako postoji, je jedinstven i zovemo ga inverz od a.

Definicija 2.5. Podskup B algebre A zove se podalgebra od A ako B sadrzi jedinicu od A i B je algebra
s obzirom na operacije koje su definirane kao restrikcije operacija algebre A.

Napomena 2.6. (a) Primijetimo da je podskup B od A podalgebra od A ako i samo ako je B potprostor
od A, 14 € Bi B je zatvoren s obzirom na operaciju mnozenja, tj. vrijedi ab € B za sve a,b € B.

(b) Skup Fl4 = {A14: X € F} je podalgebra od A dimenzije 1. Nju ¢emo obi¢no poistovjetiti s poljem
F, preko identifikacije A «— A4 (A € F), tako da je F C A.

Definicija 2.7. Neka je A algebra.
(a) Za elemente a,b € A definiramo njihov komutator s [a,b] := ab — ba.
(b) Ako je [a,b] = 0, odnosno ako vrijedi ab = ba, kazemo da a i b komutiraju.

(c) Skup svih elemenata u A koji komutiraju sa svim elementima u A zove se centar od A i oznacava
sa Z(A). Dakle,
Z(A)={z€A: za=az Va € A}.

Napomena 2.8. Primijetimo da je Z(A) podalgebra od A dimenzije barem 1, buduéi da Z(A) sadrzi
I =F14 kao podalgebru.

Zadatak 1. Neka je A algebra koja sadrzi polje K kao podalgebru. Dokazite da A ima strukturu K-
algebre (pri ¢emu je operacija mnoZenja skalarom K x A — A definirana kao mnoZenje elemenata u A)
ako i samo ako je polje K sadrzano u centru od A.

Definicija 2.9. Neka je A algebra.

(a) Ako je A= Z(A), tj. ako svaka dva elementa u A komutiraju, onda kazemo da je A komutativna
algebra.

(b) Ako Z(A) =T, tj. ako jedino skalarni multipli jedinice komutiraju sa svim ostalim elmentima od A,
onda kazemo da je A centralna algebra.

Primjer 2.10. Algebra kompleksnih brojeva C je ocito centralna kao C-algebra, ali ne i kao R-algebra.

Primjer 2.11. Bitan primjer komutativne algebre je algebra polinoma F[X] u jednoj varijabli X nad
poljem F, s obzirom na standardne operacije na polinomima. Jedinica u F[X] je konstantni polinom 1, a
invertibilni elementi u F[X] su jedino nenul konstantni polinomi.

Zadatak 2. Neka je n € N, n > 2. Dokazite da je algebra A centralna ako i samo ako je matri¢na algebra
M, (A) centralna.

Definicija 2.12. Neka su su A i B algebre nad istim poljem F.

(a) Za preslikavanje ¢ : A — B kaZzemo da je homomorfizam algebri ako je F-linearno, multiplikativno
te jedinicu slika u jedinicu, tj. vrijedi

P(Aa+ pub) = Ap(a) + pe(b),

zasve a,be Ai A\ pu€eF.



(b) Injektivni homomorfizmi zovu se monomorfizmi, surjektivni homomorfizmi epimorfizmi, a bijek-
tivni homomorfizmi izomorfizmi. Izomorfizmi ¢ : A — A zovu se automorfizmi algebre A.

(c) Za algebre A i B kazemo da su izomorfne i pisemo A 2 B ako postoji izomorfizam ¢ : A — B.
Napomena 2.13. (a) Izomorfnost algebri je relacija ekvivalencije (na klasi svih F-algebri).

(b) Neka je A algebra. Svaki invertibilni element g € A inducira tzv. unutrasnji automorfizam Ad(q)
od A, dan s

Ad(g)(z) = qzq™".

Unutrasnji automorfizmi su naravno interesantni samo u nekomutativnom slucaju.

(¢) Moze se pokazati da je svaki automorfizam matri¢ne algebre M, (F) unutrasnji (posljedica Skolem-
Noetherinog teoremaEHE[).

Zadatak 3. (a) Odredite sve automorfizme realne algebre kompleksnih brojeva C.

(b) Odredite sve automorfizme realne algebre C? s obzirom na operacije po koordinatama:

AMwi,wa) = (Awr, Awa), (w1, wa)+ (W], wh) = (w1+w],watws), (w1,ws)(W],wh) = (wiw], wawh),
gdje su A € R te wy,wq,w],wh € C.

Primjer 2.14. Neka je A algebra. Ako je p € F[X] polinom s rastavom
p=p(X) =X+ MX + XX+ + X" =) NXF,
k=0
tada za element a € A definiramo
pla) :== Aol + Ma+ Xoa? + ..+ A\ = Z \pa® € A.
k=0

Preslikavanje
¢a : F[X] = A, @o 2 p— pla)

je homomorfizam algebri, a njegova slika je najmanja podalgebra od A koja sadrzi element a, tj. potprostor
od A razapet svim potencijama {1,a,a?,...} elementa a.

Primjer 2.15. Neka je V n-dimenzionalni vektorski prostor nad poljem Fi (e) = (ey, ..., ;) neka uredena
baza za V', tada je preslikavanje Endp(V) — M, (F) koje linearnom operatoru T' € Endg(V') pridruzuje
njegov matri¢ni prikaz T'(e) € M, (F) izomorfizam algebri.

Napomena 2.16. (a) Svaka algebra A izomorfna je nekoj podalgebri od Endp(A). Naime, za fiksirani
element a € A definirajmo preslikavanje L, : A — A s L,(z) := ax. Preslikavanje L, je ocito
linearno, tj. L, € Endr(A). Nadalje, lako se provjeri da je s

m: A — Endp(4), m(a) = L,
definiran monomorfizam algebri, koji se zove regularna reprezentacija od A.

(b) Posebno, ako je A konacne dimenzije n, A je izomorfna nekoj podalgebri matri¢ne algebre M, (FF).

Zadatak 4. Neka je A kona¢nodimenzionalna realna ili kompleksna algebra. Dokazite da se jedinica 14
ne moze prikazati kao kona¢na suma komutatora u A.

Definicija 2.17. Neka je A algebra. Ako postoji nenul element a € A takav da je ab = 0 za neki nenul
element b € A, onda kazemo da je a djelitelj nule. Ako A nema djelitelja nule, onda kazemo da je A
domena. Komutativne domene zovu se jos i integralne domene.

Primjer 2.18. Algebra polinoma F[X] je integralna domena.

Zadatak 5. Neka je A kona¢nodimenzionalna realna ili kompleksna algebra. Pretpostavimo da elementi
a,b € A zadovoljavaju [[a, b],a] = 0. Dokazite da tada postoji prirodan broj n takav da je [a,b]™ = 0.

Napomena. Elementi x € A za koje postoji prirodan broj n takav da je 2™ = 0 zovu se nilpotentni elementi.

IThoralf Albert Skolem (1887.-1963.), norveski matemati¢ar
2 Amalie Emmy Noether (1882.-1935.), njemacka matematicarka



3 Algebre s dijeljenjem

Definicija 3.1. Za algebru A kazemo da je algebra s dijeljenjem ako je svaki nenul element u A
invertibilan.

Primjer 3.2. Polja R i C su o¢iti primjeri komutativnih realnih algebri s dijeljenjem.
Propozicija 3.3. Svaka konacnodimenzionalna domena je algebra s dijeljenjem.

Dokaz. Pretpostavimo da je A konac¢nodimenzionalna domena. Jer je A domena, za fiksirani element
a # 0, operator L, € Endp(A), L,(x) = ax, je injektivan, pa stoga i bijektivan jer je dimp A < oo (teorem
o rangu i defektu). Posebno, L, u slici sadrzi jedinicu od A, odnosno postoji b € A takav da je

ab = 1.

Analogno, promatrajuéi operator R, € Endr(A), R,(z) = za, dolazimo do elementa ¢ € A takvog da
vrijedi

ca = 1.
Slijedi
¢ =cl =c(ab) = (ca)b =1b=1b,
odnosno ¢ = b je inverz od a. Kako je a # 0 bio proizvoljan, slijedi tvrdnja. O

Napomena 3.4. Beskona¢nodimenzionalne domene ne moraju biti algebre s dijeljenjem. Osnovni pri-
mjer koji to pokazuje je algebra polinoma F[X], buduéi da su svi polinomi stupnja veéeg ili jednakog 1
neinvertibilni u F[X].

Zadatak 6. Neka je A algebra s dijeljenjem sa svojstvom da za sve a, b € A vrijedi (ab)? = (ba)?. Dokazite
da je A komutativna.

Zadatak 7. Neka je A kona¢nodimenzionalna algebra s dijeljenjem. Pretpostavimo da je ¢ € Endp(A)
linearno preslikavanje takvo da vrijedi ¢(1) = 11i ¢(a)p(a™!) =1 za sve a € A\ {0}. Dokazite da tada za
sve a € A vrijedi ¢(a?) = ¢(a)?.

Uputa. Dokazite da za sve a,b € A\ {0}, a # b~ ", vrijedi aba = ((a — b ') —a 1) +a.

Napomena. Preslikavanja ¢ € Endp(A) koja zadovoljavaju ¢(a?) = ¢(a)? za sve a € A zovu se Jordanovﬂ
homomorfizmi.

Definicija 3.5. Neka je A algebra nad poljem F te neka je a € A. Ako postoji normirani polinom
me € F[X] takav da je mq(a) = 0, te za svaki drugi normirani polinom p € F[X] sa svojstvom p(a) = 0
vrijedi degm, < degp, onda kazemo da je m, minimalni polinom elementa a.

Propozicija 3.6. Neka je A konacnodimenzionalna algebra nad poljem F. Tada svaki element a € A ima
jedinstven minimalni polinom m,. Nadalje, ako je A algebra s dijeljenjem, polinom my je ireducibilan, tj.
meg se ne moze faktorizirati u produkt dva nekonstantna polinoma.

Dokaz. Neka je dimgp A = n i fiksirajmo element a € A.

Egzistencija od m,. Promotrimo skup
{1a,a,...,a"} C A.

Jer je dimp A = n, taj skup je linearno zavisan pa postoje skalari Ag, A1, ..., A, € F koji nisu svi 0 takvi
da je

)\01A+)\1a—|—...—|—)\na" :O
Neka je 0 < k < n najvedi broj takav da je A\ # 0. Tada je

S

h\ ()\ka—F...—F/\lX—F)\Q)
k

p(X) =

normiran polinom u F[X] takav da je p(a) = 0. Posebno, postoji polinom m, € F[X] najmanjeg stupnja
koji se poniStava na elementu a i m, je po definicji minimalni polinom elementa a.

3Ernst Pascual Jordan (1902.-1980.), njemacki fizicar



Jedinstvenost od m,. Pretpostavimo da su m,, m/, € F[X] dva minimalna polinoma od a. Po definiciji,
mg 1 m], su istog supnja k < n. Ocito je (m, —m/)(a) = 0. Jer su polinomi m, i m/, normirani i istog su
stupnja, zaklju¢ujemo da je polinom p := m, — m,, € F[X] stupnja manjeg od k sa svojstvom p(a) = 0.
Stoga je nuzno p = 0, odnosno m, = m/).
Sada pretpostavimo da je A algebra s dijeljenjem.

Ireducibilnost od m,. Pretpostavimo da je m,(X) = p(X)q(X) za neke polinome p, g € F[X]. Tada je

p(a)q(a) = my(a) = 0.

Jer je A algebra s dijeljenjem, mora biti p(a) = 0 ili g(a) = 0. Kako su oba polinoma p i ¢ stupnja najvise
deg m,, po definiciji od m, barem jedan od polinoma p i ¢ mora biti stupnja jednakog deg m,. Posljedi¢no
drugi polinom onda mora biti konstantan. O

Zadatak 8. Neka je A algebra. Za element a € A kazemo da je lijevo (desno) invertibilan ako postoji
element b € A takav da je ba =1 (ab=1).

(a) Ako je algebra A konacnodimenzionalna, dokazite da su svi lijevo (desno) invertbilni elementi u A
nuzno invertibilni.
(b) U algebri Endr(F[X]) nadite primjer neinvertibilnog operatora koji je lijevo invertibilan.

Uputa za (b). Promotrite operator integriranja.

4 Realne algebre s dijeljenjem - dimenzije 1 i 2

U nastavku ¢emo koristiti sljede¢i fundamentalni teorem i njegovu posljedicu:

Teorem 4.1 (Osnovni teorem algebre). Svaki kompleksni polinom p € C[X] stupnjan > 1 ima korijen
u C. Posljedicno, p se moze faktorizirati kao produkt polinoma stupnja 1, tj. postoje c, A1,...,A\p € C
takvi da je

P(X) = a(X = A1)+ (X = )

1 takva faktorizacija je jedinstvena do na permutaciju faktora.

Korolar 4.2. Realni polinom p € R[x] je ireducibilan ako i samo ako je p ili stupnja 1 ili stupnja 2 bez
realnih korijena, odnosno negativne diskriminante.

Korolar 4.3. Do na izomorfizam, C je jedina konacnodimenzionalna kompleksna algebra s dijeljenjem.

Dokaz. Neka je A kona¢nodimenzionalna kompleksna algebra s dijeljenjem. Fiksirajmo proizvoljan ele-
ment a € A te neka je m, € C[X] njegov minimalni polinom. Prema Propoziciji [3.6] m, je ireducibilan.
Prema Osnovnom teoremu algebre m, je stupnja 1, odnosno m,(X) = X — X za neki skalar A € C. Slijedi
0 =mg(a) = a— A4, odnosno a = Al4. Dakle, A =~ C. O

Lema 4.4. Neka je A konacénodimenzionalna realna algebra s dijeljenjem. Tada je minimalni polinom
svakog elementa a € A jednog od sljedeéa dva oblika:

ma(X) = X-X2 (AeR) ako je a € R
¢ Sl X2—20 X+ peR N <pu) akoad¢R.

Posljedi¢no, svaki element a € A moZemo zapisati u obliku a = x +y, gdje je x € R iy € A takav da je
ili y =0 ili y*> € Rg.

Dokaz. Ako je a € A, onda je ocito a € R ako i samo ako je my(X) = X — a. U tom slu¢aju imamo
trivijalnu dekompoziciju a = x + y, gdje je y = 0.

Ako a ¢ R, odnosno ako je degm, > 1, onda iz ireducibilnosti od m, (Propozicija i Korolara
slijedi da je mq(X) = X2 — 20X + p za neke A\, 1 € R takve da je A2 < pu. U tom sluéaju stavimo
r:=AeRiy:=a—A¢R takodajea=z+yi

Yy =a®> —2Xa+ ) > =a® =2 a+ pu+ (A —p) =ma(a) + (A2 —p) =\ — u < 0.



Propozicija 4.5. Do na izomorfizam, C je jedina dvodimenzionalna realna algebra s dijeljenjem.

Dokaz. Neka je A dvodimenzionalna realna algebra s dijeljenjem. Prema Lemi [£:4] postoji element y € A
takav da je y2 € Rog. Stavimo

1
14 1= ——=Y € A,
VY
tako da je i4 = —1. Skup {14,i4} je otito linearno nezavisan pa stoga razapinje A (jer je dimg A = 2).

Dakle
A=Rly+Riy = {Ma+pia: N\ peR}

Sada je trivijalno provjeriti da je preslikavanje ¢ : C — A definirano s ¢(A+ pi) := Al 4 + pi4 izomorfizam
(realnih) algebri. O

Korolar 4.6. Do na izomorfizam, R i C su jedine konacnodimenzionalne komutativne realne algebre s
dijeljenjem.

Dokaz. Pretpostavimo da je A realna kona¢nodimenzionalna komutativna algebra s dijeljenjem, te neka je
dimg A > 2. Prema dokazu Propozicije[d.5] A sadrzi podalgebru C4 izomorfnu s C. Jer je A komutativna,
A mozemo promatrati kao C4-algebru (tj. za polje skalara uzmemo C4; vidjeti zadatak . Kako je
dimg A < oo svakako je i dimc, A < co. Dakle, A kona¢nodimenzionalna kompleksna algebra s dijeljenjem
pa je prema Korolaru nuzno A=C4 = C. O

Sada se prirodno namece sljedeée pitanje:

Problem 4.7. Za koje prirodne brojeve n > 2 postoje n-dimenzionalne realne algebre s dijeljenjem?
Nadalje, jesu li one (do na izomorfizam) jednozna¢no odredene svojom dimenzijom n?

Na kraju ovog odjeljka napomenimo da je klasifikacija dvodimenzionalnih algebri s dijeljenjem nad
poljem racionalnih brojeva Q osjetno kompliciranija:

Zadatak 9. Neka je p prost broj. Promotrimo skup
Qlvpl:={A+uv/p: A neQ CR,
s obzirom na standardne operacije zbrajanja i mnozenja realnih brojeva.
(a) Dokazite da je Q[\/p] polje koje sadrzi Q i dimg Q[,/p] = 2.
(b) Ako su p i ¢ dva razlicita prosta broja, dokazite da Q-algebre Q[,/p] i Q[,/g] nisu izomorfne.

(¢) Zakljucite da postoji beskona¢no mnogo neizomorfnih dvodimenzionalnih Q-algebri s dijeljenjem.

5 Algebra kvaterniona H - dimenzija 4
Na vektorskom prostoru R* uvedimo sljedeée oznake
1:=(1,0,0,0), i:=(0,1,0,0), j:=(0,0,1,0) i  k:=(0,0,0,1).

Za (a,b,c,d) € R* pisemo
(a,b,¢,d) = a+bi+ cj+ dk.

Na R*, uz standardne operacije zbrajanja i mnozenja skalarom, uvodimo i operaciju mnozenja, tako da
najprije definiramo medusobne produkte i, j, k na sljedeé¢i nacin:

=5 =k =-1,

ij = —ji=Fk,
ki = —ik — .

Primijetimo da pravilo mnozenja elemenata i, j, k mozemo lako zapamtiti koristeéi sljedecu sliku:



Slika preuzeta iz ¢lanka J. C. Baez, The octonions, https://arxiv.org/pdf/math/0105155. pdf
Definiciju mnozenja zatim po bilinearnosti progirimo na ¢itav R*. Dakle:

(a1 + b1i+ c1j + dik) - (a2 + bai + coj + dak) = ajas —biby — c1co — dids
+  (ar1as +bras + c1dy — dyica)i
+  (@1c2 —bida + crag + diba)j
+  (a1da + bica — c1by + dyaz)k

Definicija 5.1. Uz prethodno definirane operacije, R* se zove algebra kvaterniona i oznagava se s H.

Napomena 5.2. Nije tesko (ali je malo naporno) provjeriti da je H zaista realna algebra. Primijetimo
da H nije komutativna.

Napomena 5.3. Pojam kvaterniona dolazi od latinske rije¢i quaternio, koja se prevodi kao ¢etvorka,
odnosno cjelina od ¢etiri dijela. Oznaka H za kvaternione dana je u ¢ast W. R. Hamiltonﬂ koji je 1843.
godine otkrio kvaternione, traze¢i prosirenje polja kompleksnih brojeva do trodimenzionalne realne algebre
s dijeljenjem s dvije imaginarne jedinice. Nakon viSegodisnjih neuspjelih pokusaja, shvatio je da to ne
moze posti¢i u dimenziji 3, ve¢ u dimenziji 4, s tri imaginarne jedinice ¢, j, k koje moraju zadovoljavati
jednakost i2 = j? = k% = ijk = —1. Tu formulu je 16. listopada 1843. Hamilton urezao u kamen
dublinskog mosta Broom Bridge, na kojem se i danas nalazi sljedec¢a plaketa:

Slika preuzeta s Wikipedie: https://en.wikipedia.org/wiki/Quaternion

Sliéno kao i na algebri kompleksnih brojeva C, na algebri kvaterniona H uvodimo konjugiranje, kao
unarnu operaciju * : HH — H definiranu s

(a+bi+cj+dk) :=a—bi—cj—dk.
Lako se pokaze da konjugiranje na H zadovoljava sljedeta svojstva:

*\ % * * * * * ok * 1 .. ..
(") =p, (Ap 4 pq)* = Ap* + pg”, (pg)"=qp*, p =—§(p+zm+3m+kpk),

gdje sup,g e Hte \,u € R.
Za kvaternion ¢ = a + bi + ¢j + dk € H redom definiramo njegov realni i imaginarni dio:

1 1
Reqizazi(Q“‘q*) i Imq::bi+cj+dk=§(q—q*)~

4William Rowan Hamilton (1805.-1865.), irski matematicar
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Napokon, H opskrbljujemo s euklidskom normom

lla+ bi + cj + dk|| = Va2 + b + ¢ + d2,
za koju se lako provjeri da zadovoljava sljedec¢a svojstva:

=1l l=lal,  ¢a=ag"=lall*,  llpall = lIpllllql

za sve p, q € H. Posebno, svaki nenul kvaternion g € H je invertibilan s inverzom

*

-1 q
q =15
q|I?

Nadalje, algebra H je centralna, tj. Z(H) = R. Naime, ako je ¢ = a +bi+¢j + dk € Z(H), onda iz qi = ig
i qj = jq redom dobivamo c=d=01ib=d =0, odnosno ¢ =a € R.

Dakle, sve zajedno, imamo sljedeéi rezultat:
Propozicija 5.4. Algebra kvaterniona H je centralna realna algebra s dijeljenjem dimenzije 4.

Zadatak 10. Dokazite da je svaki automorfizam algebre kvaterniona H nuzno unutrasnji.

6 Frobeniusov teorem

Sada smo spremni dokazati Frobeniusov teorem. Prisjetimo se iskaza:

Teorem 6.1 (Frobeniusov teorerrﬂ, 1877.). Do na izomorfizam postoje toéno tri konacnodimenzionalne
realne algebre s dijeljenjem: realni brojevi R, kompleksni brojevi C i kvaternioni H.

Dokaz Frobeniuosovg teorema provodimo u koracima. Neka je A kona¢nodimenzionalna realna algebra s
dijeljenjem.
Korak 1. Ako je dimgr A =1 onda je A = R14 = R.

Korak 2. Ako je dimg A > 1 onda prema dokazu Propozicije postoji element iy € A takav da je
i%4 = —1 te A sadrzi podalgebru C4 = R14 + Ri, izomorfnu s C. Posebno, ako je dimg A = 2, imamo
A=Cs=C.

Korak 3. Pretpostavimo da je dimg A > 2, tako da je C4 C A.

Zadatak 11. Dokazite da ne postoji element a € A\ C4 koji komutira s i4.

Korak 4. Promotrimo A kao vektorski prostor nad poljem C4 i oznac¢imo ga s ¢A. Definirajmo sada
preslikavanje
¢:cA—cA S ¢(a) = iAaizl.

Zadatak 12. Dokazite da preslikavanje ¢ zadovoljava sljedeéa svojstva:
(a) ¢ je involucija, tj. ¢ = po ¢ = ida.
(b) ¢ je Ca-linearno, tj ¢p(wiar + waaz) = wig(a1) + wag(az) za sve wi,wy € C4 i a1,az € A.

(¢) ¢ je multiplikativno, tj. ¢(a1az2) = ¢(a1)p(az) za sve aq, a2 € A.

Korak 5. 1z (a) i (b) dijela zadatka slijedi da su 11 —1 jedini kandidati za svojstvene vrijednosti od ¢.
Oznac¢imo pripadne svojstvene potprostore s V; i V_q, tj.

Vii={a€ A: ¢(a) = a},

Voi:i={a€ A: ¢(a) = —a}.
Ocito je C4 C V;. Stovise, iz zadatka [11] slijedi da je Vi = C4.

5Ferdinand Georg Frobenius (1849.-1917.), njemacki matematicar



Zadatak 13. Zakljucite da je V_; # {0} i da vrijedi cA = V; + V_; (direktna suma vektorskih prostora
nad Cyu).

Korak 6. Fiksirajmo neki element b € V_; \ {0}. Prema Lemi postoje A, i € R takvi da je
b> = N4+ pb (1)
Ako na jednakost djelujemo s operatorom ¢, tada koristeéi zadatak |12 dobivamo
(b)* = Aa + o (b).

Prema izboru elementa b imamo ¢(b) = —b, pa je
b> = Mg — pb. (2)
1z i slijedi da je p = 0. Kako b ¢ R1 4, mora biti A < 0. Uvedimo sada elemente
1
jA = ——=b,
JA Y
ka:=1aj4.

Zadatak 14. Dokazite da {14,i4,74,ka} ¢ini linearno nezavisan skup u A, te uspostavite sljedeée jed-
nakosti:

G =Jja=FKy=—1a,
iaja = —jaia = ka,
Jaka = —kaja =1ia,
kain = —iaka=ja.

Korak 7. 1z prethodnog razmatranja slijedi da je
Hy :=Rly+Rig+Rjs+REkyC A

podalgebra od A koja je izomorfna s algebrom kvaterniona H. Ostaje jos dokazati da je A = Ha. U tu
svrhu izaberimo proizvoljni element a € V_;. Koristeéi (c) dio zadatka [12| dobivamo

¢(jaa) = ¢(ja)o(a) = (—ja)(—a) = jaa.
Odavde zaklju¢ujemo da je jpa C Vi = Cy, pajea € jgl(CA CHy. Dakle, V_y CHy i V3 =Cy C Hy,
§to zajednos A = Vi +V_; povlaci A = Ha. Time je dokaz Frobeniusovog teorema u potpunosti zavrsen.
O

Na kraju ovog odjeljka napomenimo da se prepostavka kona¢ne dimenzionalnosti algebre A u Frobeniuso-
vom teoremu ne moze ispustiti.

Primjer 6.2. Za proizvoljno polje F definiramo algebru Laurentovi}ﬂ redova F((X)) kao skup svih
formalnih redova oblika -
> e

n=—oo
gdje je samo konac¢no mnogo skalara A, € F s negativnim indeksima n razli¢ito od 0.
Na F((X)) uvodimo operacije mnozenja skalarom, zbrajanja i mnozenja na slican na¢in kao i na algebri

polinoma F[X]:
/\< > )\nX"> = ()X,

DSTOAXT+ D X i= ) O ) X7,
< i /\nX"> < i ,unX”> = i vp X", gdje je v, = Z it
n=-—oo n=-—0o0 n=-—oo i+j=n

Primijetimo da je definicija mnozenja na F((X)) smislena, s obzirom da za svaki nenul element f € F((X))
postoji m € Z takav da je f =07 A\, X" i\, # 0. Nije tesko provjeriti da F((X)) s obzirom na gore
uvedene operacije (komutativna) algebra s dijeljenjem. Takoder, jer je F[X] C F((X)), algebra F((X)) je
beskonac¢nodimenzionalna.

Posebno, R((X)) je primjer beskona¢nodimenzionalne (komutativne) realne algebre s dijeljenjem.

6Pierre Alphonse Laurent (1813.-1854.), francuski matematicar, inZenjer i vojni ¢asnik



7 Domaca zadaéa

e Za domacu zadacu potrebno je rijesiti zadatke 11-14 te jos barem 4 od preostalih zadataka 1-10.
e Zadacu predajete kao jedan pdf file preko sustava Merlin do 23. 6. 2021. u 23:59.

e Dozvoljeno je pisati u LaTeXu.
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