MATEMATICKA ANALIZA 1

Pismeni ispit — 12. veljace 2024.

Zadatak 1. (24 boda) Neka je dan niz
a1:a2:O, an+2:ai+1+—an+—, n € N.

15 15

Ispitajte konvergira li niz (a,) i ako da, odredite mu limes.

Rjesenje. Pretpostavimo da niz konvergira i oznac¢imo limes sa L. Vrijedi

7 1
L=1"+—L+—
IETRRT:
8 1
L) — —L+—=
5t =0
1 1
L-—=)L-2)=0
(L= )L~ 3)

Dakle L = % ili %

Pokazimo indukcijom da je niz omeden odozgo s %, aodozdo s 0, odnosno za svakin € N a,, a,.+1 € [0, %]
Zan =1 imamo a; = as =0 € |0, %] Neka je n € N proizvoljan. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za taj
n. Koristeéi pretpostavku indukcije imamo

ocar o T +1<(1)2+71+1 11,7, 1, 1
a —a, +— < (= —t—==—(t—=+2)=—-.
ST st 15 =% 155 0 15 55 0 1530 5

Kako je a0 = a2 4 + %an + %5, tvrdnja vrijedi za n + 1.

Pokazimo sada indukcijom da je niz rastuci, odnosno, za svakin € Na, < a,11 < ayyo. lzay =a3 =0
iag = % vidimo da tvrdnja vrijedi za n = 1. Neka je n € N proizvoljan. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za taj n. Koristeé¢i pretpostavku indukcije, i ve¢ pokazano da ¢lanovi niza nisu negativni, imamo

_ 42 7 > g2 _
(pt3 = Qpyo + 1—5an+1 + 1—5 R Ean + E = Qp+2.
Uo¢imo, da ¢lanovi niza nisu negativni smo koristili da bi iz a,42 > an41 zakljudili a2, > a2, Dakle,
tvrdnja vrijedi za n + 1.

Niz je rastuci i omeden odozgo pa je konvergentan. Manji od kandidata za limes, %, je gornja meda,

pa je i limes niza (a,).
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Zadatak 2.

(a) (16 bodova) Odredite infimum i supremum skupa
n?+k—n
A={ —— :n,keN
{ vVn?2+2k—n }
ako postoje.

(b) (10 bodova) Neka je f : R — R funkcija zadana s pravilom pridruzivanja
0, »¢Q
fay={" €2
1, z€Q

Ispitajte u kojim tockama je funkcija f neprekidna.

Rjesenge.

(a) Ozna¢imo izraz koji definira ¢lanove skupa A s R(n, k). Prvo, uo¢imo da vrijedi

Rl k) — /—nz+k_n_1~(x/ﬁ+2k+n) 1+ 2 +1

vn?+2k—n 2-(*/n2+l%+n> 2< /1+%+1)
Sada, vidimo da je 1/2 donja meda skupa A jer vrijedi

1+ 35 +1 V1t s 41 1

2( 1+ 5 +1) 2<\/T+1)_§'

Isto, kako vrijedi (ako gledamo k = 1)
1+ 3 +1 1

lim = —,
o (1e g )
dobivamo da je 1/2 infimum skupa A. S druge pak strane,
\/@—f- 1 \/m+ V2 \/—
2 (145 +1) 2(,/1+ +1)

pa je v/2/2 gornja meda skupa A te vrijedi (ako gledamo k = n?)

VI1+2 41 NG
lim = —.

n—oo 2
- 2(~/1+Z—3+1>

Dakle, supremum skupa A je v/2 /2.

(b) Pokazat ¢emo da f nema limes niti u jednoj tocki svoje domene, pa ne moze vrijediti neprekidnost.
Neka je ¢ € R proizvoljan. Zbog gusto¢e Q u R, mozemo pronaéi nizove (g,) C Q te (r,) C R\ Q
takve da ¢, — c¢ir, — ¢. Medutim, kako je f(¢,) = 1 te f(r,) = 0, vidimo da f(g,) — 11
f(r,) — 0, pa limes ne moZze postojati.
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Zadatak 3. Dana je funkcija
3
g(x) = arccos (53;2 — 3z +1).

(a) (8 bodova) Odredite prirodnu domenu D funkcije g.
b) (8 bodova) Odredite najveéi interval I koji sadrzi zy = 3, te je g na I injekcija.
2

(c) (8 bodova) Neka je f : I — g(I) dana pravilom f(z) = g(x). Odredite f~'.

Rjesenge.
a) Mora vrijediti —1 < %xQ —3r+1<1.

) —1<22?-30+1< 322 -32+2>0.
Zadnja nejednakost vrijedi za sve x jer je diskriminanta od %[L’Q — 3z + 2 negativna, a vodedi
koeficijent pozitivan.

i) 322 -3z +1<1<= 327 — 3z =3z(z-2) <0.
Dakle D = [0, 2].

b) Kako je arccos injekcija, I je najveci interval u D na kojem je %x

2 1
Tjeme ove kvadratne funkcije je —(—3)/[2(3/2)] = 1, pa je I =0, 1].

— 3z + 1 injekcija, a sadrzi ;.

c) %19 — 3z + 1 je na I padajuca, pa preslika I na [—%, 1]. Oznacimo

1 3
glzl—>[—§,1], gl(x):§x2—3x+1,
1 2m

g2 [—5, 1] — [0, ?], g2(x) = arccos .

Sadajef:g2091if_lzgl_loggl:[O,%ﬂ]—)[(),l].

3+ /9 —6(1—y)
3

3 3
gl(x):§x2—3x+1:y:>51:2—3:c+1—y:0:>x:

_ 3 — 3+ 6y
91 (y) = —a
95 ' (y) = cosy

1,y 3—/3+6cosy
= y) = 3 :
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Zadatak 4.

(a)

(b)

(12 bodova) Odredite

lim e? sin(ze )
T—00

(14 bodova) Postoji li nekonstantna neprekidna funkcija f : R — R takva da je f(R) C [0,1] N Q?

Rjesengje.

(a)

Dokazimo najprije da je lim, ,,, ze“* = 0 za svaki ¢ > 0.

Oznag¢imo n := |z]. Tada zbog monotonosti funkcija vrijedi

0<ze < (n+1)e
Na vjezbama, u 2. poglavlju se pokaze da je lim, o (n+ 1)e™" = lim,, o e~ " +ne~ " = 0. To znaci
da za proizvoljan € > 0 postoji M > 0 takav da je 0 < ze™* < e za sve x takve da je |x] > M, Sto
sigurno vrijedi ako je z > M + 1. Dakle, po definiciji limesa vrijedi lim, ,,, ze™* = 0 za sve ¢ > 0.

Sada koristeé¢i navedeno zaklju¢ujemo da ze™™ — 0 za x — oo pa koristeéi limes lim;_,q 51%5 = 1 vrijedi:
. z . _ . _« sin(ze™®
lim e2 sin(ze ™) = lim ze™ 2 -¥:0~1:0
T—00 T—00 xre T

Takva funkcija ne postoji. Naime, neka je f neprekidna i nekonstantna funkcija na R. Tada postoje
1 < o takvi da je f(x1) < f(x2) i po Bolzano - Weiestrassovom teoremu funkcija f na intervalu
(21, x9] postize minimum m, maksimum M i sve vrijednosti u intervalu [m, M|, gdje je m < f(z1) <

Na predavanju se pokaze da je Q gust u R pa postoji broj

2M
qe [m, L} N Q.
3
Za n € N dovoljno velik vrijedi
0«<-z§ L M-om
- n - 3

pa je
2
a :zq—i—i € [m, M|
n
i broj a je iracionalan. Naime, kad bi bio racionalan, tada bi i v/2 = 2"(a — ¢) bio racionalan, to je

dokazano na predavanju da nije istina. Dakle, kako je a € [m, M], mora postojati x € [z1, xs] takav
da je f(z) = a pa ne moze vrijediti da je f(R) C Q pa posebno ni f(R) C QN [0, 1].
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