RJESENJA ZADATAKA ZA VJEZBE U DVANAESTOM TJEDNU

Zadatak 2.6.2. Odredite singularitete i ispitajte njihov karakter za funkcije

z—2
(a) f(z):m
(0) 1) = 5 - 57—
(© () = 5

Rjesenje. (a) Singulariteti funkcije f su 0, 3i, —3i, Sto vidimo iz

z—2 z—2
1&) = 08 = 2 30PG 1 30

Pogledajmo prvo kojeg je tipa singularitet 0. Funkcija z — =2 je holomorfna u 0 i

(z2+9)3
vrijedi
z—2

2
(:2+93 9

za neke koeficijente aq,as,... € C. Sada je

+alz+agz2+a3z3+...

————— = —— - —+a +aztazz*+...
z(22+9)3 9y T 5

pa je 0 pol prvog reda funkcije f.

Pogledajmo sada kojeg je tipa singularitet 3i. Funkcija z +— ﬁ je holomorfna u 3:.
Vrijedi
z—2 3i—2 ) N2 3
= -3 -3 -3 .
T30 360 +a1(z —3i) +az(z — 3i)° +asz(z — 3i)° +
za neke koeficijente aq,as,... € C. Sada je
2—2  3i-2 1 1

1
+ ag +az+...
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pa je 3i pol treceg reda funkcije f.

Pogledajmo jos kojeg je tipa singularitet —3¢. Funkcija z — ﬁ je holomorfna u —3s.

Vrijedi

Z—2 —3i—2 , - N

= 3 3 3
= 30F  —3i(—6i) + a1(z + 31) + az(z + 3i)° + az(z + 3i)° +
za neke koeficijente aq,az,... € C. Sada je
z—2 —31—2 1 n 1 n 1 4 oas+
= a a az+ ...
2(22+98 3-65 (z+30)3 (24302 Cz+3i °

pa je 3i pol treceg reda funkcije f.

(b) Funkcija je
1 1

1@ =535+

Singulariteti su 01 z = —In2 — (7 + 2kn), k € Z.



Da bismo vidjeli kojeg je tipa singularitet 0, primijetimo da je funkcija z — H% holo-
morfna u 0 pa je

Spp— = ag+ a1z 4+ a2’ + az2® + ...

za neke koeficijente ag, a1, as,... € C. Sada je
1 1 1

2 3
— = &5 —ap — a1Z2 — a2z —azz — ...
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pa je 0 pol reda 3 funkcije f.

Tocke zy, k € Z, su nultocke prvog reda funkcije z — 2 4+ e™%, pa su tada i polovi prvog

reda funkcije z — 5 +£_Z. Bududi da je funkcija z — Z% holomorfna u tim tockama, slijedi

da su tocke zj polovi prvog reda funkcije f za sve k € Z.

(c) Funkcija je
1—¢?
1(z) = 2+ e*’

Singulariteti funkcije f su tocke z; = In2 + i(m 4 2km), k € Z. Definiramo funkcije

g(z) =1—¢€% h(z) =2+¢".

Odredit ¢emo tip singulariteta z;. Vidimo da je funkcija g holomorfna u tocki z; i vrijedi
g(z) =1 — (—2) = 3. Zbog toga je

g9(2) =3+ a1(z — z,) + as(z — z,)?

+ ...
za neke ay,aq,... € C. Bududi da vrijedi
h(zk) =0, h'(2;) = e = -2 #0

slijedi da je tocka zj nultocka prvog reda funkcije h, pa onda i pol prvog reda funkcije 1/h.
Dakle, imamo

1 b_1
= b b — .
h(z) z—zk+ 0 +bi1(z —2) +
za neke b_1,bg,b1,... € C, pri ¢emu je b_1 # 0. Slijedi da je tada
1 3b_1
FE) =0 5 = o

pa je tocka z; pol prvog reda funkcije f, za svaki k € Z.
O

Zadatak 2.6.3. Neka je zy pol (odnosno bitan singularitet) funkcije f i neka je funkcija g
holomorfna u zy te g(z9) # 0. Dokazite da je tada zp pol (odnosno bitan singularitet) funkcije

2 f(2)9(2).

Rjesenje. (i) Pretpostavimo da je zg pol funkcije f reda m. Tada mozemo zapisati Laurentove
redove funkcija u okolini zg na sljedeéi nacin i vrijedi

f(z)g(z) = <<Z Ciz);)m + e 61725;,1 +.. > - (bo + b1 (2 — 20) + ba(z — 20)* +...)
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D —m=+1b b)) —— + ...
(z—zo)m+(a +100 +a 1) +
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Tocka zp je pol funkcije f reda m pa mora biti a_,, # 0, a zbog uvjeta g(zp) # 0 mora
biti by # 0. Dakle, a_,, - by # 0, pa je zo pol m-tog reda funkcije z — f(z)g(2).



(ii) Pretpostavimo da je zp bitni singularitet funkcije f. Pokazat ¢emo da tada zp ne moze
biti ni uklonjivi singularitet ni pol funkcije z — f(2)g(2).

Kad bi zg bio uklonjivi singularitet funkcije fg, postojao bi limes

lim f(2)g(z) =a € C.

Z—20
Kako je g(zo) # 0, vrijedi lim,_,., 1/g(z) = 1/g(20), pa bi moralo vrijediti
. . 1 . . 1 a
lim f(z) = lim (f (2)g(z) - g(z)> = lim f(2)g(2) - lim FOREESE

¢ime bi zp bio uklonjivi singularitet funkcije f.

Kad bi zg bio pol funkcije fg, imali bismo lim,_, ., |f(2)g(z)| = +o0, a kako je lim,_,,, 1/|g(z)| =
1/]g9(z0)| € C moralo bi vrijediti

1
lim |f(z)]| = 400 - = +400,
8 N = o0 1oy
pa bi zg bio pol funkcije f.
Sliéno zaklju¢ivanje mogli smo provesti i u zadacima 2.6.1. (b), 2.6.2. (a) i (c). O

Zadatak 2.6.4. Odredite singularitete i njihov karakter za funkcije
(a) f(z) =2 ctgz
(b) f() = sin(e?)

(c) f(z) ==
Rjesenje. (a) Napisimo f(z) = z2ctgz = 2%cosz

<o Singulariteti su 2z, = k7, za k € Z. Stavimo

1

2
= h = .
g(z) = z°cos z, h(z) s

Funkcija g je holomorfna u z; i vrijedi

g(zr) #0za k € Z \ {0}.

Tocke z; su nultocke prvog reda funkcije z — sin z, pa su onda polovi prvog reda funkcije
h(z). Prema Zadatku 2.6.3., tocke z; za k € Z \ {0} su polovi prvog reda funkcije f.
Preostaje nam odrediti tip singulariteta zg = 0. Iz

z

lim — =1, limcosz=0, limz=0
z—0sIn z z—0 z—0

slijedi da je lim,_,o f(z) = 0, pa je 0 uklonjivi singularitet funkcije f.

(b) Jedini singularitet funkcije f(z) je u zp = 0 i pokazat ¢emo da je to bitni singularitet.

Promatrajmo nizove
1 1

=— bp=————, keN.
% o T Rk Dm S
Vrijedi limg, ap = limg b, = 0. Bududi da je
lime/% =1, lime"/" = —1
k k

slijedi
lilgn flag) =sinl, li]f:n f(bg) = sin(—1).
Zbog toga ne postoji limes lim, ,o f(2). Sljedeée, kad bi limes lim, o |f(z)| postojao

i bio jednak oo, ne bi moglo vrijediti limg |f(ar)| = |sinl| # oco. Buduéi da vrijedi,
zaklju¢ujemo da je 0 bitni singularitet funkcije f.



(c) Napisimo f(z) = 7 = ¢ - e . Jedini singularitet ove funkcije je u zp = 0. Funkcija
z > e® je holonllorfna u tocki zp i e = 1 # 0. Znamo da je Laurentov red u okolini 0
funkcije z — e~ > jednak

(o.9]
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pa je 0 bitni singularitet te funkcije. Prema Zadatku 2.6.3., tocka 0 je bitni singularitet
funkcije f.
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