Linearna algebra 2 - teorija za vijezbe

1 Linearni operatori

DEFINICIJA 1.1. Neka su U, V vektorski prostori nad poljem F. Preslikavanje A : U — V' zovemo
linearni operator ako vrijedi

Alazx + py) = aA(x) + fA(y), Vz,ye U, a,f €F. (svojstvo linearnosti)
Svojstvu linearnosti ekvivalentno je

Az +y) = A(z) + A(y), Vz,y €U (aditivnost)
Alaz) = aA(x), Ve eUaeF (homogenost).

CINJENICE 1.2. Neka je A:V — W linearan operator.
1. ImA=A(V)={Av:v eV} <W je slika operatora A.
2. Ker A= A"1({0}) = {z € V: Az = 0} <V je jezgra operatora A.
3. Ako su V, W KDVP, onda suiIm A, Ker A KDVP i uvodimo oznake
r(A) :=dimIm A je rang operatora A,
d(A) :=dimKer A je defekt operatora A.
4. Vrijedi
A je injekcija < Ker A = {0},

A je surjekcija < ImA=W.

5. Linearan operator koji je injekcija zovemo monomorfizam, linearan operator koji je surjekcija
zovemo epimorfizam, a linearan operator koji je bijekcija zovemo izomorfizam.

6. (zadavanje linearnog operatora na bazi i proSirenje po linearnosti). Neka su V, W vektorski
prostori nad poljem F, dimV = n < oo, {by,...,b,} baza za V, (wy,...,w,) bilo koja uredena
n—torka vektora iz W. Tada postoji jedinstveni linearni operator A : V' — W takav da je

Abi:wi, Z:L,TL

Teorem 1.3 (o rangu i defektu). Neka je A :V — W linearni operator, dimV < co. Tada je
r(A) +d(A) =dim V.
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NAPOMENA 1.4. Ako je A:V — W linearni operator i dimV = dim W < oo, tada je ekvivalentno:
(1) A je monomorfizam,

(2) A je epimorfizam,

(3) A je izomorfizam.

Kazemo da su prostori V' i W izomorfni ako postoji izomorfizam A : V' — W. Oznaka: V ~ W.
CINJENICE 1.5.

1. Neka su V, W KDVP nad F. Tada su V i W izomorfni akko je dim V' = dim W.
2. ~ je relacija ekvivalencije.

Posljedica ¢injenice 1. je da nijedan pravi potprostor KDVP ne moze biti izomorfan svojem potpros-
toru. To ne vrijedi kod beskona¢nodimenzionalnih prostora.

DEFINICIJA 1.6. Neka je V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor, P : V' — V linearni operator
takav da je P? = P (takav se linearan operator zove projektor).

Vrijedi:
(a) a € Im P <= Pa = a.
(b) Ako je P # I, onda P nije izomorfizam.
(c) V=KerP+1ImP.

NAPOMENA 1.7. Neka je dimV = n, M < V, M # {0},V i neka je {ai,...,a;} baza za M.
Nadopunimo je do baze za V, tj. neka je {ay,...,ax, agi1,...,a,} baza za V. Vektori apyq, ..., a,
¢ine bazu za direktni komplement L od V.

Definirajmo preslikavanje P : V — V kao

P(ai):ai, 7,21,,k‘
P(a;)) =0, i=k+1,....n

te ga prosirimo po linearnosti. O¢ito je P?(a;) = P(a;), za sve i pa je P projektor. KaZemo da je P
projektor prostora V' na potprostor M u smjeru potprostora L.

CINJENICE 1.8. Nekasu V i W vektorski prostori. Skup L(V, W) = {A: V — W | A je linearan operator}
uz operacije

(A4 B)x = Ax + Bx
(0A)x = aAz, a €l

je vektorski prostor nad poljem F. Ako su Vi W KDVP onda je dim L(V, W) =dim V' - dim W.
CINJENICE 1.9. 1. Ako je V = W, onda umjesto L(V, V) pisemo L(V).

2. L(V) je vektorski prostor. Ako je dimV < oo, onda je dim L(V) = (dim V)?.

3. L(V) ima i bogatiju strukturu: operatore iz L(V') mozemo komponirati. Definiramo

AoB=AB:V =V, (AB)(z)= A(B(x)).
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4. Komponiranje operatora je

1) asocijativno: A(BC) = (AB)C,

2) kvaziasocijativno: (A)B = AM(AB) = A(AB),

3) distributivno prema zbrajanju: A(B+ C) = AB + AC, (A+ B)C = AC + BC,
4) postoji neutralni element: 1A = Al = A, gdje je I(x) = z jedini¢ni operator,

pa kazemo da je L(V) asocijativna algebra s jedinicom. Naglasimo da komutativnost
kompozicije ne vrijedi.

5. GL(V)={A € L(V) : A je bijekcija} je skup svih regularnih operatora (izomorfizama) na V.

2 Linearni funkcionali. Dualni prostor.

Neka je V' vektorski prostor nad F. I I mozemo shvatiti kao vektorski prostor nad samim sobom,
dim[F = 1. Linearni operator f : V — F naziva se linearni funkcional.

Za linearne funkcionale vrijedi da je r(f) € {0,1} jer je Im f C F. Prema teoremu o rangu i defektu
je onda d(f) € {dimV,dim V' — 1}. Preciznije:

1) r(f) =0 akko je f = 0 nul-funkcional. Tada je d(f) = dim V.

2) r(f) =1 akko je f surjekcija. Tada je d(f) = dimV — 1.
CINJENICE 2.1. 1. V* := L(V,F) dualni prostor of V.

2. Ako je dimV < oo, onda je dimV* = dimV pa su V i V* izomorfni.

3. Konstrukcija izomorfizma izmedu V' i V*:

Neka je B = {ey,...,e,} baza za V. Tada je baza za V* dana funkcionalima {ej,..., e}, gdje su

1, j=k
eiler) =0 =< . L k=1,...n.
slen) = {0, j#E

Tu bazu oznacavamo s B* i zovemo dualna baza bazi B. Baza B* je jednoznac¢no odredena
bazom B i ovisi o njoj! Izomorfizam izmedu V i V* je sada dan s A : V — V* A(e;) = ef,
1=1,...,n.

4. AkojedimV < oo, onda je dim V** = dim V. Izomorfizam izmedu V i V** konstruiramo prirodno,
bez poziva na bazu: ¢ : V — V** &(z) =z, gdjeje 2 : V* = F, 2(f) = f(z).

NAPOMENA 2.2. Neka je V =R" F =R, i neka je {eq,...,e,} kanonska baza za R". Trazimo op¢i

oblik linearnog funkcionala na R™. Neka je f € (R")*. Tada je

f(l‘l, P ,SL’n) = f (Z inez') = szf(ez) = Z Aixi;

za neke Ay,..., A\, € R. Prema tome, linearni funkcionali na R™ su polinomi prvog stupnja u n
varijabli bez slobodnog ¢lana.
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3 Matri¢ni prikaz (zapis) linearnog operatora

Neka su V', W vektorski prostori nad F, dimV = n, dimW = m. Neka su (e) = {e1,...,en},
(f)={f1,---, fm} baze za V odnosno W.

(1) Svaki vektor v € V ima jedinstveni prikaz oblika v = Y | a;e; koji zapisujemo u jednostupcanoj
matrici

v(e) =

Ovaj zapis zovemo matri¢ni prikaz vektora v u bazi (e), i on ovisi o bazi.

Preslikavanje ¢ : V- — F", p(v) = v(e) je izomorfizam.

(2) Neka je A € L(V,WW). Operator A je potpuno odreden svojim djelovanjem na bazi. Vektori
Aey, ..., Ae, suu W pa ih mozemo prikazati u bazi (f) kao

Aej:Zaijfi, j:]_,,n
i=1

Tako dobivene koeficijente piSemo u matricu

a1 Q2 ... Qqp
21 Qoo ... (Oap

Alfe=1| " 7| € My (F).
Am1 Q2 ... Qmp

Ovaj zapis zovemo matri¢ni zapis operatora A u paru baza (e), (f). Po stupcima imamo
matri¢ne zapise vektora Ae;, j =1,...,n.

Preslikavanje W : L(V, W) — M,,,,(F), ¥(A) = A(f,e) je izomorfizam.

CINJENICE 3.1. 1. Neka su (e) = {e1,...,en}, (f) = {f1,-..,fm} baze za V, W, =z € V A €
L(V,W). Tada je
Az (f) = A(f, e)x(e). (1)

2. Nekasu (e), (f),(g) bazeza V., W, X inekasu A € L(V,W), B € L(W, X). Tadaje BA € L(V, X)

BA(g,e) = B(g, [)A(fe). (2)
4 Promjena baze

CINJENICE 4.1. Neka je A € L(V,W), () = {e1,...,en}, (¢/) = {€},..., €.} dvije baze za V, a
(fy=Af1, -, [}, (f) ={f1,-.., f],} dvije baze za W.

1. Operator A i matri¢ni prikaz operatora A(f,e) u bilo kojem paru baza (e), (f) imaju isti rang, tj.

r(A) = r(A(f,e)). (3)

Posebno je A regularan operator ako i samo ako je matrica A(e) regularna.
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2. Vrijedi
1ot / / n—1 /
A(f,e):Iw(f,f)A(f,e)Iv(e,Q):Iw(f,f) A(f76)]\/(676) (4)
Matricu Iy (e, €’) zovemo matrica prijelaza iz baze (¢) u bazu (¢).

NAPOMENA 4.2. Matricu prijelaza I(e, €') mozemo zapisati i kao S(e), gdje je S € L(V') operator
zadan na bazis Se; =¢€,, i=1,...,n.

3. Specijalno ako je V = W, imamo
A(e) =TIy (¢ e) A(e)Iy (e,¢) = Iy (e,€') " A(e) Iy (e, €). (5)

DEFINICIJA 4.3. Neka su A, B € M, (F). Kazemo da je matrica B sliéna matrici A ako postoji
regularna matrica S € GL(n,F) takva da je B = S™1AS.

Dakle, formula kaze da su matri¢ni prikazi operatora A € L(V) u razli¢itim bazama sli¢ne
matrice.

4. Vrijediidajezax eV

z(e)=1Iy (¢ e)x(e) = Iy (e,¢') " z(e). (6)
5. Ako su (e), (¢/) i (€”) tri baze za V, imamo sljedeé¢u vezu izmedu njih:
Iy (¢, ey =1y (¢,e,) Iy (e,e") = Iy (e,¢') " Iy (e, €"). (7)

5 Spektar

DEFINICIJA 5.1. Neka je A € M, (F). Polinom k4(\) = det(A — AI) naziva se svojstveni (karakteris-
ti¢ni) polinom matrice A.

DEFINICIJA 5.2. Neka je A € L(V), pri ¢emu je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor. Svoj-
stveni (karakteristi¢ni) polinom operatora A je polinom k4(A) = kae)(A), gdje je matricni prikaz
operatora A u bazi (e).

NAPOMENA 5.3. Gornja definicija ima smisla jer su za svake dvije baze (e) i (¢') vektorskog prostora
V matrice A(e) i A(e) sli¢ne.

DEFINICIJA 5.4. Neka je V KD.V.P i A € L(V). Trag linearnog operatora A je definiran sa

tr(A) = tr A(e), a determinanta linearnog operatora A sa det(A(e)), pri ¢emu je (e) proizvoljna
baza vektorskog prostora V.

NAPOMENA 5.5. Gornja definicija je dobra jer slicne matrice imaju isti trag i determinantu.
NAPOMENA 5.6. Svojstveni polinom matrice A € M, (F) je oblika

ka(\) = kA" 4k X"+ oo+ By A + ko, Ky €T,

Vrijedi
k= (—1)",
kn—l = (_1)n—1 tr A,
ko = det A.

DEFINICIJA 5.7. Neka je p(A) = apu A\ +apm 1 A™ 1+ - ~+ay A-ag proizvoljni polinom u jednoj varijabli
A s koeficijentima iz F i neka je A € M, (F). Tada pod matri¢nim polinomom podrazumijevamo

p(A) = amAm + amflAAm_l + -+ alA + CZ()[.
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NAPOMENA 5.8. Uoc¢imo da potencije kvadratne matrice medusobno komutiraju pa s matri¢nim
polinomima mozemo postupati kao s polinomima u varijabli koja je element polja F. Npr. vrijedi

A2 T=(A-1 i m_ T\ Ak,
( YA+T)i(A+1) Z<k>A
k=0
Naravno, ovo ne vrijedi za matri¢ne polinome u vise varijabli, npr.
A? - B?*#(A—- B)(A+ B).

Teorem 5.9. (Hamilton-Cayley) Svaka kvadratna matrica ponistava svoj svojstveni polinom, tj. vri-
jedi ka(A) = 0.

NAPOMENA 5.10. Kako je k4(0) = det A, to je A je regularna matrica ako i samo ako je k4(0) # 0.

NAPOMENA 5.11. Koristec¢i prethodnu napomenu i Hamilton-Cayleyev teorem, dobivamo jo§ jednu
metodu invertiranja regularnih matrica. Neka je A € M,,(IF) regularna matrica, k4 (\) = kA" +- - -+
k1A + ko njen karakteristi¢ni polinom. Prema Hamilton-Cayleyevom teoremu je k4(A) = 0, tj.

kpA" + ke A" b kg A+ ol =0

i kako je A regularna matrica, vrijedi kg # 0. Stoga je

kol = —k A" — kp AV — o — A
/{Zn knfl _ kl _
J=—2An 2 At .24 /A7
ko ko ko /
k ky— k
A—lz__nAn—l_ nlAn—2_'”__1]'
ko ko ko

Inverz od A smo prikazali kao matri¢ni polinom u A.

DEFINICIJA 5.12. Neka je V' vektorski prostor nad F, A € L(V). Za skalar A € F kazemo da je
svojstvena vrijednost operatora A ako postoji vektor x € V', x # 0, takav da je Az = Ax. Skup
svih svojstvenih vrijednosti operatora A naziva se spektar od A, oznaka je o(A). Vektor x se naziva
svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti \.

CINJENICE 5.13. 1. Svojstveni vektor nije jedinstven. Ako za svojstvenu vrijednost A definiramo
skup
Va(A) ={z eV : Az = Az},

tada je V4(X\) potprostor od V. Zovemo ga svojstveni potprostor. (Vrijedi da je V4(\) =
Ker(A — \I))

2. Vrijedi da je A regularan ako i samo ako 0 ¢ o(A).

3. Broj g(\) := dim V4(\) zovemo geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti A. Vrijedi da je
g(A) > 1, VA ea(A).

4. Neka je V  KDVP nad F. Skalar \g € F je svojstvena vrijednost od A ako i samo ako je ka(A\g) = 0.
5. Ako je dimV = n, onda A ima najviSe n svojstvenih vrijednosti.

6. Jako se razlikuju slucajevi Vg i V¢! Npr. u R? operator rotacije nema (realnih) svojstvenih
vrijednosti. Ako je dim Vg = 3, onda uvijek postoji barem jedna svojstvena vrijednost.



5 SPEKTAR 7

DEFINICIJA 5.14. Kratnost svojstvene vrijednosti A kao nultocke karakteristi¢nog polinoma naziva
se algebarska kratnost svojstvene vrijednosti i oznacava s a(\).

Teorem 5.15. Geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti je wvijek manga ili jednaka od njene
algebarske kratnosti, tj.

g(A) <a(N), VAeo(A).

NAPOMENA 5.16. Svojstvene vrijednosti mozemo definirati i za kvadratne matrice. Naime, matricu
A € M, (F) mozemo shvatiti kao linearni operator A : F" — ",

Alz) = Alxy, ..., 2p) = (Z 15T - - - Zanjl'j) :
j=1 Jj=1

Matrica tog operatora u paru kanonskih baza je upravo A.
CINJENICE 5.17.

1. Nekaje A e L(V),dimV < oo, 0(A) ={A1,..., \x} te neka je (e(i)) baza za svojstveni potprostor
Va(N\), i =1,..., k. Tada je unija svih skupova (e(i)), 1 =1,...,k, linearno nezavisan skup.

2. Posebno: razlicitim svojstvenim vrijednostima pripadaju linearno nezavisni svojstveni vektori.

3. Neka je V' kompleksan kona¢nodimenzionalan vektorski prostor, A € L(V), 0(A) = {A1,..., A}
Operator A se moZe dijagonalizirati (tj. postoji baza od V u kojoj je matriéni prokaz za A
dijagonalna matrica) ako i samo ako su za svaku svojstvenu vrijednost od A njene algebarske i
geometrijske kratnosti jednake.

4. Jednostavna posljedica: ako A € L(V), dimV = n, ima n razli¢itih svojstvenih vrijednosti, tada
se on moze dijagonalizirati.

5. Vrijedi napomenuti da se ne mogu svi operatori dijagonalizirati (¢ak ni na kompleksnim prosto-
rima). Najopcenitiji oblik je tzv. Jordanova forma (na Vg):

No1o0 0 0

Jo 0 ... 0 B 0 ... 0 0 N\ 1 0 0

0 Jo ... O 0 By ... 0 0 0 N 0 0
J=1. . . s = .|, Bi= .

0 0 ... J, 0 0 ... B 0 0 0 N1

0 0 0 0 A

Ovdje je J blok-dijagonalna matrica, svaki blok J; zove se Jordanova klijetka, pripada razlici-
toj svojstvenoj vrijednosti od A, i sam je blok-dijagonalna matrica koja se sastoji od osnovnih
Jordanovih blokova ili elementarnih Jordanovih klijetk: B;.

DEFINICIJA 5.18. Neka je A € L(V), M < V. Kazemo da je M invarijantan potprostor za A ako
je A(M)C M, tj. Av e M,Vz € M.
CINJENICE 5.19.

1. Svaki operator ima invarijantne potprostore {0} i V. Singularan operator A ima i prave invari-
jantne potprostore Im A # V', Ker A # {0}.
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2. Ako je M = [{ey,...,ex}] <V pravi invarijantni potprostor za A, {eq,..., ek, €xi1,--.,€,} baza
za V, tada je matri¢ni prikaz od A u toj bazi

A Ay
0 As
blok-gornjetrokutasta matrica, gdje je A; € M (IF).

3. Primijetimo da ako je uz oznake kao u prethodnoj tocki ks (A) = ka, (A)kas(N).

4. Svaki svojstveni potprostor je invarijantan za A. Obrat ne vrijedi.

6 Unitarni prostori

DEFINICIJA 6.1. Neka je U (kona¢nodimenzionalan) vektorski prostor nad poljem F € {R, C}. Neka
je (-,+) : U x U — T preslikavanje sa svojstvima:

(1) (a,a) >0

(2) (a,a) =0 ako i samo ako je a =0,
(3) (a+b,c) = (a,c) + (b,c),

(4) (aa,b) = afa,b),

(5) (a;b) = (b,a)

za sve a,b,c € U, a € F. Preslikavanje (-, ) zovemo skalarno mnozenje na prostoru U, a skalar
(a,b) skalarni produkt vektora a i b. Uredeni par (U, (-, -)) zovemo unitarni prostor nad poljem
F.

NAPOMENA 6.2. Dimenzija unitarnog prostora (U, (-, -)) po definiciji je dimenzija vektorskog prostora
U. Skalarni produkt se umjesto (a,b) pise i kao (a,b) = (a|b). Vrijedi:

(1) (a, Bb) = B{a,b),

(2") (a,b+c) = (a,b) + (a,c),

za sve a,b,c € U, B € F. Takoder vrijedi
(3") (a,0) =(0,a) =0, zasveacU.

NAPOMENA 6.3. Po uzoru na V3(0O) i u proizvoljnom unitarnom prostoru U moZemo definirati kut
vektora r iy, uz r,y # 0 sa
(z,y)

Vi o) /()

Na unitarnom prostoru U vrijedi nejednakost Cauchy -Schwarz-Bunjakovskog:

cos Z(z,y) =

Teorem 6.4. Neka je U unitarni prostor i a,b € U bilo koji njegovi vektori. Tada vrijedi:
[{a,0)|* < {a,a) - (b,b).

Znak jednakosti vrijedi ako © samo ako su vektori a i b linearno zavisni.
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NAPOMENA 6.5. Na nekim unitarnim prostorima C' — S — B nejednakost izgleda ovako:
(1) Na B o | S0, il < (S0 ail?) - (S Il vz s € Foi= 1, .

(2) Na C([a,b]) je ([2 F(t)g(t)dt)> < ([(f(£)%)dt)([} (g(t))?dt).
(3) Na M, (C) je | tr(AB*)[?> < tr(AA*) tr(BB*).

DEFINICIJA 6.6. Neka je V' vektorski prostor nad poljem F € {R,C} i ||| : V — R preslikavanje
sa svojstvima:

(1

) ||z]| > 0, za svako z € V,
(2) ||z|| = 0 ako i samo ako je z =0,
)

(3) ||azx|| = |a|||z]| za svako x € V,

4) llz+yll < ll=ll + [lyll, za svako z,y € V.

Tada kazemo da je ||-|| norma na V', a uredeni par (V, ||-||) zovemo normirani prostor.
NAPOMENA 6.7. (1) Neka je (U, (-,-)) neki unitarni prostor. Tada je sa

2]l = V(z,2),z €U

definirano preslikavanje ||-|| : U — R koje je norma na U pa je (U, ||-||) normirani prostor.
Prema tome, svaki unitarni prostor je ujedno i normirani prostor. No, obrat ne vrijedi. Klasa
unitarnih prostora je Sira od klase unitarnih prostora.

(2) U terminima norme inducirane skalarnim produktom na unitarnom prostoru U, nejednakost
C — S — B poprima oblik
[{a,b)| < llalll[bll.
za svaki izbor a,b € U. Jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori a i b linearno zavisni. Kut
izmedu vektora mozemo zapisati ovako:

(z,9)
[ [[[ly]l
Uoc¢imo da je gornja definicija dobra upravo zbog S — C' — B.

cos Z(z,y) =

DEFINICIJA 6.8. Neka je U unitarni prostor. Za vektor a € U kazemo da je jedini¢ni ili normiran
ako je ||a|| = 1.

NAPOMENA 6.9. Svaki vektor a € U, a # 0 moZzemo normirati, tj. pridruziti mu vektor ag = LH

la

Neka je U unitarni prostor i {ay,- - ,a,} proizvoljan skup vektora iz U. Taj skup ¢e biti linearno
zavisan ili nezavisan ovisno o tome je li relacija

A1a1+/\2a2+---+)\mam20
ispunjena za netrivijalne ili samo za trivijalne Ay, Ao, - -+ | A,,,. Pomnozimo ovu relaciju skalarno redom
Say,- -+ ,a,. Dobijemo:
)\(al,a1>+)\2<a2,a1) +~--—|—)\m<am,a1> 0
/\<CL1, CL2> —f- )\2<(l2, a2> —I— e —I— )\m(am, (lQ) = O

Mar, am) + Ao{ag, am) + -+ - + Ap{am, am) = 0.
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Dobili smo homogen sustav s m linearnih jednadzbi s m nepoznanica i to homogen. Matrica sustava
je:

(ar,a1)  (ag,a1) -+ (am,a1)
ay, Qg a9, a9 cee Ay A2
Clan, - ay = |\ (om0 o )
<CL1, am) <CL2, am) e <am7 am)
i to je Gramova matrica skupa vektora {a, - - - ,a,,}. Gornji sustav ¢e imati i netrivijalnih rjesenja,
tj. ai,- -+ ,a, ¢e biti linearno zavisni vektori ako i samo ako je determinanta sustava I'(ay, -+, a,,) =

det G(ay, -+ ,am) =0.

NAPOMENA 6.10. Geometrijska interpretacija Grammove determinante u ravnini je sljedeca:
[(a,b) = |al[b]* — |af*[b[*(cos £(a,b))* = |a]*[b]*(sin £(a,b))* = |a x b|* = P?,

pri ¢cemu je P povrsina paralelograma razapetog vektorima a i b.

7 Ortonormirani sustavi vektora

DEFINICIJA 7.1. Neka je U unitarni prostor i a,b € U. KaZzemo da je vektor a ortogonalan (oko-
mit) na vektor b i piSemo a L b ako je (a,b) = 0.

NAPOMENA 7.2. (1) Ako je vektor a okomit na vektor b, onda je i b okomit na a.

(2) Nul-vektor je okomit na sve vektore i to je jedini vektor s tim svojstvom.

DEFINICIJA 7.3. Neka je S = {ay, -, a,} skup vektora iz unitarnog prostora U sa svojstvom da je
a; #0zai=1,--- m. Kazemo da je skup S
1. ortogonalan sustav vektora ako je a; L a; zasve i,k € {1,--- ;m},i # k.
2. ortonormiran sustav vektora ako je S ortogonalan sustav vektora i vrijedi ||a;|| = 1 za sve
i=1,---,m.

Specijalno, ako je S ortonormiran skup i baza, kazemo da je S ortonormirana baza za U.

NAPOMENA 7.4. Svaki ortogonalni skup vektora {aj,---,a,} takvih da je a; # 0 za sve i €
{1,---,m} je linearno nezavisan. Zaista,
las]> 0 0 - 0
0 Jlaoff* 0 L0
L(ay, -, ap)=| 0 0 asll™ -0 =] flamll # 0.
0 0 0 - Jaml?
Nadalje, ako je dimenzija unitarnog prostora U jednakani{a,--- ,a,} ortogonalni sustav u prostoru

U pri ¢emu su svi a; # 0, onda je m < n.
Teorem 7.5. Pitagorin teorem. Neka je {ay,aq, - ,a,} ortogonalni sustav vektora uw U. Vrijedi:
lax + -+ + @l = llaall* + - + [lam])*

Teorem 7.6. (Gram - Schmidt) Neka je S = {a1,--- ,an} linearno nezavisan sustav vektora iz
unitarnog prostora U. Tada postoji sustav vektora T = {ey, -+ ,en} v U sa svojstvima:
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(1) T je ortonormirani sustav

(2) {ay,--- ,ap}t] = [{e1, - ,ex}] za sve k=1,--- m.

NAPOMENA 7.7. (1) Vektore {ey,--- ,en} definiramo induktivno s:
a k—1 b
M k
€1 = b =ar — (ar,ei)ei, ex = —r, =2 ,m.
ol 2 o]

i=1
(2) Svaki kona¢nodimenzionalni unitarni prostor ima ortonormiranu bazu.

(3) Svaki ortogonalni sustav u kona¢nodimenzionalnom unitarnom prostoru moze se nadopuniti do
ortogonalne baze tog prostora.

NAPOMENA 7.8. Opéenito, vektori {aq,---
ortogonalizacije ne moze provesti.

,am} su linearno zavisni ako i samo ako se postupak

NAPOMENA 7.9. Koeficijenti o; = (a, e;) iz prethodnog zadatka se zovu Fourierovi koeficijenti
koeficijenti a.

8 QR faktorizacija

Prisjetimo se LU faktorizacije kvadratne matrice A: A = LU, gdje je L donjetrokutasta, a U
gornjetrokutasta. Ideja je bila da je lakSe rjeSavati dva trokutasta sustava Uxr = y, Ly = b nego
Ax =0b.

Ovdje je ideja da A napiSsemo u obliku A = QR, gdje je () ortogonalna, a R gornjetrokutasta.
ALGORITAM. Neka je A = [S; Sy ... S|, pri ¢emu su {5,...,5,} stupci matrice A. Pomoc¢u
Gram—Schmidtovog postupka ortonormiramo stupce {Si, ..., S,} i dobijemo skup {E1, ..., E,.}, gdje
je r = r(A). Pritom smo izbacili one stupce S; koji se mogu zapisati kao linearna kombinacija svojih
prethodnika. Stavimo

(S1, Er)  (S2, Er)  (S3, En) (Sny E1)

0 <SQ7 E2> <Sg, E2> <Sn, EQ)

Q=[E,Ey ... E], R=| 0 0 (5 Es) (Sn, E3)
0 0 o (5m. B

9 Ortogonalni komplement

DEFINICIJA 9.1. Neka je U kona¢nodimenzionalan unitaran prostor i M, N neki njegovi podskupovi.
Kazemo da su skupovi M i N ortogonalni, i piSemo M 1 N, ako je (a,b) =0,zasvea € N, b€ N.

DEFINICIJA 9.2. Neka su L i M potprostori unitarnog prostora U. Suma potprostora L i M, L+ M,
je ortogonalna ako je L 1. M. Pisemo L & M.

DEFINICIJA 9.3. Neka je U unitaran prostor i ) # .S C U. Ortogonalni komplement skupa S je
skup
St={xecU:(x,y) =0, zasvakoy € S}.

CINJENICE 9.4.
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1. Sigurno je (0,x) =0, za sve x € S, pa je 0 € S*. Specijalno je S # ().
2. Ut = {0}.

3. {0}t =U.

4. St < U, zasvaki S CU.

5. S+ =[9]*.

6. dim St = dim U — dim[S)].

7. Neka je L bilo koji potprostor kona¢nodimenzionalnog unitarnog prostora U. Tada je U =
L 4 L*, tj. U se moze prikazati kao direktna suma potprostora L i njegovog ortogonalnog
komplementa.

8. Za razliku od direktnog komplementa, ortogonalni komplement je jedinstven.

9. Za svaki x € U postoje jedinstveni a € L i b € L* takvi da je # = a + b (jo§ vrijedi da je
(a,b)y =0).

10. Neka je M potprostor konacnodimenzionalnog unitarnog prostora U. Tada vrijedi (M L) =M

10 Najbolja aproksimacija

Neka je U kona¢nodimenzionalan unitaran prostor, M < U i x € U. Trebamo pronaci vektor a € M
takav da je
o —all <llz—yll, VyeM.

Broj minye s || — y|| zovemo udaljenost vektora x od potprostora M, a vektor a zovemo naj-
bolja aproksimacija vektora x vektorima iz M.

Rjesenje problema: vektor a mozemo dobiti kao a = Py x, gdje je Py ortogonalni projektor na
potprostor M, tj. mozemo pisati x = a +b, zaa € M, b€ M= i a je traZena najbolja aproksimacija
vektora x.

Kako pronaci a? Nademo ONB {ey, ..., ex} za M. Tada je

a= Z (x,e;)e;. (8)

=1

Naime, ako tu ONB prosirimo do ONB {ey, ..., eg, €xi1,- .., €5} za cijeli prostor U, onda x mozemo
zapisati kao
n k n
T = E (x,e;)e; = E (x,e;)e; + E (r,e;)e; = a+b.
i=1 i=1 i=k+1
vV - -~ -
eM ceML

Zbog jedinstvenosti prikaza x = a + b slijedi formula za a.
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11 Metoda najmanjih kvadrata

Dobiveno je n mjerenja i njima odgovara n toc¢aka (ay,by), ..., (an,b,) u ravnini. Ideja: pronaci
pravac koji ,najbolje aproksimira” ta mjerenja. Neka taj pravac ima jednadzbu y = kx + [.
Imamo sustav

ka1+l261

ka2+l:b2

ka, + 1 = by,

tj. sustav Ax = b, gdje je

a; 1 by
as 1 b
A 2 B x:[ k]’ b 2

: l
(079 1 bn

koji je najvjerojatnije nekonzistentan. No, mi svejedno Zelimo odrediti onaj zq = (ko, ly) koji ,najbolje
aproksimira" taj sustav, tj. onaj zo = (ko,ly) koji zadovoljava

| Ao — b]| < ||Az — b|| Va € My (R).

Uvedemo li oznaku M = {Az |z € My (R)}, vidimo da je M < M,;(R). Oznacimo s d(b, M)
udaljenost vektora b od potprostora M. Tada vrijedi

d(b, M) = ming,ep||b — y|| = mingen||y — b||.

Oznacimo s yg € M vektor za kojeg je d(b, M) = ||yo — b||. Tada je yo ortogonalna projekcija vektora
b na potprostor M. Posto je yo € M, postoji vektor xg = (ko, lo), takav da je Axg = yo. Tada za taj
xo = (ko, lo) vrijedi

||Azg — b|| < ||Az —b|| Vz € My (R),

odnosno vrijedi
n

> (aiko + 1o = 0:)* < (aik+1-1b)? k1R
i=1 i=1
Zato kazemo da je xq rjeSenje sustava Ax = b u smislu najmanjih kvadrata. Jasno, ako je xg rjeSenje
u smislu najmanjih kvadrata, onda je Axq zapravo ortogonalna projekcija vektora b na M.

Sad ¢emo dati jednu elegantnu metodu rjesavanja sustava Ax = b u smislu najmanjih kvadrata.

Propozicija 11.1. Neka je dan sustav Ax = b, gdje je

aq 1
(05} 1

A - . y b € Mnl (R),
a, 1

takav da je r(A) = 2. Tada vrijedi:
a) Sustav AT Az = ATb ima jedinstveno rjesenje.

b) Vektor zy je rjesenje sustava AT Ax = ATb ako i samo ako je xq rjeSenje sustava Ax = b u
smaslu nagmangth kvadrata.
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12 Operatori na unitarnim prostorima

Neka je U konacnodimenzionalan unitaran prostor. Primijetimo na pocetku da je za svaki a € U,
fo : U — F definiran s f,(x) = (z, a), linearni funkcional na U. Zapravo su to svi linearni funkcionali
na U.

Teorem 12.1 (Rieszov teorem o reprezentaciji funkcionala). Neka je U konacénodimenzionalan uni-
taran prostor i f linearan funkcional na U. Tada postoji jedinstven vektor a € U takav da je

flz) =(x,a), xe€Ul.

Teorem 12.2. Neka je U konacénodimenzionalan unitaran prostor i A € L(U). Postoji jedinstven
operator A* € L(U) takav da je

(Az,y) = (z, A™y), Vz,y € U.
KazZemo da je operator A* hermitski adjungiran operatoru A.

NAPOMENA 12.3. Matrica operatora A* u ONB (e) je hermitski adjungirana matrici A(e), tj.

DEFINICIJA 12.4. Operator A € L(U) je hermitski (antihermitski) ako je A* = A (A* = —A).

DEFINICIJA 12.5. Neka je U unitaran prostor. Za A € L(U) kazemo da je unitaran operator ako
vrijedi
(Az, Ay) = (z,y), Va,yel,

Sto je ekvivalentno AA* = A*A = 1.

NAPOMENA 12.6. Neka je U kona¢nodimenzionalni unitarni prostor i A € L(U). Sljedece tri tvrdnje
su ekvivalentne:

1. A je unitaran operator.
2. Postoji ONB (e) takva da je A(e) unitarna matrica.
3. Matrica A(e) je unitarna u svakoj ONB (e).

PRIMJER 12.7. Ako je B € M, (F) unitarna matrica i definiramo linearan operator Lp : M, (F) —
M, (F), Lgx :== B - x, onda je Lp unitaran operator.

13 Dijagonalizacija u ortonormiranoj bazi

DEFINICIJA 13.1. Neka je U unitaran prostor. Za operator A € L(U) kazemo da je normalan
operator ako vrijedi AA* = A*A.

PRIMJER 13.2. Primjeri normalnih operatora:
e Hermitski operatori: Ako je A* = A, tada je AA* = A2 = A*A.
e Antihermitski operatori: Ako je A* = —A, tada je AA* = —A? = A*A.

e Unitarni operatori: Ako je A unitaran operator, tada vrijedi AA* =1 = A*A.
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Teorem 13.3. Neka je U kompleksan unitaran prostor i A € L(U). Postoji ONB (e) takva da
operator A u njoj ima dijagonalan matricni prikaz A(e) ako i samo ako je A normalan operator.

DEFINICIJA 13.4. Za matricu A € M, (F) kazemo da je normalna matrica ako vrijedi AA* = A*A.

NAPOMENA 13.5. Neka je U kona¢nodimenzionalni kompleksni unitarni prostor i A € L(U). Sljedece
tri tvrdnje su ekvivalente:

1. A je normalan operator.
2. Postoji ONB (e) takva da je A(e) normalna matrica.
3. Matrica A(e) je normalna u svakoj ONB (e).

Teorem 13.6. Za matricu A € M, (C) postoji unitarna matrica U € M,(C) takva da je U*AU
dijagonalna matrica ako i samo ako je A mormalna matrica.

Propozicija 13.7. Ako je A € L(U) normalan operator na konacnodimenzionalnom kompleksnom
unitarnom prostoru U, te A\, € 0(A), X # p, tada za x € Vi(N), y € Va(u), vrigedi x L y.

Propozicija 13.8. A € L(U) je normalan < Vo € U ||Azx|| = ||A*z||.
Propozicija 13.9. Neka je A € L(U) normalan. Tada je x € Va(\) & x € Vi (N) .

14 Dijagonalizacija kvadratne forme

DEFINICIJA 14.1. Simetri¢na kvadratna forma je funkcija f : R” — R zadana sa

f(x) = (Az, ),

gdje je A simetri¢na realna matrica.
DEFINICIJA 14.2. KaZzemo da je kvadratna forma

e pozitivno definitna ako je (Az,z) > 0 za x # 0;
e pozitivno semidefinitna ako je (Ax,z) > 0 za x € R,
e negativno definitna ako je (Az,z) < 0 za z # 0;
e negativno semidefinitna ako je (Az,z) < 0za z € R™;

Za sve ostale forme kazemo da su indefinitne.
DEFINICIJA 14.3. Kvadratna forma je kanonska ako je odgovarajuca matrica dijagonalna.

Simetri¢nu matricu A moZemo zapisati u obliku A = QDQ?, pri ¢emu je @ ortogonalna, a D
dijagonalna matrica. Tada je

(Az,x) = <QDQTx,x> = <DQTx,QTx>.

Uvedemo li supstituciju QTx = y, dobivamo
(Az,z) = (Dy,y) = > _ N,
i=1

pri ¢emu je D = diag(A, -, A,). Prema tome, svaka se kvadratna forma moze svesti na kanonsku
supstitucijom y = Q7 z.
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Teorem 14.4. Kvadratna forma je
e pozitivno definitna ako i samo ako je A\; > 0 za sve i € {1,2,--- ,n};

e pozitivno semidefinitna ako i samo ako je \; > 0 za svei € {1,2,--- ., n};

negativno definitna ako i samo ako je \; < 0 za svei € {1,2,--- ,n};

e negativno semidefinitna ako i samo akoje A\; < 0 za svei € {1,2,--- ,n}.

indefinitna ako postoje A\; 1 \; takvi da je A; >0 ¢ A\; <O0.

ail a2

Brojeve Dy = |ay1|, Dy =
21  G22

-+, D, =det A zovemo glavne minore matrice A.

Teorem 14.5 (Sylvesterov kriterij). Kvadratna forma q je pozitivno definitna ako i samo ako je
D; >0 za svei =1,---,n, a negativno definitna ako i samo ako je D; < 0,Dy > 0, D3 < 0, Dy >
0---

15 Krivulje i plohe drugog reda
Polinom drugog stupnja je funkcija oblika

p(z) = (Az,z) + (b, ) + ¢,

gdje je A simetri¢na kvadratna matrica, b je stupac, a ¢ je realni broj.
Krivulja (ploha) drugog reda je skup

K ={r € R*R?) : p(z) = 0}.

Gledamo nedegenerirani slucaj, tj. slucaj kad je A # 0. Vrstu krivulje (plohe) odredujemo dijago-
nalizacijom kvadratne forme. Pri tom dijagonaliziramo pomocu ortogonalnih matrica kako bi i novi
sustav bio Kartezijev (imao okomite osi).



	Linearni operatori
	Linearni funkcionali. Dualni prostor.
	Matricni prikaz (zapis) linearnog operatora
	Promjena baze
	Spektar
	Unitarni prostori
	Ortonormirani sustavi vektora
	QR faktorizacija
	Ortogonalni komplement
	Najbolja aproksimacija
	Metoda najmanjih kvadrata
	Operatori na unitarnim prostorima
	Dijagonalizacija u ortonormiranoj bazi
	Dijagonalizacija kvadratne forme
	Krivulje i plohe drugog reda

