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Tema br. 9:

Problem Kaplanskog na matricama
Mateo Tomasevié, 27.5.2022.

Neka su A i B algebre (u cijelom predavanju podrazumijevamo da su nad poljem C). Za linearno preslikavanje
¢ : A — B kaZemo da je Jordanov homomorfizam ako ¢uva kvadrate, tj. zadovoljava ¢(a?) = ¢(a)? za sve a € A.
U slu¢aju A = B = M,,(C), moze se pokazati da za svaki Jordanov homomorfizam ¢ : M,,(C) — M, (C) postoji
matrica T' € M, (C)* takva da je

$(X)=TXT™', VX e M,(C)
ili

H(X)=TX'T™', VX e M,(C).
Za algebru A kazemo da je unitalna ako posjeduje jedinicu 14. Za element a € A kazemo da je invertibilan ako
postoji element b € A takav da ab = ba = 14. Skup svih invertibilnih elemenata u A oznac¢avamo s A*.

Za proizvoljno preslikavanje ¢ : A — B izmedu unitalnih algebri A i B kaZemo da je unitalno ako preslikava
jedinicu u jedinicu, tj. ¢(14) = 15.

Irving Kaplansky je 1970. u [4] formulirao sljede¢i problem:

Problem 1. Neka je ¢ : A — B linearno unitalno preslikavanje izmedu unitalnih algebri A i B koje ¢uva inverti-
bilnost, tj. zadovoljava ¢(A*) C B*. Je li ¢ nuzno Jordanov homomorfizam?

Ve¢ je Kaplansky uocio da je odgovor na ovo pitanje opéenito negativan pa je ustvari pitanje koje dodatne uvjete
moramo nametnuti na algebre A i B te na preslikavanje ¢ da bismo garantirali pozitivan odgovor. To pitanje i
mnoge njegove varijante jednim imenom zovemo problem Kaplanskog. U punoj opéenitosti je jo§ uvijek rije¢ o
otvorenom problemu.

Po analogiji s matricama, u unitalnoj algebri A definiramo spektar elementa a € A kao
ola)={AeC:Alg—a¢ A"}

Za linearno unitalno preslikavanje ¢ : A — B uvjet ¢uvanja invertibilnosti moZemo takoder iskazati u formi
¢(c(a)) C o(a) za sve a € A (kazemo da ¢ "smanjuje spektar"). Zaista, ako ¢ Cuva invertibilnost, tada za
svaki @ € A imamo

A€ a(p(a)) = Mp—¢(a) ¢ B = ¢(AMlga—a) ¢ B* = Ag—ad¢ A" = Aeo(a).
Obratno (tu nam ne treba unitalnost od ¢), ako ¢ smanjuje spektar, tada imamo
ac€A" = 0¢o(a) = 0¢ 0(¢(a)) = ¢(a) € B*.

Cilj ovog predavanja je dokazati da Problem 1 ima pozitivan odgovor u slu¢aju A = B = M, (C). Stoviée, dokazat
¢emo da su i linearna preslikavanja M, (C) — M, (C) koja smanjuju spektar (bez pretpostavke unitalnosti) nuzno
Jordanovi homomorfizmi.

Teorem 1. Neka je ¢ : M, (C) — M, (C) linearno preslikavanje koje ¢uva rang. Tada postoje A,B € M,(C)*
takve da je

$(X) = AXB, VYX € M,(C)
il

$(X) = AX'B, VX € M,(C).

Dokaz. 1. ¢(I) je matrica ranga n i stoga invertibilna matrica. Ako ¢ zamijenimo s preslikavanjem ¢(-)¢(I)~*
koje je takoder linearno i ¢uva rang, moZzemo bez smanjenja opéenitosti pretpostaviti da je ¢(I) = I.



2. Pokazimo da ¢ preslikava idempotente u idempotente.
Neka je A € M,,(C) proizvoljna matrica. Prema Zadatku 1 vrijedi ekvivalencija
A idempotentna <= r(I — A) = n —r(A).
Odavde slijedi da ¢ preslikava idempotente u idempotente. Zaista, ako je P idempotent, vrijedi r(I — P) =
n — r(P) pa imamo
r(I =¢(P)) =r(¢(I = P)) =r(I - P) =n—r(P) =n—r(¢(P))
odakle slijedi da je i ¢(P) idempotent.
Specijalno, ¢ preslikava idempotente ranga 1 u idempotente ranga 1.

3. Oznacimo s X 1 Y tvrdnju XY =Y X = 0. Uo¢imo da ¢ ¢uva ortogonalnost idempotenata. Zaista, sjetimo
se (Zadatak 2) da za idempotente P,Q € M, (C) vrijedi ekvivalencija

P 1l Q < P+ (@ idempotent.
Stoga ako je P L @, tada su ¢(P) i ¢(Q)) idempotenti za koje vrijedi
P + @ idempotent = ¢(P + Q) = ¢(P) + ¢(Q) idempotent = ¢(P) L ¢(Q).
Idempotenti E;;, 1 < i < n su medusobno ortogonalni pa isto vrijedi i za ¢(E;;). Oznacimo ¢(Ey;) = x;yf za

neke z;,y; € C" uz yfx; = 1 (Zadatak 3). Tada je {x1,...,2,} baza za C". Zaista, zasve 1 <i # j <mn
imamo

0= ¢(Ejj)p(Eii) = (zy;)(wiyi) = x5 (Wz:) yi = (yjz:)(x;9;)-
~——
€C
MnoZenjem ove relacije slijeva s y; 1 zdesna s z; daje

0 =y; (yjz:)(zjy; )z = (yjoa)yj (x597)zi = (Y5 2a) (Y 25) (yi w6) = yj o
——

ec
Sada pretpostavimo da su aq,. .., a, € C skalari takvi da 0 = ELI a;r;. Tada za svaki 1 < j < n specijalno
imamo
n n
0= Zaly;xl = Zaiéﬁ = Oéj
i=1 i=1
pa slijedi linearna nezavisnost skupa {z1,...,2z,}.

Definirajmo stoga regularan operator T' € M,,(C) na toj bazi kao Tx; = e;,1 < i < n. Tada imamo
Tgb(Eii)T_lek = Txiy;‘xk = 0 Tx; = bire;

paje To(E;)T~t = Ey;. Ako preslikavanje ¢ zamijenimo s T ()T~ koje opet ¢uva rang, tada bez smanjenja
opcéenitosti moZemo pretpostaviti da je ¢(E;;) = FEy za sve 1 < i < n, odnosno da je ¢ identiteta na
dijagonalnim matricama.

4. Za 1 < i < n definiramo S; kao skup svih matrica iz M,,(C) koje Zive samo u i-tom retku ili i-tom stupcu, tj.
Si={AeM,(C): Aj,=0V1<jk<n,j#i}U{Ade M, (C): Ajy, =0,V1 <j,k<n,k#i}.
Lako se vidi (Zadatak 4) da za matricu A € M, (C) vrijedi ekvivalencija
AeS;, < r(A+\Ey;) =1, zasve A € C.

Uodimo da odavde slijedi ¢(S;) C S; za svaki 1 <i < n. Zaista, ako je A € S;, tada imamo
r(¢(A) + AE;;) =r(¢(A+ AE;)) =r(A+ AE;) =1, VAeC
pajeig(A) €S;.

Zal<i#j<nimamo E;; € §;NS; pajei ¢(E;;) € S;NS;. Ako ¢(E;;) zivi u i-tom retku, tada zivi u
Jj-tom stupcu pa mora biti ¢(E;;) = a;; E;; za neki o;; € C* (ne moze biti a;; = 0 jer ¢ ¢uva rang). Ako pak
¢(FE;;) zivi u i-tom stupcu, tada zivi u j-tom retku pa mora biti ¢(E;;) = B;;E;; za neki 5;; € C*.



5. Sada tvrdimo da se ¢ jednako ponaSa na svim Fj;: ili ¢uva indekse ili okre¢e indekse. Prvo uo¢imo da ta
tvrdnja vrijedi u svakom pojedinom retku. Zaista, pretpostavimo da su 1, j, k razli¢iti indeksi takvi da je
(b(E”) = Oé”E” te (b(E’L]C) = BikEki. Tada imamo

&(Eij + Eir) = ¢(Eij) + ¢(Eir) = aijEij + Bin Eri
1 2
ranga ranga

Sto je kontradikcija jer ¢ ¢uva rang. Analogno se pokazuje da se ¢ jednako ponaSa na svim E;; koji Zive u
svakom pojedinom stupcu. Slijedi da je

qb(Ei-):ozijEij, Qj E(CX, 1 SZ,]S’R

ili
¢(Eij) = BijEji, Bij €C*, 1<4d,5<n.

Po potrebi moZemo ¢ zamijeniti preslikavanjem ¢(-)! koje opet ¢uva rang pa bez smanjenja opcéenitosti pret-
postavimo da smo u prvom sluc¢aju. Tada je

1 1 DR 1 all a12 DR aln

1 1 DR 1 a21 a22 .. azn

1 -1 An1  Qp2 - Qpp
ranga 1 ranga 1

te na dijagonali imamo a;; = 1 za sve 1 < ¢ < n. Za sve indekse 1, j, k stoga imamo

Qi Q5
— = - = Qij — Q40 = k.
Ak Qjj
Sada uocimo da je
. 1 1 .
dlag (, ceey T Eij dlag(ozn, ceey oqn) = OéijEi‘
Q11 A1p

pa po linearnosti slijedi da za svaki X € M, (C) vrijedi
#(X) = diag(a11, ..., a1,) X diag(aqy, ..., a1p)

¢ime je trazena tvrdnja dokazana.

O

Teorem 2 (Frobenius, [2]). Neka je ¢ : M, (C) — M, (C) linearno preslikavanje koje c¢uva determinantu. Tada
postoje A, B € M, (C)* sa svojstvom det(AB) =1 takve da je

#(X)=AXB, VX e M,(C)

il
#(X)=AX'B, VX € M,(C).
Dokaz. 1. Pokazimo prvo da je ¢ bijekcija. U suprotnom, zbog linearnosti ¢ nije ni injekcija pa postoji A €
M, (C), A # 0 takav da ¢(A) = 0. Specijalno, tada za rang vrijedi r = r(A) > 0 pa postoje regularne matrice
S, T € M,(C)* takve da je A = SD,T gdje je D, = I, ® 0,,_, kanonska matrica ranga r.

Oznac¢imo B = S(I — D,)T. Tada je A+ B = ST pa je

det B = det ¢(B) = det(@—i—qS(B)) = det (A + B) = det(A + B) = det(ST) # 0

§to je kontradikcija jer je » > 1. Dakle, ¢ je zaista bijekcija.



2. Pokazimo da ¢ ¢uva rang. Fiksirajmo 1 < r < n te neka je A € M, (C) proizvoljna matrica ranga r.

Oznagimo [ := r(¢(A)). Zbog A # 0 imamo i ¢(A) # 0 pa specijalno [ > 1. Odaberimo regularne matrice
S, T,U,V € M,(C)* takve da A = SD,T i ¢$(A) = UD,V. Zbog surjektivnosti postoji matrica B € M, (C)
takva da je ¢(B) = UV.

Tada vrijedi sljedeéa jednakost polinoma u varijabli x:

det(ST) det(S™'BT~! 4+ aD,) = det(B + xSD,T) = det(B + zA)

polinom stupnja < r

= det(¢(B) + x¢(A)) = det(UV +2zUD,;V) = det(UV) det(I + xDy)
=det(UV)(1 + )"
odakle slijedi I < r. Dakle, preslikavanje ¢ smanjuje rang, tj. za svaki X € M, (C) vrijedi r(¢(X)) < r(X).

Primjenog dobivenog rezultata na preslikavanje ¢~! koje je takoder linearno i ¢uva determinantu, slijedi da
¢ Cuva rang.

3. Sada Teorem 1 daje rezultat.
O

Teorem 3 (Marcus, Moyls, [5, Lemma 10]). Neka je ¢ : M,(C) — M,(C) linearno preslikavanje koje cuva
karakteristiéni polinom. Tada postoji A € M,(C)* takva da je

#(X)=AXA"' VX € M,(C)
ali
H(X)=AXTA", VX € M,(C).
Dokaz. Ocito ¢ ¢uva determinantu pa moZemo primijeniti Teorem 2. Preostaje pokazati da za dobivene matrice
A, B € M,(C)* vrijedi AB =1, tj. da ¢(I) = I.
Evidentno je o(¢(I)) = o(I) = {1} te ozna¢imo C := ¢(I)~!. Za svaku X € M, (C) i A € C imamo
Egx)y(A) = kx ()
= det(A\] — X)
= det p(N\ — X))
= det(Ap(I) — (X))
= det ¢(I) det(A — (1) "' p(X))
= det(A — Cp(X))
= kog(x)(N)-

Dakle, imamo
k(b(X) = k‘c¢(x), VX € Mn((C)

Bududi da je ¢ surjekcija, mozemo pisati
kx = kex, VX € M,(C).
Neka je sada C' = PU polarna dekompozicija, gdje su P > 0, U € U,,. Tada imamo
ky« = kcu+ = kp
odakle slijedi da je o(U*) C (0,4+00) NSt = {1} pa je U* = I i stoga C = P > 0. Iz &njenice o(C) = {1}, slijedi
C =1 istoga ¢(I) = I, ¢ime je teorem dokazan. O

Teorem 4. Neka je ¢ : M, (C) — M, (C) linearno preslikavanje koje cuva spektar. Tada postoji A € M, (C)* takva
da je

#(X)=AXA"!, VX e M,(C)
ili

H(X)=AX'A"Y, VX € M,(C).



Dokaz. Zbog linearnosti je ¢ neprekidno preslikavanje. Stoga, (Zadatak 5) ¢ ¢uva karakteristi¢ni polinom pa prema
Teoremu 3 dobivamo da je ¢ traZzenog oblika. O

Teorem 5 (Marcus, Purves, [6, Theorem 2.1]). Neka je ¢ : M,(C) — M, (C) linearno preslikavanje koje ¢uva
invertibilnost. Tada postoje A, B € M, (C)* takve da je

#(X)=AXB, VX € M,(C)

ili
#(X) = AX'B, VX € M,(C).

Dokaz. 1. ¢(I) je invertibilna matrica pa ¢ zamijenimo s preslikavanjem ¢(-)¢(I)~! koje je takoder linearno i
¢uva invertibilnost. Mozemo stoga bez smanjenja opéenitosti pretpostaviti da je ¢ unitalno preslikavanje.

2. Kao u uvodu zakljuéujemo da ¢ smanjuje spektar. Zaista, za svaku A € M,,(C) imamo

Aea(p(A) = M —¢(A) ¢ M,(C)* = oM —A) ¢ M,(C)* = M — A¢ M,(C)* = Xea(A).

3. Tvrdimo da je ¢ bijekcija. Zaista, u suprotnom ¢ nije injekcija pa postoji A € M,,(C), A # 0 takva da je
¢(A) = 0. Prema Zadatku 7 odaberimo matricu Z € M, (C) takvu da c(A + Z)No(Z) = 0.
Imamo
P(A+2Z) =d(A) +¢(Z) = 9(2)
pa je
o(¢(2)) =a(p(A+ 2))No(¢(Z)) Co(A+Z)Na(Z) =0
§to je kontradikcija. Dakle, ¢ je bijekcija.
4. Ako je X € M,(C) matrica takva da ¢(X) ima n razli¢itih svojstvenih vrijednosti, tada vrijedi ky(x) = kx.
Uoéimo stoga da preslikavanje ¢~ ¢uva karakteristiéni polinom na gustom skupu matrica s n razliditih
svojstvenih vrijednosti (usp. Zadatak 5). Dakle, neprekidne funkcije M, (C) — C<y[z] dane s X + ky-1(x) 1

X — kx se podudaraju na gustom skupu pa su i jednake. Zaklju¢ujemo da ¢! ¢uva karakteristiéni polinom
pa ga Cuva i ¢.

5. Sada primijenimo Teorem 3.

O

Teorem 6 (Dieudonné, [3]). Neka je ¢ : M, (C) — M, (C) linearno preslikavanje koje smanjuje spektar. Tada
postoji A € M, (C)* takva da je

H(X)=AXA"!, VX e M,(C)
ili

H(X)=AX'A"' VX € M,(C).

Dokaz. ¢ ¢uva invertibilnost pa prema Teoremu 5 moZemo pretpostaviti da je ¢(X) = AXB,VX € M, (C) za neke
A, B € M,,(C)* (u suprotnom prijedemo na ¢(-)!). Preostaje pokazati da je AB = I.

Rastavimo A na stupce, a B na retke:

B
A=[4 A, B=|:
Bt
Tada za sve 1 < i, 7 < n imamo
Ot
: B
#(Eij) = AE;B = [A1 -+ A,] et B=(Ae)B=1[0 - A; ---0]|: |=AB.
na j-tom mjestu BZ
Ot

na ¢-tom mjestu



Zasve 1 < i # j < n matrica ¢(E;;) = AFE;; B ima rang 1 te spektar sadrzan u {0}. Slijedi da je
0= (AE;;B)* = (AE;;B)(AE;;B) = (A;B})(A;B}) = A; (BiA;) B! = (B} A;)A;B}
C
€

paje B{A; = 0ili A;B} =0. U drugom slucaju je
pa B;Ai = 0 vrijedi u svakom slucaju.
Sada imamo ,
B
BA= |1 |[A - Au] =[BiAjh<ij<n = diag(BjAi)1<icn
Bt
odakle slijedi BIA; # 0 za sve 1 < i <n jer je BA regularna matrica.
Za svaki 1 < i <n matrica ¢(E;;) = AE; B ima rang 1 te spektar sadrzan u {0,1}.
(AE;iB)? = (AE; B)(AE;B) = (A:iB)(AiB;) = A; (B{A;) B = (BjA;) A; B}.

——
eC

Imamo A; B! # 0 jer u suprotnom bismo imali BfA; = Tr(A4;B!) = 0, §to smo vidjeli da nije istina. Slijedi da je
AF;; B idempotent ranga 1 pa je

A;B! = AE;B = (AE;B)? = (B!A;)A; B!
odakle slijedi BIA; = 1.

Dakle, imamo
BA = diag(Bl Ai)1<i<n = I

¢ime je dokaz zavrien. O

1 Zadaci

Za uspjesno rjesavanje zadace potrebno je rijeSiti barem 5 zadataka:
Zadatak 1. DokaZite da za proizvoljnu matricu A € M,,(C) vrijedi A2 = A ako i samo ako je 7(I — A) = n—r(A).
Zadatak 2. Neka su P,Q € M, (C) idempotenti. Dokazite da je i P 4+ @ idempotent ako i samo ako je P L Q.

Zadatak 3. Dokazite da je matrica A € M,,(C) ranga jedan ako i samo ako postoje nenul vektori z,y € C™ takvi
da je A = xy*. Stovise, dokazite da je A i idempotent ako i samo ako za neki (odnosno svaki) takav prikaz vrijedi
y'r=1.

Zadatak 4. Uz oznake iz Teorema 1, pokazite da za matricu A € M, (C) vrijedi

AeS; < r(A+\E;) =1, zasve A € C.

Zadatak 5. Pretpostavimo da je ¢ : M, (C) — M, (C) neprekidno preslikavanje koje ¢uva spektar. DokaZite da ¢
¢uva karakteristi¢ni polinom.

Uputa: ¢ oCito ¢uva karakteristi¢ni polinom na skupu svih matrica koje imaju n razli¢ith svojstvenih vrijednosti,
a takav skup je gust u M, (C). Sada primijetite da je preslikavanje k. : M,,(C) — C<,[z] koje matrici pridruzuje
njen karakteristi¢ni polinom neprekidno.

Zadatak 6. Pokazite da su za n > 2 dvije klase preslikavanja iz iskaza Teorema 1 disjunktne, tj. da za sljedece
podskupove od End(M,,(C)) vrijedi

{X— AXB:A BE€EM,(C)*}N{X  AX'B: A, B € M,(C)*} = 0.



Zadatak 7. Dokazite da za svaku nenul matricu A € M, (C) postoji matrica Z € M,,(C) takva da c(A+2Z)No(Z) =
0.

Zadatak 8. Neka je ¢ : M3(C) — M3(C) linearno preslikavanje zadano formulom

T11 T12 T13 T11 + T12 — T13 — T21 — T2z + X2z Ti2 — T22 T2 + T13 — T2 — T3
) To1 X2 T23 = |[T21 + T2 — T23 + T31 + T32 — X33 Ta2 + T3z T2 + Toz + T32 + T33
r31 T32 T33 —T11 — Z12 + Z13 —x12 —T12 — T13

Ispitajte ¢uva li ¢ rang, determinantu i spektar.
Zadatak 9. Pokazite da tvrdnja Teorema 5 opcéenito ne vrijedi za preslikavanja M, (R) — M, (R).

Zadatak 10. Pretpostavimo da za matrice A, B € M, (C) vrijedi AX = XB za sve X € M,(C). Dokazite da
postoji skalar « € C takav da A = B = al.

Zadatak 11. Neka je ¢ : M, (C) — M, (C) preslikavanje oblika ¢(X) = AX B za neke A, B € M,(C)*. Pretpos-
tavimo da ¢ preslikava hermitske matrice u hermitske matrice. DokazZite da je A = aB* za neki a € R*.

Zadatak 12. Neka je ¢ : M, (C) — M, (C) preslikavanje oblika ¢(X) = AXB za neke A, B € M,(C)*. Pretpos-
tavimo da ¢ ¢uva trag. Dokazite da je ¢ unitalno preslikavanje.

Zadatak 13. Neka je ¢ : M,,(C) — M, (C) preslikavanje oblika ¢(X) = AX B za neke A, B € M,,(C)*. Pretposta-
vimo da ¢ preslikava unitarne matrice u unitarne matrice. Dokazite da postoje unitarne matrice U,V € U, takve
da ¢(X) =UXV zasve X € M,(C).
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