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Uvod

Ovo predavanje vise je popularno-znanstveno nego korisno za natjecanja. Pokusaj je priblizavanja mojeg znans-
tvenog podrudja zainteresiranima na nizim godinama studija matematike, iako se veéina §to ée ovdje biti spo-
menuto radi na diplomskom studiju. Poé¢injemo s parcijalnim diferencijalnim jednadzbama, koje su u neku ruku
generalizacija obi¢nih diferencijalnih jednadzbi (jednadzbe u kojima se trazi funkcija koja zadovoljava uvjete
u kojima se pojavljuju njene parcijalne derivacije), a klju¢ne su za bilo kakvo modeliranje stvari iz prirode.
Jednadzbe mehanike (poput fluida ili elasti¢nost) su nezamislive bez njih. Nakon toga prelazimo na teoriju
elasti¢nosti (ne mislim ovdje na srednjoskolske opruge) te njene nizedimenzionalne modele.

Kao sto je najavljeno, materijal ée biti prilagodena najvise naprednim studentima druge godine, iako ¢e naravno
studentima trece biti lakSe pratiti, dok ¢u pokuSati da i studenti prve godine nemaju problema s gradivom.

1 Parcijalne diferencijalne jednadzbe

1.1 Motivacija

Neka je Q = [0, 1]?, te oznacimo s u(z,y) temperaturu u tocki (z,y) € Q. Pretpostavimo i da je po rubu domene
(oznaka: 0f2) neka to¢no zadana temperatura ug. Zanima nas distribucija unutar domene.

Na nekoj diskretnoj razini, moZemo razmisljati ovako: "Cestice" unutar kvadrata poredane su u kvadratnu
mrezu, u kojoj svaka osim rubnih imaju to¢no 4 susjeda (gore, dolje, lijevo i desno). Tada, kako bi se izravnao
utjecaj susjeda, u ravnotezi je temperatura u tocki (x1,z2) jednaka aritmetic¢koj sredini temperatura svojih
susjeda. Ako je h > 0 mali broj koji oznaava razmak izmedu dva susjeda, moZemo pisati ovako:

u(a,y) = 7 (ula + hyy) +ule = hoy) +ule,y + ) +ule,y - b))

4
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Dijele¢i s h? i pustajuéi h — 0 (kao da uzimamo sve vise i viSe Cestica u obzir, i da su one medusobne sve blize
i blize) dobivamo
—(Og,zu + Oy yu) = 0.

Operator koji funkciji f : R — R pridruZi 0y, o, f + ...+ 0Oz, 2, f zovemo Laplaceov operator, i ozna¢avamo
ga s A. Zato posljednju jednadzbu moZzemo pisati i kao

—Au=0.

Ova jednadzba zove se Laplaceova jednadZba. Minus s lijeve strane jasno mozemo i maknuti, ali ne¢emo.
Zajedno s rubnim uvjetom imamo rubnu zadaéu

{AUO u ,

U = Ug na 02,
koja ima jedinstveno rjeSenje. Odgovarajuc¢a jednadzba koja s desne strane ima neku fiksnu funkciju f, tj.

—Au=f



naziva se Poissonova jednadZba. Objasnjenje u naSem slu¢aju bi bilo da u svakoj tocki iz £ jo§ dodatno ili
hladimo ili grijemo temperaturom ulazuéi pozitivnu ili negativnu energiju f(z,y).

Poissonova i Laplaceova jednadzba jedne su od najjednostavnijih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.

1.2 Varijacijska formulacija

Neka je za daljnju analizu rubni uvjet ug jednak nuli (pretpostavljamo da je Q na rubu temperature nula, a
"zanimljivost" dolazi od ¢lana f). Dakle, imamo zadacéu

—Au = u ,
{ B d (1)
u=20 na 9f).

Primijetite da bi funkcija w bila rjeSenje ovog problema, nuzno mora biti dvaput derivabilna, a najcesce se jos
dodatno gleda i da je ta druga derivacija neprekidna.

Dakle, neka je u € C%(€). Uzmimo proizvoljnu funkciju v € C1(Q) koja je jednaka nuli na rubu 2, pomnoZimo
prvu jednadzbu iz rubne zadace i integrirajmo. Dobivamo

—/UAudxdyz/fvdxdy.
Q Q
Izvedimo parcijalnu integraciju s lijeve strane. Za studente koji su polozili INTRAF' ovo je zapravo vjezba

primjene Greenovog teorema, a za mlade ¢éemo objasniti jednostavnijim alatima. Kao prvo, integral po kvadratu
zapravo su dva jednostruka integrala po [0, 1]. Zato imamo

- /vAuda:dy =— (2, y)(Op,zu + Oy yu(x,y))dedy

Q
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gdje smo na kraju primijenili parcijalnu integraciju na svakom od dva integrala po jednoj od varijabli z i y,
uzimajuéi drugu kao parametar. Zadnja Cetiri rubna ¢lana iz parcijalne integracije su nula jer je v tako odabrana.
Zato se rubna zadaca transformira u jednadzbu

/Vu -V dxdy = /fv dzxdy. (2)
Q

Gornja jednadzba naziva se varijacijska formulacija diferencijalne jednadzbe. Rije¢ "varijacijska" dolazi iz
toga §to funkciju v € C1(Q2) (uz v = 0 na 9Q) mozemo varirati. Naime, sada smo vidjeli da ako je u rjeSenje
diferencijalne formulacije rubne zadace , da je tada i rjeSenje , tj. rjeSenje je problema:

Naéiu € C*(Q) (uz uw=0 na 9Q) takav da za svaki v € C*(Q) (uz v =0 na Q) vrijedi (2).

Prirodno je pitanje vrijedi li i obrat. Odgovor je potvrdan.

Teorem 1. Neka u € C%(Q) zadovoljava rubnu zadaéu w diferencijalnoj formulaciji . Tada zadovoljava i
rubnu zadaéu i u varijacijskoj formulaciji — to je jedinstveno rjesenje koje za svaku v € C*(2) uz v = 0 na O
zadovoljava .

Obratno, neka je u € C?(Y) funkcija koja zadovoljava rubnu zadaéu u varijacijskoj formulaciji . Tada je ona
rjesenje rubne zadace u diferencijalnoj formulaciji .



Za dokaz je kljucan sljedeéi rezultat.

Teorem 2 (Osnovna lema varijacijskog racuna). Neka je u € C(Q2). Ako za svaku funkciju v € C*(Q) uzv =0
na 00 vrijedi /uv =0, tada je u = 0.
Q

DZ 1. Rijesite sljedeée podzadatke:

a) Dokazite drugi smjer Teorema koristeéi osnovnu lemu varijacijskog racuna.

b) DokaZite laksu verziju osnovne leme varijacijskog racuna: ako za u € C([0,1]) vrijedi da za svaku v €
C([0,1]) uz v(0) = v(1) = 0 vrijed: /uvdx = 0, tada je nuzno u = 0. Uputa: Neka je u nekoj tocki u

pozitivna. Tada je i pozitivna i na maloj okolini. Nadite v koja ée to kazniti, jer ¢ée van te male okoline
biti nula, a uw okolini pozitivna.

¢) Generalizirajte gornji dokaz za v € C1([0,1]) (nadite primjer funkcija s koje su nula na [0,1]\ (a,b), dok
su na {(a,b) pozitivne).

d) Generalizirajte gornji dokaz za v € C*°([0,1]) (nadite jo§ gladi primjer takvih funkcija). Uputa: Sjetite se
primjera funkcije kojoj su sve derivacije u nuli jednake nuli, a da nije identicki jednaka nuli.

Nadalje ¢emo se viSe baviti varijacijskom formulacijom nego diferencijalnom formulacijom. Jedan od klju¢nih
razloga je, koliko god se zasada ¢inio banalnim, zato $to nam varijacijska formulacija trazi manju glatkoc¢u
rjefenja. Da bi funkcija zadovoljila varijacijsku formulaciju treba biti samo C*, ne treba imati drugu derivaciju.

Poopé¢imo predmet naseg promatranja u nekoliko smjerova. Kao prvo, cijelo vrijeme nam je domena jedini¢ni
kvadrat. Skup € moze biti bilo koji zatvoreni i ograni¢en (kompaktan) skup kojem se rub (barem po kona¢no
mnogo dijelova) moZe parametrizirati funkcijama klase C'. Kao drugo, mozemo traZiti da rubni uvjet nije
zadovoljen duZ cijelog ruba domene 92, nego samo na nekom njegovom dijelu pozitivne duljine. Pa, neka je
tako, i ozna¢imo taj dio ruba s T'p ("D" dolazi od oznake za Dirichletov rubni uvjet). Na djelu ruba na
kojem nema uvjeta I'y := 9Q \ I'p implicitno je zadan Neumannov uvjet: tzv. fluks temperature izmedu
ruba i okoline. U ovom slu¢aju on je nula, §to znaci da na tom dijelu sustav niti ne prima niti ne gubi toplinu.
Trecée, u integral mozemo ubaciti i neku kvadratnu matricu A reda 2, kojom mozemo regulirati da se u domeni
iz nekog razloga temperatura ne propagira na jednak nacin u svim smjerovima. Dapace, teoretski ta matrica
moze imati drugaciju vrijednost u svakoj tocki domene. Ako ne Zelimo komplicirati, "normalno ponasanje"
dobit ¢éemo ako za vrijednost te matrice uzmemo identitetu.

Generaliziramo do sljedeée rubne zadace: treba naéi u € V,
Vi={ueC'Q) : u=0nalp}

takav da za sve v € V vrijedi
/(AVU) - Vo dxdy = /fv dxdy.
Q
Primijetite da je skup u kojem trazimo rjeSenje u isti kao skup u kojem trazimo tzv. testne funkcije v, §to

daje neku dodatnu dozu simetrije.

Ovo je opcenita linearna elipti¢ka jednadZba drugog reda. Linearna je jer je njena odgovarajuéa dife-
rencijalna formulacija dana kao linearna kombinacija njenih parcijalnih derivacija (skalari mogu biti i poznate
funkcije po (x,y)); drugog je reda jer je njena odgovarajuéa diferencijalna formulacija drugog reda. Elipticka
je, ukratko, jer Laplaceov operator

A=0p,+0yy

podsjeca na jednadzbu kruznice (z2 +y? = 1). Postoje i paraboli¢ka jednadzba (0;u — 0, ,u = f) i hiperbolicka
(01,41 — Oy wu = f). Umjesto y u tim jednadzbama piSemo ¢ jer ta varijabla ima ulogu vremenske varijable, i te
jednadzbe se primjenjuju u problemima koji modeliraju promjenu mehanike u vremenu.

Postoje i jednadzbe prvog reda, one bi opéenito u dvije varijable bile
a(z,y)0zu + b(x,y)0yu = c(z,y).

DZ 2. Rijesite sljedeée podzadatke:



a) Promotrimo homogenu linearnu PDJ prvog reda s konstantnim koeficijentima: adyu—+bdyu =0 (uza # 0,
b#0). Ako je u € C*(R?) rjesenje te jednadzbe, dokazZite da postoji funkcija jedne varijable f € C*(R)
takva da je

u(z,y) = f(bx — ay).
Uputa: Izrazite u pomoéu nekih drugih varijabli, tako da je jednadzba zapravo derivacija u smjeru jedne
od tih varijabli.

b) Promotrimo nagjednostavniju hiperbolicku jednadzbu O u — O, yu = 0 na domeni (t,z) € R2. Ako je
u € C1(R?) rjesenje te jednadzbe, dokaZite da postoje funkcije jedne varijable f,g € C1(R) takve da je

u(t,z) = f(x —t) + g(z +1).

Pored linearnih PDJ postoje i nelinearne PDJ. Teorija za linearne PDJ je ve¢ dovoljno komplicirana sama za
sebe, dok (naZzalost) nelinearne ¢eS¢e bolje modeliraju pojave iz prirode. Ipak, linearne PDJ tada su korisne
jer linearizacijom nelinearnih jednadzbi moZemo dobiti neka svojstva, ili ¢ak i numericki rijeiti nelinearnu
(spajajuéi uzastopne aproksimacije linearizacija jednadzbi, sli¢no kao kako biste numericki integrirali "ruznu"
funkciju).

Nadalje promatramo samo elipticke jednadzbe drugog reda, te radi jednostavnosti, matrica A je simetri¢na i
konstanta na domeni ).

1.3 Numericki pristup

Prednost varijacijske formulacije je i u numerickom rjesavanju PDJ. Parcijalne diferencijalne jednadzbe opéenito
nemaju zatvorene formule, ili su one komplicirane (preko integralnih operatora). S druge strane, kako su jako
ragirene i primjenjive u inZenjerstvu, potreba za njihovom uc¢inkovitom numerickom aproksimacijom je jasna.

Objasnimo najraSireniju metodu: metoda kona¢nih elemenata (eng. finite element method). Radi jednos-
tavnosti, gledajmo slu¢aj u 1D: Q = [0, 1] (iako se tehni¢ki vise ne radi o PDJ, nego o ODJ). Tada i A postaje
skalar, koji ¢emo oznagiti s a.

Buduéi da varijacijsku zadaé¢u ne mozemo rijesiti na beskona¢nodimenzionalnim prostorima, aproksimiramo
dovoljno "gustim" konafnodimenzionalnim prostorom. Dakle, umjesto prostora V' imat ¢emo prostor V}, (h > 0
je oznaka za mali parametar — §to je manji, to je aproksimacija bolja). TraZit ¢emo w, € V}, takav da za sve
vy € Vp vrijedi

/(aVuh) -V, do = /fvh dz,
Q

Q
1 1
= a/uﬁlvgdx:/fvhd;v.
0 0
Neka je ¢1,...,¢n baza prostora V. Da bi gornja jednakost vrijedila za sve vy, € V3, po linearnosti je dovoljno

da vrijedi za sve vektore baze. Zato, ako je

N
up =Y Nig,
i—1

tada za svaki j = 1,..., N moZemo pisati
1 N ! 1
a/ (Z Aiqzﬁi) ¢ dw = /f¢j dz
o \i=l 0
N 1 1
= > A / Pipida | = / fo;da.
i=1 0 0
Primijetimo da su u gornjoj jednadzbi samo \;, ¢ = 1,--- , N, nepoznanice, sve je ostalo poznato.

1 1
Definirajmo kvadratnu matricu K € My, K; ; = a/qbéz,b;da:, te vektor b € RV, R; = /fcbjd:n. Primijetite
0 0

da K i b ovise o bazi vektorskog prostora i poznatim vrijednostima iz nase PDJ (a i f). Dapace, ako je a



konstanta, K se moze eksplicitno izra¢unati (kada je baza poznata). Inace, kao i vektor b, najéescée je potrebno
primijeniti neku numeric¢ku metodu za racun integrala. Matrica K naziva se matrica krutosti.

Na ovaj nacin mozemo pisati
Kx = b,

gdje su x = (A1, ..., An) kljuéne nepoznanice. Ako odredimo x, odredili smo i numeri¢ku aproksimaciju naseg
rjeSenja. Ako su odredeni uvjeti zadovoljeni (o kojima ¢emo pri¢ati u nastavku), ovaj N x N sustav kao i
pocetna zadaca ima jedinstveno rjeSenje, za svaki odabir baze za prostor V;, < V. Preostalo je odabrati bazu.

Mozda vam prvo na pamet padne baza polinoma {1,z,z2,...,2¥~1}. No, koliko god ti polinomi imaju dobra
analiticka svojstva (mnogo je rezultata oblika da se funkcije i/ili rjeSenja jednadzbi sve bolje aproksimiraju
polinomima kako stupanj polinoma raste), imaju neka losa numericka svojstva. Necemo ulaziti dublje u njihove
probleme, nego ¢emo pokazati jednu bazu koja je bolja.

Kod numerickog rjeSavanja ocekujemo da je N velik prirodan broj, §to znaci da se bavimo velikim sustavom.
Dapade, treba i pamtiti mnogo podataka (u najgorem slu¢aju N? elemenata matrice K). Zanimljivo je zapravo
da iako je rjeSavanje linearnog sustava velik zadatak, u racunalu traje usporedivo dugo kao i asembliranje matrice
K. Cilj je, zato, smanjiti broj elemenata u matrici K.

Gledajuéi kako izgledaju ¢lanovi matrice K primje¢ujemo da je jedan nacin kako smanjiti broj njenih netrivi-
jalnih elemenata tako da su elementi baze na §to veéem intervalu identicki jednaki nula. Promotrimo zato bazu
sastavljenu na ovakav na¢in: podijelimo interval [0, 1] uniformno na N —1 elemenata s N to¢aka (h = 1/(N —1),
z; = (i —1)h,i=1,...,N). Tada je ¢; neprekidna po dijelovima linearna funkcija (na svakom od intervala
subdivizije odredene na gornji nac¢in) takva da je ¢;(z;) = 6; ;.

Iz na¢ina konstrukcije baze, elementi su neprekidni te su identicki jednaki nula svugdje osim na intervalima
[€;—1,%i+1] (za rubne sami mozete vidjeti kakvo je pravilo). Isto vrijedi i za njihove derivacije (barem po
dijelovima — integriranje mozemo rastaviti na sumu integrala po intervalima subdivizije). Zato primje¢ujemo da
¢im je |i—j| > 2, vrijedi K; ; = 0. Umjesto N? elemenata matrice, u K nalazi se cca 3N netrivijalnih elemenata
matrice, §to spremanje i rjeSavanje sustava ¢ini mnogo brzim (iako postoje bolje metode za takve matrice od
Gaussovih eliminacija, slozit ¢ete se da je i tu metodu lakSe raditi kada je mnogo elemenata jednako nula).

N
Ta baza ima jos§ jednu prednost: u zapisu u;, = Z Ai¢; elementi \; upravo su vrijednosti funkcije u; u tockama
i=1
2; (u formulu uvrstite x; — na desnoj strani samo jedan sumand preZivi). Za takvu bazu vrijedi da je funkcija
up, zapravo neprekidna po dijelovima linearna funkcija koja u tockama x; poprima vrijednosti \;, upravo one
koje dobijemo kao rjeSenje sustava.

Ovakva baza oznacava se s Py, gdje 1 oznacava ¢injenicu da su bazne funkcije po dijelovima polinomi stupnja 1.
Naravno, ako Zelimo neka bolja svojstva (ili brzu konvergenciju kada h — 0), koristit ¢emo P, ili P3 elemente
(za polinomima jo§ viSeg stupnja u praksi nema vise toliko koristi).

Ako je jednadZba dana na dvodimenzionalnoj domeni, ideja je sli¢na, samo je "subdivizija" domene komplicira-
nija. Domena se particionira na disjunktne trokute, koji opéenito ne mogu svi biti jednakostrani¢ni (pogledajte
su Py elementi oni koji su jednaki 1 u nekom od vrhova tih trokuta, a nula na ostalima. Bazne funkcije, iako
u dvije varijable, opet su po dijelovima linearne. Struktura matrice krutosti malo je ruznija nego u linearnom
slucaju, ali i dalje je oCuvano svojstvo da je broj netrivijalnih elemenata u njoj O(N). "Subdiviziju" u 2D
slu¢aju zovemo mreZza (eng. mesh).

Postoji i rezultat (koji ne¢emo pisati precizno, jer je dosta detaljan) koji kaze da: kako se mreza proguscuje na
nacin da trokuti ne teZe u nedeformirane (recimo postoji najmanji i najve¢i kut koji sve te mreze mogu imati),
tada se i aproksimacija uy, za pravo rjeSenje u popravlja kako h — 0, tj. vrijedi

/(u — up)?drdy + / IVu — Vup||*dady — 0.
o) )

1.4 O normama i funkcijskim prostorima*

Ovo poglavlje je oznadeno zvjezdicom jer gradivo koje slijedi je zapravo najteZe (ukljucuje neke alate koji se uce
na diplomskom studiju), ali su nuZni za nastavak predavanja. Takoder, poku$ao sam minimalno uéi u detalje,
pod cijenu da ne budem precizan. Kako god, pripremimo se, dolazi tezak dio.



Do sada sam vas malo varao. To se vidi u zadnjem poglavlju: numericke aproksimacije zive u prostoru globalno
neprekidnih funkcija koje su po dijelovima neprekidne, a pomoéu njih zelimo aproksimirati C' funkcije, §to
i nema toliko smisla. Stvar je u tome Sto se analiza parcijalnih diferencijalnih jednadzbi zapravo ne radi na
neprekidnim i neprekidno diferencijabilnim funkcijama.

Krenimo s prvom definicijom: za p > 1 i za proizvoljnu funkciju f :  — R definiramo broj (ako postoji)
1/p

1 lory = / \fIPdzdy
Q

izovemo ga LP—normom funkcije f. Nadalje ¢emo promatrati samo slucaj p = 2. Dodatno, ako je f derivabilna,

definiramo (ako postoji)
1/2

1 sy = / P+ 0P + 0uf Pudy |
Q

i zovemo ga H'-normom funkcije f.

Potreba za normom je jasna: ako imamo vektorski prostor funkcija i ako na njemu zelimo usporedivati funkcije
(recimo, koliko je precizna numericka aproksimacija), vektorski prostor Zelimo snabdijeti normom. Nadalje,
ispostavlja se da bi bilo lijepo da taj vektorski prostor u kojem promatramo funkcije ima dodatno svojstvo koje
zovemo zatvorenost:

Za svaki konvergentan niz (fn)n>1 u vektorskom prostoru V' vrijedi da se limes nalazi u V.

No, za funkcije koje su C' i C* takvo §to ne vrijedi u navedenim normama (kazemo da f, — f u nekoj normi
ako || fn — f|l = 0 u toj normi kad n — +00).

DZ 3. Rijesite sljedeée podzadatke:

a) Nadite primjer niza C' funkcija (fn)n>1 na [0,1] i funkcije f koja nije neprekidna za koje vrijedi da
fn = f u L2—normi.

b) Nadite primjer niza C* funkcija (fn)n>1 na [—1,1] i neprekidne funkcije f koja ima derivaciju u svim
tockama osim u v = 0 za koje vrijedi da f, — f w H'-normi na intervalima [—1,0] i [0,1] (za f'(0)
uzmite derivaciju u samo odgovarajuéem smjeru).

Zato, umjesto prostora C'(Q2) i C(Q) promatraju se takozvani L?(2) i H(f2) prostori. Oni su dobiveni kao
zatvaraci C'(Q)—funkcija u odgovaraju¢im normama (za sve moguce konvergentne nizove C*(2)-funkcija pro-
motrili smo sve moguce limese i ubacili ih u prostore). Intuitivno, vrijedi

e U prostorima L?(2) nalaze se funkcije koje su neprekidne osim u prebrojivo mnogo tocaka.

e U tih prebrojivo mnogo to¢aka vrijednost L?(f2) nije bitna. Preciznije: dvije funkcije koje se razlikuju u
najvi§e prebrojivo mnogo tocaka poistovjeéujemo kao da su ista funkcija.

e U prostorima H!(Q) nalaze se funkcije koje su globalno neprekidne, te su C' osim u prebrojivo mnogo
tocaka.

e Ako je f € HY(Q), tada vrijedi f € L%(Q), te 0;f € L?(Q).

Tu je prva nepreciznost u ovom poglavlju: naveo sam samo neke funkcije koje se nalaze u nasim prostorima, ali
ne i sve. Primjerice, u dvije i vise dimenzija, H'-funkcije mogu biti i neke koje nisu niti neprekidne, ali ne¢emo
0 tome.

Obratimo paznju na drugu tocku. Zaista, ako pogledate ponovno definiciju za LP—normu. Uzmimo funkciju
koja je jednaka nuli osim u prebrojivo (ili lakSe, kona¢no) mnogo toc¢aka. Norma je tada jednaka nuli. S druge
strane, ako je neka funkcija norma, mora zadovoljavati svojstvo da je norma jednaka nuli ako i samo ako je
element jednak nul-vektoru. Ono §to se zapravo dogodi je da LP—funkcije zapravo nisu funkcije, nego klase
ekvivalencije u kojima poistovjec¢ujemo dvije funkcije kojima je norma razlike jednaka nuli.

Zato mozemo pri¢ati o derivaciji takvih funkcija. Naime, kako su H'-funkcije derivabilne svugdje osim u
prebrojivo mnogo tocaka, njihovu derivaciju evaluiramo u svim osim u tih nekoliko tocaka, a u onim tockama
u kojima derivacija ne postoji, vrijednost nije ni bitna — sve takve funkcije ionako poistovje¢ujemo kao jednu.



Nadalje, kako imamo mnogo toga zadano integralom, bilo ovdje normom, bilo varijacijsku formulaciju za PDJ,
te kako sada vidimo da integral ne moZe razaznati vrijednost (neneprekidne) funkcije u jednoj (ili dapace

prebrojivo) mnogo tocaka, nemamo problema s time §to primjerice derivacija nije definirana u nekim tockama.
1

Primjerice, u 1D, kada imamo u varijacijskoj formulaciji izraz oblika / uw'v'dz, taj izraz promatramo kao sumu

0
integrala po intervalima na kojima derivacije od u i v postoje. Tu vidimo jo§ veéu snagu varijacijske formulacije.

Umjesto 3to smo prvotno trazili C? funkcije kao rjeSenja elipticke PDJ, pa onda progirili na to da trazimo da je
rjesenje klase C', sada vidimo da mozemo traziti da je to rjesenje u prostoru H'.

Ovdje nismo gotovi s novim pojmovima. Osim zatvorenosti, htjeli bismo imati i svojstvo kompaktnosti:

Ako je niz funkcija (fn)n>1 ogranicen (u nekoj normi), tada postoji podniz tog niza koji konvergira u istoj toj
normi.

To je rezultat koji smo vidjeli da vrijedi u R i R™. No, ispostavlja se da ovaj jako koristan rezultat nikad ne
vrijedi u beskona¢nodimenzionalnim vektorskim prostorima. Postoji jedan drugi rezultat, za koji nam treba
novi pojam.

Definicija 1. Niz funkcija (fn)n>1 iz L*(Q) kaZemo da slabo konvergira ka nekoj f € L*(Q) ako za svaku
g € L*(Q) vrijedi

/fng dxdy — /fg dxdy.
Q Q
Oznaka: f, — f.

Konvergencija u gornjoj definiciji je konvergencija realnih brojeva, pa je sve dobro definirano. Obi¢nu konver-
genciju u normi ponekad ¢emo (kako bi razlikovali) imenovati jakom konvergencijom.

Osnovna svojstva:
e Jaka konvergencija povladi slabu, no obrat opéenito ne vrijedi. Primjer je niz funkcija f,,(z) = sin(nz) na
[—7, 7).
e Slabi limes, ako postoji, jedinstven je. Ako postoji i jaki limes, poklapa se sa slabim.
e Na kona¢nodimenzionalnim prostorima jaka i slaba konvergencija su ekvivalentne.
e Slabo konvergentan niz je ogranicen u normi.

DZ 4. Rijesite sljedeée podzadatke:

a) Pokazuje se da su funkcije koje su po dijelovima konstantne (i to konacno mnogo dijelova) guste u L>.
Odnosno, za proizvoljne f € L*([a,b]) i e > 0 postoji f- € L?*([a,b]) koja je po dijelovima konstantna takva
da je ||f — fellL2(ja)) < €. Zato, pokaZite da niz funkcija definiran s f,,(x) = sin(nz) ne konvergira jako,
ali vrijedi

/fngdac—>0

za svaku po dijelovima konstantnu g, pa je zato slabi limes tog niza funkcija nula.

b) Dokazite da su na konacnodimenzionalnim prostorima jaka i slaba konvergencija ekvivalentne.

Iskazimo i kljucan rezultat zbog kojeg smo uveli slabu konvergenciju.

Teorem 3 (verzija Banach — Alaogluovog teorema). Svaki niz ograni¢en u normi L?(Q) ima slabo konvergentan
podniz.

Postoje jo§ neki rezultati koji vrijede, ali nisu netrivijalni i trebaju se ponovno dokazivati u novim definicijama
prostora i konvergencija, ali ¢emo ih navoditi putem.



1.5 Lax — Milgramov teorem

Vratimo se na nasu elipti¢ku rubnu zadacu, sada u novom ruhu: naéi u € H'(Q), uz u = 0 na I'p, takav da za
sve v € HY(Q), uz u = 0 na I'p vrijedi

/(AVu) -V daxdy = /fv dxdy.
Q

RjeSavanje te zadace, kao §to smo rekli, u pravilu je netrivijalno i najceSée se tome pristupa numericki. Ono
Sto je lakse, kao i inace u teoriji PDJ, je odrediti ima li zadaca rjeSenje i je li ono jedinstveno. Za sve elipticke
zadace to se u pravilu radi na isti nacin.

Definicija 2. Neka je (V)| - ||) normirani vektorski funkcijski prostor (vektorski prostor funkcija snabdjeven
normom), te neka je a : V x V — R neka funkcija. KaZemo da je a

e bilinearna forma: ako je linearna po svakoj varijabli:
alauy + Bus,v) = aa(uy, v) + Ba(us,v) i alu, avy + Bvs) = aa(u,v1) + Ba(u, vs);

e simetriéna: ako je a(u,v) = a(v,u);
e koercitivna: ako postoji ¢ > 0 takav da

cllull* < a(u, w);

e ogranicena: ako postoji C > 0 takav da
a(u,v) < Cllull - [lo].
Teorem 4 (Lax—Milgram). Neka je a : V x V — R bilinearna, koercitivna i ogranicena forma na
Vi={uc H'(Q) : u=0naTp},

te neka je f € L*(Q). Tada zadaca a(u,v) = [, fv dady ima jedinstveno rjesenge.

Dodatno, ako je a i simetricna, tada funkcional

J(u) := %a(u,u) - /fudxdy
Q

poprima jedinstveni globalni minimum na V koji je ujedno i rjeSenje gornje zadace.

Funkcional J iz nastavka teorema ponekad se naziva energetski funkcional. Koristan ga je gledati u kontekstu
modeliranja pojava u prirodi: svaki sustav Zeli zauzeti stanje u kojem ima minimalnu energiju. Taj funkcional
sugerira i sljedece pravilo: linearna jednadzba implicira kvadratnu energiju.

Pogledajmo primjenu gornjeg teorema u nasem sluc¢aju. Uvjeti na naSu formu

a(u,v) = /(AVU) - Vv dzdy
Q

su trivijalni osim koercitivnosti. Bilinearnost je o€ita, imamo ¢ak i simetri¢nost, a za ograni¢enost (kako su sve
matrice ogranicene), imamo prema Cauchy—Shwarzovoj nejednakosti za integrale

a(u,v) = /(AVu) -V drdy < M/Vu Vo dxdy = M||Vul 2 - [|VV||L20) < MJul|gi ) - [0l a1 @)
Q Q

Za koercitivnost treba pretpostaviti nes§to dodatno za matricu A, $to se i inace pretpostavlja, odnosno prirodno
pojavlja u modeliranju. Nadalje je A simetri¢na i pozitivno definitna matrica reda 2. (Za one koji ne znaju,
matrica je pozitivno definitna ako za svaki nenul vektor v vrijedi Av -v > 0, ili ekvivalentno, sve svojstvene
vrijednosti od A, osim §to su realni brojevi jer je A simetri¢na, dodatno su i pozitivni.)



Sada imamo da ako je Ay, najmanja svojstvena vrijednost od A, onda

a(u,u) = /(AVu) -Vu dzdy > )\min/Vu -Vu drdy = Amin||Vul2s.
Q Q

Ako A nije konstantna matrica nego ovisi o x € €, tada treba dodatno pretpostaviti da je najmanja svojstvena
vrijednost svih tih matrica A(x) odozdo ograniena brojem strogo veé¢im od nule. Ovdje dokaz nije gotov,
htjeli bismo jo§ desnu stranu dobivene nejednakosti ograniciti odozdo s ||ul|%. U generalnom slu¢aju znamo da
norma derivacije ne moZe odozgo iskontrolirati normu funkcije (pogledajte slu¢aj netrivijalne konstante). No,
kako mi imamo i rubni uvjet (u = 0 na I'p), postoji rezultat koji nam ovdje pomaZze.

Teorem 5 (Poincaréova nejednakost). Postoji Cp > 0 takva da za sve f € HY(Q) takve da je f = 0 na T'p
(dio ruba pozitivne duljine) vrijedi nejednakost

I fllzr @) < CrIIV 2
Konstanta Cp ovisi o domeni 0 i rubu U'p, ali ne ovisi o funkciji f. Ta konstanta naziva se Poincaréova

konstanta.

Koristeéi gornji teorem, dovrSsavamo i vidimo da je a uistinu koercitivna:

A1
a(u,u) > CT)”“H%P(Q)'

Iz gornjeg raspisa, primijetimo da mozemo dobiti i jednu ogradu na normu rjeSenja zadace. Naime, ako je u
rjeSenje, tada iz dokazanog i Cauchy—Schwarzove nejednakosti za integrale vrijedi

A1

CTDHUH%F(Q) <a(u,u) = /fu dedy < || fllr2) - lullez) < I fllzz@) - lull @),
)

odakle nakon dijeljenja s ||u|| 1 (o) dobivamo da postoji konstanta M takva da je
[ull @) < M| fllz2o)-

Ovo ¢e biti od velike koristi kasnije.

DZ 5. Rijesite sljedeée podzadatke:

a) PokaZite Poincaréovu nejednakost na C' funkcijama na intervalu [0,1]: dokaZite da postoji C > 0 takva
da za sve funkcije koje zadovoljavaju f(0) = 0 imamo

1 1
/ P de<C / ) d.
0 0

b) PokaZite posebnu verziju Poincaréove nejednakost na C funkcijama na pravokutniku Q := [0,1] x [0, m]
(m > 0 realni parametar): dokaZite da postoji C(m) > 0 takva da za sve C' funkcije f koje su nula na
cijelom rubu pravokutnika imamo

/ P2 dady < C(m) / 00 + (0uf? dedy.

Q Q
Konstanta C(m) moZe ovisiti o parametry m.

¢) Kako se konstante iz gornjeg primjera ponasaju kada variramo m > 02 DokaZite primjerom da ne mo-
Zemo odabrati jednu uniformnu konstantu za gornje nejednakosti: nadite primjer niza m, u pozitivnim
realnim brojevima i funkcija f, na domenama Q,,, za koje omgjeri normi || f|z2(q,. )/ IV fllz2(q..,) teZe
u beskonacno.

DZ 6. Neka je A simetricna pozitivno definitna matrica reda N, te neka je n < N. Neka je b vektor iz RY.
Definirajmo x¢ kao rjeSenje sustava Ax = b.

a) Neka je x; vektor iz RN takav da je Ax, -y = b -y za sve vektore iz RN. Vrijedi li x| = xo? Vrijedi li
isti zakljucak ako je A regularna matrica koja nije nuzno pozitivno definitna?



b) Neka je V vektorski potprostor od RN dimenzije n. Pretpostavimo da je X € V takav da je Axy-y =b-y
za sve vektore iz V. Ako je xq € V, wvrijedi li nuzno da je xg = x2¢ Ako xo ¢ V, vrijedi li da je xo
ortogonalna projekcija vektora xo na potprostor V2

¢) Definirajmo funkciju F : R™ — R formulom
1
F(x) = §Ax-x—b~x.

Dokazi da funkcija F poprima minimum na RN, i da je jedina tocka minimuma upravo xo. Mora li
vrijediti isto ako je A samo regularna matrica?

2 Elasti¢nost

Sada prelazimo na drugi dio predavanja — primjena parcijalnih diferencijalnih jednadzbi mehanici, konkretno u
elasti¢nosti.

2.1 Uvod

Promotrimo elasti¢no (3D) tijelo. Neka je prvo zauzimalo dio prostora €2 (i bilo slobodno od svih sila koje bi
mogle utjecati na njegovu potencijalnu elasti¢nu energiju), a nakon primjene nekih sila zauzima dio prostora
®(Q). Preciznije, svaka tocka x := (x1, 2, x3) nakon primjena sila nalazi se na poziciji ®(x). Funkcija ® naziva
se deformacija. Dakle, kada je ® = id, tijelo nismo transformirali.

Primijetimo da se tijelo moze na razne nacine transformirati, no nec¢e sve netrivijalne transformacije izazvati
efekte elasti¢nosti. Primjerice, ako se tijelo translatiralo, neupitno je da je neSto izvana djelovalo na tijelo, ali
nije promijenilo njegovu potencijalnu elasti¢nu energiju. Isto vrijedi i kada tijelo rotiramo.

Pogledajmo dvije totke x i y, te kamo su se preslikale nakon primjene deformacije (®(x) i ®(y)). Duzina
odredena razlikom tih tocaka prije i poslije deformacija moZe se promijeniti (rotirati i translatirati) bez posljedica
za elasti¢nu energiju. No, ono Sto se ne moze dogoditi bez promjene elasti¢ne energije je:

e ta duzina ne moze se produljiti ili skratiti;

e ta duZina ne moZe promijeniti kut koji zatvara s nekom sebi blizu duzinom odredenom to¢kama x i y’.

Udaljenosti i kutove ¢uvaju skalarni produkti. Takoder, kako stvari gledamo lokalno, na prste zaklju¢ujemo da
za dva "mala" parametra hi, ho i jedini¢ne vektore vy, vo elasti¢na energija ovisi o razlikama vrijednosti oblika

(®(x+ h1vy) — ®(x)) - (P((x + hova) — B(x)) i ((x+ hi1vi) —x) - ((x 4+ hava) — x).

Zatim, primjecujemo da ¢e sve biti dovoljno gledati samo u tri kanonska smjera, te na prste, ne trebamo
razlikovati hy i hy. Nakon sredivanja, za i,j € {1,2,3} zanimaju nas razlike oblika

(®(x + he;) — ®(x)) - (B((x + he;j) — B(x)) — h’e; - e;.
Dijeleéi s h? i pustajuéi u nulu, dobivamo izraze oblika
61<I'(x) . (’9]<I>(x) — 51',]',

§to su elementi 3 x 3 matrice
Ve (x)'Ve(x) -1

Ova matrica naziva se tenzorom naprezanja. I dalje na prste: elasti¢na energija (bez ura¢unavanja sila) je
oblika

/W(V@(X)Tvq»(x) —1) dx,
Q
gdje je W neka kvadratna funkcija.

Ovime smo jako brzo i s jako malo preciznog objasnjenja dosli do jednadzbi nelinearne elasti¢nosti. RjeSenje
¢emo dobiti ako gornju energiju minimiziramo po ®, nakon 3to jo§ uracunamo i vanjske sile i neki rubni uvjet.
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Problem, kao Sto gore piSe, je §to su ovo jednadzbe nelinearne elasti¢nosti. Nije problem u tome §to je W
kvadratna funkcija, nego §to se u njenom argumentu nalaze umnosci prvih derivacija. Zelimo da se u argumentu
nalaze prve derivacije u obliku linearnih kombinacija s konstantama. Ono §to ¢emo napraviti je linearizirati
gornju PDJ, te dobiti jednadzbe linearizirane elasti¢nosti.

Prije nego nastavimo, napomenimo da iako u temelju mijenjamo jednadzbe (zanemarit ¢emo neke nelinearne
¢lanove koji nam smetaju), jednadzbe linearizirane elasti¢nosti imaju iznenadujuée dobro ponasanje i dovoljno
veliku primjenu. S jedne strane, rjeSenja linearizirane elasti¢nosti, koja je lakSe naéi jer je teorija linearnih PDJ
mnogo laksa, moZemo koristiti u formiranju rjeSenja za nelinearnu elasti¢nost (kao §to integral generalne funkcije
mozemo izracunati aproksimirati s integralom po dijelovima linearne funkcije). S druge strane, za male sile i
male deformacije, elementi matrice V® su maleni, pa su kvadrirani jo§ i manji, pa opravdavaju zanemarivanje.
Ono §to zelim reci je da za male sile i deformacije rjeSenja linearizirane elasti¢nosti dobro aproksimiraju rjeSenja
nelinearne elasti¢nosti (8to se moZze i precizno pokazati).

Napravimo linearizaciju. Ona se tradicionalno ne radi po funkciji ®, nego po funkciji U := ® — id. Ta funkcija
naziva se pomakom, i oznatava, kao §to kaze, koliko se tijelo pomaklo iz nedeformiranog polozaja. Ako je
U(x) = 0, tada se tijelo nije deformiralo. Zapisujuéi tenzor naprezanja u novoj varijabli, dobivamo da je jednak

(VUx) + DT (VU(x) +1) - 1= VU(x)"VU(x) + VU(x) + VU(x).

Prvi ¢lan je kvadratni, pa njega zanemarujemo. U ostatku se neée mnogo promijeniti ako lineariziranim
tenzorom naprezanja proglasimo ne§to §to je samo za multiplikativnu konstantu drugacije od onoga §to piSe
gore. Dakle, sada promatramo tenzor naprezanja

e(U) = % (VU(x) + VU)T) = sym (VU(x)),

gdje je sym(A) simetri¢ni dio kvadratne matrice A.

Sada je energija po ovom tenzoru naprezanja zaista kvadratna, i producirat ¢e linearnom eliptickom PDJ.
Opcenito znamo da ona izgleda ovako:

Q/Ce(U) ce(V) dx — /F-U dx,

Q

za svaku funkciju V : R? — R3, gdje je F volumna sila primijenjena na tijelo, te je C neki linearni tenzor:
linearni operator koji 3 x 3 matricama pridruzuje 3 x 3 matrice. (U proslom poglavlju nepoznanica nam je
bila funkcija u : R?> — R, kojoj je gradijent matrica 2 x 1, pa smo zato za opéu elipticku jednadzbu pisali
kvadratnu matricu A reda 2 jer je linearan operator koji matricama 2 x 1 pridruZuje matrice 2 x 1). Tocka
izmedu e(U) - e(V) oznacava Frobeniusov produkt matrica: A - B := tr(ATB) (o¢ita generalizacija skalarnog
produkta vektora).

U lineariziranoj elasti¢nosti u posebnom, ali najrasirenijem sluc¢aju kada elasti¢ni materijal homogen (u svakoj
tocki ima ista svojstva), objektivan (kada promatra¢ promijeni poziciju, svojstva ostanu ista) i anizotropan (u
svakom smjeru su svojstva jednaka), pricamo o tzv. St. Venant — Kirchhoffovom materijalu, te tada
vrijedi da tenzor C na proizvoljnoj matrici E djeluje na sljede¢i nacin:

CE = M tr(E)I + 2uE,
odnosno, za proizvoljne matrice E i F vrijedi
CE-F = \tr(E)tr(F) + 2uE - F.
Konstante A i p su tzv. Laméove konstante i ovise o materijalu koji promatramo.

Sada smo definirali sve potrebno — gledaju¢i U i V na prostoru H!(2;R?), uz odredeni rubni uvjet (recimo kao
ina¢e U = 0 na dijelu ruba domene I'p, $to oznacava da je tamo tijelo fiksirano).

I za ovu zadacéu dokazujemo egzistenciju i jedinstvenost rjeSenja pomocéu Lax-Milgramovog teorema. No, treba
nam jos neki rezultat nalik na Poincaréovu nejednakost.

Teorem 6 (Kornova nejednakost). Postoji Cx > 0 takva da za sve F € H'(Q,R3) takve da je F = 0 na T'p
(dio ruba pozitivne duljine) vrijedi nejednakost

IF |z (oirs) < Cklle(F)|lz2)-
Konstanta Cg ovisi o domeni Q i rubu I'p, ali ne ovisi o funkciji F. Ta konstanta naziva se Kornova

konstanta.
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Dokazimo da su uvjeti Lax—Milgramovog teorema zadovoljeni u najlaksem slucaju (kad su oba A, u > 0).

DZ 7. Rijesite sljedeée podzadatke:

a) Dokazite da za simetricnu E i antisimetricnu F matricu reda 38 vrijedi CE-F = 0. To opravdava $to smo
u eliptiénu zadadu kao test funkciju stavili e(V) umgesto V, jer je to upravo simetriéni dio od gradijenta
V (antisimetriéni dio bi iséeznuo).

b) DokaZite da u slucaju \, u > 0 vrijedi nejednakost CA - A > 0 za sve simetricne matrice A reda 3 razlicite
od nul-matrice. Zakljucite da zato postoji o > 0 takav da vrijedi CA - A < o A||.

¢) Pronadite matricnu reprezentaciju operatora C na simetriénim matricama. Konkretno, koristeéi izomor-
fizam koji vektoru w € RS pridruzuje 6 matricnih elemenata simetricne matrice W reda 8 na dijagonali
i iznad nje, nadite matricu C reda 6 za koju vrijedi Cw = CW. Odredite svojstvene vrijednosti matrice
C wu ovisnosti o X\ i u. Zakljucite za koje vrijednosti tih konstanti je bilinearna forma koercitivna, pa
zadovoljava Laz—Milgramov teorem.

Najtezi dio je provjera koercitivnosti. No, imamo

(0%
S0y < (V2o < [ Ce(U) - (V) dx.
Q

gdje prva nejednakost slijedi iz Kornove nejednakosti, a druga iz koercitivnosti tenzora C (s koeficijentom
koercitivnosti «) primijenjene u svakoj tocki iz (2.

DZ 8. DokaZzite verziju Kornove nejednakosti na glatkim funkcijama: postoji konstanta Cx > 0 tekva da za
proizvoljnu u € C°°([0,1)%;R?) koja je jednaka nuli na rubu kvadrata vrijedi

9 Aour \
(51U1)2 + (32U2)2 + 2 <1UQ';‘2UJ> d:L‘dy

[0,1]2
2, 2 2 2 2 2
2 Ck / uy +us + (rur)” + (Gruz)” + (G2ur)” + (O2uz)” dady.

[0,1]?

Uputa: Iskoristite 1 Poincaréovu nejednakost. Parcijalna integracija kod jedinog problematicnog ¢lana (iskoristite
glatkoéu od wu.)

Napomena 1. U nelinearnoj elasticnosti kada je tenzor naprezanja V®(x)TV®(x) — I jednak nuli moZe se
pokazati da tada postoji konstantni vektor b i konstantna rotacija Q (unitarna matrica s determinantom 1)
takvi da je ®(x) = Qx+b (da je postoji rotacija nije tesko vidjeti, teZi dio je dokazati da je nuzino konstantna).
U lineariziranoj elasticnosti moze se pokazati slican rezultat: ako je e(U) = 0, tada postoji konstantni vektor
b i konstantna antisimetricna matrica A takvi da je U(x) = Ax + b. Ti deformacije i pomaci se zovu kruti
pomact, i to su deformacije za koju je elasticna energija jednaka nuli.

Objasnimo vezu izmedu linearizirane i nelinearne elasticnosti na ovom primgjeru. Postoji rezultat iz vektorskih
prostora: za svaku rotaciju Q postoji antisimetricna matrica A takva da je Q = e®. FEksponencijalna funkcija
matrice moZe se definirati preko Taylorovog reda:

eA:I+A+1A2+...+lA"+... )
2 n!
(ovaj red apsolutno konvergira za sve matrice A, Sto nije tesko za dokazati) te i za nju vrijedi teorem o preslika-
vanju spektra (ako je \ svojstvena vrijednost za A, tada je e svojstvena za e®; primijetite zasto je to u skladu
sa znanjem odakle dolaze svojstvene vrijednosti za antisimetricne i unitarne matrice). Tada, kako je V® = Q
za krute pomake, tada Zelimo da je

1
VU:V(<I>—id):Q_1:(1+A+§A2+...)_L

no nakon linearizacije (sve ¢lanove pocevsi od A? zanemarujemo), dobivamo Zeljeno: VU = A.

DZ 9. Rijesite sljedeée podzadatke:
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a) DokazZite da ako je u: R? — R? klase C™ takva da je

Or1u1 % (Or1uz + O2uq)

e(u) = %(81“2 + 82'“1) 62’11,2 = Oa

da tada postoji (konstantna) antisimetriéna matrica A reda dva i vektor b reda dva takvi da je u = Ax+b.
Deriviragte i dokazZite prvo da su uy i us najvise polinomi u obje varijable. Poslije je lagano.

b) Dokazite da ako je ® : R? — R? klase C™ takva da je V®TV® =1, odnosno
0;®-0;® =05, i, =1,2

da tada postoji (konstantna) unitarna matrica Q reda dva i vektor b reda dva takvi da je ® = Qx + b.
Uputa: Derivirajte uvjete, trazite tri medusobno okomita vektora u dvodimenzionalnom prostoru.

2.2 NiZedimenzionalni modeli elasti¢nosti

U prirodi, iako su sva tijela trodimenzionalna, neka tijela su drasti¢no tanja od ostalih. Postoje tijela koja su
tanja u jednoj dimenziji od druge dvije (zidovi, stijenke Zila), te postoje tijela koja su u dvije dimenzije mnogo
manja nego u trecoj (bilo kakvi Stapovi). Zato postoji i podjela. Prva tijela zvat ¢emo ploce ili ljuske (ovisno
o tome je li im geometrija ravna, preciznije, leZi li ploha koja prolazi sredinom tih tijela u ravnini ili ne), a drugi
tip tijela zvat ¢emo Stapovi.

Tako i za takva tijela, kao i za sva ostala "debela" tijela vrijede iste jednadzbe, Cesto se njih promatra odvojeno
i istrazuju neki prilagodeniji modeli. Dva su razloga, analiticki i numericki.

Pogledajmo za primjer neku ploc¢u (ili ljusku). Nage jednadzbe izvedene u proslom poglavlju promatraju is-
tezanje ili stiskanje materijala u sve tri dimenzije. Ako je tijelo tanko u jednoj dimenziji, u toj dimenziji je
nezanimljivo promatrati promjenu debljine u toj dimenzije. Onoga tko modelira taj materijal s kvalitativne
i kvantitativne strane viSe zanima §to se dogada s tijelom u druge dvije dimenzije. Takoder, za takvo tijelo
pojavljuje se jos jedan efekt koji se ne moze toliko jednostavno objasniti tenzorom naprezanja, a to je savijanje
u tom okomitom smjeru.

Pretpostavimo da je plo¢a "Siroka i dugacka" u smjerovima e; i ep, a tanka u smjeru ez. Opécenito, i u
jednadzbama nizedimenzionalnih modela §to ¢emo uskoro vidjeti, prirodno se pojavljuju dva tipa elasti¢nih
efekata i energije:

1. membranski efekt: istezanje ili skupljanje u smjerovima e; i es;

2. fleksijski efekt: savijanje ploce, recimo silom u smjeru es.

Osim 3to se pojavljuju takva dva efekta (koja se inace ne mogu vidjeti 3D jednadzbama), ta dva efekta pojavljuju
se i s drugacijim redovima veli¢ine. Naime, pokazuje se da ako je omjer debljine i duljine ploce reda h, da je
za podjednake pomake potrebno u smjeru e; i ey djelovati h~2 jacom silom nego u smjeru ez. No, to i nije
toliko iznenadujucée u prirodi. Uzmimo dva primjera - neku elasti¢nu traku za vjezbanje (ili kapu za olimpijske
plivace) i dasku za skokove u vodu. Oba objekta su tanka u jednoj dimenziji. Nadalje, elasti¢nu traku mozemo
relativno lagano istegnuti, iako za to moramo uloziti malo energije, no nevjerojatno lako ju mozemo saviti u
smjeru okomitu na nju. S druge strane, dasku za skokove u vodu mozemo saviti kada stanemo na njezin jedan
kraj, ali mislim da je nitko od nas ne moZe rastegnuti.

Dakle, s analiticke strane prilikom promatranja objekata za koje znamo da su tanki, Zelimo imati alate kojima
mozemo usporedivati i mjeriti takve efekte. Drugi razlog zasto zelimo drugaciji pristup je numerika. Kao §to
sam pokusao objasniti u jednom od poglavlja, numericko rjesavanje PDJ je precizno ako su trokuti (ili u slu¢aju
tanka u jednoj dimenziji, tada ili ne¢emo imati da je taj uvjet zadovoljen, ili ¢emo trebati jako gustu mrezu
kako bismo numericki rijegili tu jednadzbu.

Zato se u tim slu¢ajevima ne promatra 3D jednadzba veé¢ se nalazi PDJ zadana na 2D domeni (ili 1D u slu¢aju
Stapova) koja dobro opisuje ponaSanje cijelog tijela u 3D domeni, te se debljina originalnog tijela koje opisuje
u jednadZbama pojavljuje samo kao parametar. Te 2D jednadZbe nisu samo pojednostavljenje 3D jednadzbi
(zaZmirimo na koeficijente koji nam smetaju), nego su takve da zadovoljavaju da kada parametar debljine ide k
nuli, da se i rjeSenja nizedimenzionalnih modela priblizavaju rjeSenjima originalnih (ali za ovu priliku nespretnih)
3D jednadzbi.

Jedan nacin kako se takvi modeli izvode pokazat ¢emo u sljedeéem poglavlju.
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2.3 Asimptotska analiza 2D elasti¢nosti

Kako bismo prezentirali dio spomenutog u pro§lom poglavlju, na¢i ¢emo limes rjeSenja zadaca opisanih u nas-
tavku.

Neka je Q. = [0,1] x [-1, 1]. Definiramo prostore funkcija V. := {u € H'(9.) : u(0,72) = 0}, i rubne zadace:

202
nadi u(e) € V; takav da za svaki v € V; vrijedi

/Ce(u(s)) ce(v) dx = /flvl + efovg dx.
Qc

Primijetite da su jednadzbe veé¢ sada 2D. Stvar je samo prezentacijske prirode — ina¢e se ova analiza koju ¢u
sada prikazati radi uiz 3D jednadzbi, te se jedan ili dva smjera u domeni pustaju k nuli. Ove 2D jednadzbe koje
su gore prikazane zapravo ne znace nista, nego su samo primjer necega $to nam je lakSe modelirati nego kada
smo u 3D. Takoder, primijetite da smo uzeli u obzir da silu treba oslabiti kada djelujemo u smjeru u kojoj je
domena tanka.

Zanima nas §to se dogada s rjeSenjima kada ¢ — 0. Prvi problem je §to se domene medusobno razlikuju — kako
usporediti funkcije na razliitim domenama? RjeSenje: reskaliranje Q := Qq, (u§,u§) := (u1(e),cuz(e)). Sada
umjesto funkcija u(e) promatramo funkcije u®. Nakon dijeljenja s €, dobivamo nove rubne zadacée: naéi u® € V|
V =V, takav da za svaki v € V vrijedi

/Ce8 )dx_/f-vdx,

Q
gdje umjesto e(v) nakon zamjena varijabli i reskaliranja imamo e.(v):
|01 % (O1v2 + O2v1) |0 % (51’02 + Dav1)
ofo) = [P 2O B] o= | Py
(tockica ispod dijagonale je lijenost zapisa jer znamo §to pise ispod dijagonale u simetri¢noj matrici).

Sve zadace su dobro definirane, i daju jedinstveni u.. Zanima nas kamo ti u. teze kad € — 0, tj. koju zadacu
njihov limes zadovoljava. Iako smo se prebacili na €27, ofekujemo ponaSanje koje ne ovisi o varijabli 5. Zato
nadalje konvencija: w oznacava funkciju definiranu na , w oznacava funkciju na [0, 1] x {0}.

Gore opisani problem opéenito se radi u ¢etiri korakas:

1. Apriorne ocjene: dokazujemo da su sva rjeSenja u® uniformno ograni¢ena, te jo§ trazimo §to iz toga
zadovoljavaju;

2. Uzimanje slabo konvergentnog podniza, i puStanje limesa u jednadzbi za odredene test funkcije;
3. Pronalazak limes-problema, i dokaz jedinstvenosti njegovog rjesenja;

4. Dokaz jake konvergencije.

Necéu mnogo govoriti §to znaci svaki korak opéenito, nego na naSem primjeru.

Prema Banach-Alaogluovom teoremu, znamo da ogranic¢en niz ima slabo konvergentan podniz. Stoga dokaZimo
da je familija (u.)c>( ogranicena, sli¢no kao §to smo nakon Lax—Milgramovog teorema nasli ocjenu na rjesenje.
Koristimo Kornovu nejednakost te ¢ < 1 (5to je ok jer nas zanima € — 0):

[0 [7 () < Clle(u)lI72(q) < Clle=(u)|Z20) < C/Ces )-ec(u dx—C/fu dx < O|f]| 2o [0l o)

(konstanta C' je genericka konstanta, koja ne ovisi o €). Prvo gledajuéi prvi i zadnji ¢lan zaklju¢ujemo da je
|u®|| i1 (@) uniformno ograni¢eno po € < 1. Kao drugo, svi elementi u nizu nejednakosti su uniformno ograniceni
po e < 1. Zato, po teoremu zaklju¢ujemo da imamo konvergentne podnizove. Konvencija je da ih ne ozna¢avamo
posebno (recimo s (ug, )k>1), iako u pozadini znamo da su to samo podnizovi.

Dakle, imamo slabe konvergencije u L?(Q):

u® —a,

ou® — 9, i=1,2,

81U£i: (81u2 + 82u1)
82u2

— eO.

e (u®) =
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Posebno: iz druge i trece imamo istodobno da s%agug i Oyu§ konvergiraju slabo u L2, To je jedino moguce ako
Oqus — 0. Sliéno, imamo i 0yu§ 4+ du] — 0. Posebno, to znadi sljedece: limes niza (u3). ne ovisi o xa, pa zato
prvo imamo

ay = ul.

Kao drugo, iz 0;ud + 059 = 0 izrazavanjem @9 i integriranjem po zo dobivamo
) 2 1 1

0 0, ,0
Uy = —x201Uy + ug.

Primijetite da s desne strane jednadzbe jedino faktor o ovisi o a9, jer obje funkcije u9 i u§ ne ovise o xs.
DZ 10. Argumentirajte gornje tvrdnje i dapace, dokaZite jake konvergencije Osus — 0 i O1us + O2uf — 0 u
L2(Q).

Znajudi da to zadovoljavaju limesi, slitno ¢emo uvrStavati i test funkcije. Ali, redom. Proglasit ¢emo to kao
vektorski prostor W:
W = {(u1,u2) € H*([0,1]) : u1(0) = uz(0) = 0}.

Prvo uvrstimo test funkciju kakvu god mozemo, ali da obje strane konvergiraju. Zbog ¢lana E% u e., pomnozimo
obje strane s €2 i pustimo jednadzbu da tezi k nuli. Kako e.(u¢) konvergira slabo, po definiciji slabe konvergencije

dobivamo
o |00 _
/Ce { 82172] dx = 0.
Q

DZ 11. Dokazite lemu: ako je u € C(Q;R) takva da je v(0,22) = 0 i ako za svaku v € C1(Q;R), takvu da je
v(0,2) = 0 vrijedi [, udrv =0, tada je u = 0.

Analogno vrijedi i na nagim prostorima L?(2) i H*(9).

Dakle, dobivamo da je Cegﬁz = 0. Kako je

c {a b} |:(2[L + Na + 2uc 2ub

el = (20 + AN)e+ 2ua

zakljucujemo da je (2u + N)ed 5 4 2u01af = 0, odakle je

Sada pomnozimo jednadzbu samo s £. Za to moramo uvrstiti test funkciju u kojoj se nece pojaviti ¢lan 5%32172.
Uvrstavamo dakle bilo kakvu ¥ za koju 95 ne ovisi o z2, dakle test funkcija je oblika v = (01(x1, x2),v2(x1)):

/Ceo- {0 %(02@1()* 2| gy — .

Ispada da nam vy ni ne treba, jer iz iste leme kao prije dobivamo Cef , = 0, odakle je € , = 0.

Kona¢no uvrstimo v za koju nestanu oba singularna ¢lana u e(v). No, primijetite da je to to¢no tada kada je
¥ istog oblika kao 01°, odnosno kada je

OaUg = 0, 0109 + 0901 =0 = U9 = vy, U1 = —x90 V9 + v, zaveW.
Dobivamo ~
/Ceo- [8{”1 8} dx:/f~i'f dx.
Q Q

Prvo, koristeci dobiveno za €9 , i €} 5, tj. iz

o [0
R W
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pojednostavljujemo:

4
W/aag)-alal dx:/f-\"fdx.
Q

Sada uvrstimo kako su @ i 91 dane preko funkcija jedne varijable.

Adp+XN)

2,U, T \ /(—1‘281,1’&8 + alu?)(—aﬁgal,lvg + 81’()1) dx = /fl . (—.’L‘Qal’l)g + U?) + f2 ) dx.

Q Q

Sve funkcije, osim x5 ovise samo o x;. Kada izra¢unamo sa strane integrale

1 1

3 3 1 .
/1d.’1)2 = 17 /Jdel‘Q = O7 /x%dl‘g — E’
—1
Z

=1 =1
2 2

dobivamo .
AMdp+ A
(2::_)\) 1231 1uy - 01,102 + Oyuf - vy dzy = /fl ~vy + fo - v dy.
0 0
Zapravo, ovo se moze rastaviti na dvije PDJ (nije sustav): naé¢i uy € H?([0,1]) t.d. je u1(0) = 0 takvu da za
sve iste takve v vrijedi

1 A4p+ M)
2 2:+>\ /81 1ug - O 102 dry = /fl vy dxy,

te, analogno, naéi us € H'([0,1]) t.d. je ua(0) = 0 takvu da za sve iste takve v vrijedi

(4 + N
2: :A / ol - Oyvy day = / fa - vy dxy.

Obje su elipticke, samo §to je ona gornja cetvrtog reda. Odgovarajuéa diferencijalna jednadzba je (do na
konstantu) u{” = fi, i to je poznata jednadzba Stapa Getvrtog reda.

Za cijeli sustav se preko Lax—Milgrama moZe dokazati da ima jedinstveno rjesenje. Onda mozemo zakljuciti i
da cijela familija (u®)c>o konvergira prema dobivenom limesu, a ne samo na podnizu. Da je ta jedinstvenost
nesto §to nam pomaze u tome, promotrite u zadatku za zadacu.

DZ 12. Dan je niz realnih brojeva (xy)n>1 @ realan broj L takvi da vrijedi sljedeée: svaki podniz niza ima podniz
koji konvergira ka L. DokaZite da i cijeli niz (zy)n>1 konvergira ka L.

3 A sto dalje?

Ovo predavanje samo je zagreblo povrsinu linearnih eliptickih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi i asimptotskih
problema u elasti¢nosti. Dapace, model koji smo na kraju dobili, iako ima sli¢nosti s nekim poznatim modelima,
nema smisla jer smo krenuli iz 2D jednadzbi elasti¢nosti koje nista ne modeliraju.

Teme kojima se znanstveno bavim su odredeni linearni i nelinearni modeli elasti¢nih ljuski i Stapova drugadiji od
ovdje pokazanih. Primijetite da smo dobili na kraju to¢no jedan odredeni limes-problem iskazan samo za ravnu
geometriju, i u njemu nemamo debljinu kao parametar. Modeli koje ja koristim i analiziram su modeli prilagoden
za neravnu geometriju, koji imaju takav parametar debljine u sebi (iako je model deifiniran za funkcije na 2D
domeni), ali imaju ista asimtptoska svojstva kao 3D jednadzbe (kada se taj parametar debljine puSta u nulu,
dobivaju se isti limesi). No, taj model ima jo§ dodatna dobra svojstva: ljuska koja se modelira moZe imati
mnogo manju glatko¢u nego kod nekih drugih sli¢nih modela, ukljuc¢uje jo§ jednu nepoznanicu koja moze osim
membranskih i fleksijskih efekata mjeriti i smicanje i uvrtanje ljuske, itd.

Zasto je to korisno? Primjene su brojne. Naj¢eS¢a primjena koju mi imamo je u modeliranju medudjelovanja
stentova i krvnih Zila. Stent je mrezasta struktura u obliku cilindra koja se smjesta unutar krvnih zila kod
pacijenata koji imaju probleme s njihovim zacepljenjem. Modelirajuéi ih kao graf 1D Stapova koji medudjeluje
s 2D krvnom Zzilom, moguée je napraviti mnogo laksu analizu nego kada cijelu strukturu modeliramo 3D jed-
nadzbama. To je korisno kako bi se karakteristike raznih tipova stentova mogli lakse testirati, a mozda i traziti
optimalan oblik stenta, koji je po nekom odredenom kriteriju najbolji.

16



SNOUOUONUNNANNNNNNNNNN

SOOI NN N NN

17



Jos§ jedna zanimljiva primjena je trazenje svojstvenih vrijednosti. Sigurno ste ¢uli na srednjogkolskoj fizici za
rezonancu i zasto primjerice vojnici ne stupaju preko mostova. Iako se ¢ak i mostovi mogu modelirati kao
struktura ljusaka i Stapova, i za stentove je bitno istraziti svojstvene vrijednosti iz istog razloga. Ukratko, par
(ux,\) € HY(Q) x R je svojstveni par za neku PDJ ako vrijedi

a(uy,v) = )\/ukvdx,
Q

za sve v € HY(Q) (u sluéaju Laplaceovog operatora i glatkih funkcija, to zna¢i —Auy = Auy, §to je nesto §to
ima smisla znajuci definiciju svojstvenih vrijednosti u kona¢nodimenzionalnim prostorima). To znaéi da ako se
na sustav koji promatramo sustavno primjenjuje sila f koja je paralelna s rjeSenjem u), ovisno o svojstvenoj
vrijednosti A to sustav se moZe smiriti ili mozda eksplodirati s vremenom. To je bitno kod mostova (ne samo
vojnici, ve¢ i udari vjetra mogu unistiti most s relativno malo energije), ali i kod stentova, da se struktura ne
razleti kada krv kola zilama. Bitno je poznavati svojstvene vrijednosti i znati da se one ne nalaze u skupu
parametara koji se mogu pojaviti u svakodnevnim uvjetima.

Zanimljive grafike modela s kojima se bavim (iako ne iz projekta na kojemu sam ja sudjelovao): https:
//www.math.uh.edu/"canic/stent_files/movie_gallery_bending.html.

Domaca zadaca

Da bi se zadaca smatrala rijeSenom, treba rijesiti barem 5 zadataka, i poslati na mail u bilo kojem formatu
do 3.7.2022. Kako mnogi zadatci imaju podzadatke, medu kojima su mnogi lagani, u pravilu nema polovi¢nih
bodova (zadatak treba rijesiti cijeli da bi se brojao rijesenim). Ukoliko vas ova tema zanima, ali ste zapeli s
dijelom zadataka za domacu zadacu, slobodno se javite za hintove (a moZete se javiti i neovisno o zadadi).
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