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P POGLAVLJE 1. ZASNIVANJE SKUPOVA N, Z, Q, R, C, RN

1. Skupovi N, Z i Q

Definicija 1.1. Skup prirodnih brojeva N je definiran Peanovim aksiomima:
(P1) (31 € N) i 1 nige sljedbenik ni jednog elementa iz N

(P2) (Vn € N)(Jls(n) e N) i s(n) =s(m) =n=m

(P3) Aksiom matematicke indukcije: Ako je S C N podskup takav da je

e 1S (baza)
e VneN, neS=s(n)esS (korak)

tada je S = N.
Zadatak 1.1. DokaZite da za svaki n € N vrijedi:
a) 2" >n,
b) > h-1(2k—1) = n?.
Rjesenje: Koristimo aksiom matematicke indukcije (P3):
a) Baza (n=1): 2! > 1
Korak: pretpostavimo da za n € N vrijedi:
2" >n. (1.1)
Tada iz (1.1) slijedi da je 2"t! =2.2" >2n =n+n>n+1.
b) Baza (n =1):
1

dk-1)=21-1=1=1% (1.2)
k=1

Korak: pretpostavimo da za n € N vrijedi:

> 2k —1) =n’, (1.3)
k=1
Tada je
n+1 n
d2k-1)=> 2k—1)+@2n+1)—1)=n"+2n+1=(n+1)>% (1.4)
k=1 k=1
O

Zadatak 1.2. DokaZite da svaki neprazan podskup S C N ima najmangi element, tj. Is € S
takav da s < k, Vk € S.
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Rjesenje: Pretpostavimo suprotno, tj. da tvrdnja ne vrijedi. Tada postoji neprazni podskup
S C N koji nema najmanji element. Neka je

R: ={zxeN |z <szasvakise S}. (1.5)

Kako S nema najmanji element, jasno je da vrijedi RNS = (). Jasno je da je 1 € R (aksiom
(P1)). Pretpostavimo da je k € R. Tada svaki prirodni broj manji ili jednak k£ mora takoder
biti manji ili jednak s za svaki s € S. Stoga je 1,2,...,k € R. Iz ¢injenice da RN S = 0,
vidimo da vrijedi 1,2,...,k ¢ S. Daje k+1 € S, tada bi k+ 1 bio najmanji element skupa
S. Ova Cinjenica implicira da k 4+ 1 € R. Stoga, princip matematicke indukcije implicira da
je R = N. Tada je S prazan skup, Sto je kontradikcija s pretpostavkom da je S neprazan.
Stoga, svaki neprazan skup prirodnih brojeva mora imati najmanji element. O

Definicija 1.2. Skup cijelih brojeva definiran je sa
Z: = -NU{OyUN={...,-n,...,-2,—-1,0,1,2,...,n,... }. (1.6)
Definicija 1.3. Skup racionalnih brojeva definiran je sa

Q: :{%MnGZ,nEN}. (1.7)

Zadatak 1.3. DokaZite da jednadiba ¢*> = 2 nema rjesenja u skupu Q.

Rjesenje: Pretpostavimo da postoji ¢ € Q takav da je ¢ = 2.

Bez smanjenja opc¢enitosti moZzemo pretpostaviti da je ¢ = %, za m € Z in € N te da su

m i n relativno prosti, tj. nemaju zajednickog djeljitelja razli¢itog od —11 1 ("razlomak je
maksimalno skracen"). Tada je

m
T = 2, (1.8)

odakle slijedi
m? = 2n?, (1.9)

pa je m? djeljiv s 2. Tada je i m djeljiv s 2, jer u slu¢aju da nije, postoji k € Z takav da je
m = 2k 4+ 1 pa bi slijedilo da

m? = (2k +1)% = 4k? + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1, (1.10)
nije djeljiv s 2, $to je kontradikcija. Dakle, postoji k € Z takav da je m = 2k. Tada iz
2n? = m? = (2k)? = 4k, (1.11)

slijedi

n? = 2k?, (1.12)
odakle sli¢no vidimo da je i n djeljiv s 2, tj. postoji [ € N takav da je n = 2[. Time smo
dobili kontradikciju s pretpostavkom da su m i n relativno prosti.

O]
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2. Skup R

Skup realnih brojeva R definiramo pomo¢u aksioma:
1. Aksiomi zbrajanja (+)

(A1) (Vz,y,z €R) (z+y)+ 2 =2+ (y + 2) (asocijativnost)

(A2) (30 € R)(Vz € R) £ +0 = 0+ = = x (neutralni element)

(A3) (Vz e R)(3(—z) € R) 2+ (—z) = (—x) + = = 0 (inverz)
)

(A4) (Vz,y € R) z +y =y + = (komutativnost)

(R, +) je abelova grupa.

2. Aksiomi mnoZenja

)

(-
(Ab) (Vz,y,z € R) (zy)z = x(yz) (asocijativnost)
(A6) (FL e R\ {0})(Vx € R) 1-2 =z -1 =z (neutralni element)
(A7) (Vo e R\{0})@Bz ' eR) 27 2 =2 27! =1 (inverz)
(A8) (
(A9) (

Vz,y € R) vy = yx (komutativnost)
Vz,y,z € R) x(y + z) = zy + xz (distributivnost - prema +)

(Ra +, ) je pOlje'
Zadatak 2.1. Neka su x,y,z € R. DokaZite:

o) z+y=c+z=>y=z, d) 0-z=0,
b) —(—x) =z,
c)r#0, z-y=x=y=1 e) (—x) -y =—(zy).
Rjesenge:
a) y=(A2) =0+y = (43) = ((—x)+z)+y = (A1) = (—x)+(z+y) = (pretpostavka) =
r4+2)=(Al)=((—z)+2)+2=(A43) =0+ 2z = (42) = 2,

( (
( (—(—z)) = (A3) =0 = (A3) = (—x) + = = (koristimo a)) —(—z) = =,

c) 1 = (A7) = a7 - 2 = (pretpostavka) = 271 - (vy) = (A5) = (z7 - 2) -y = (A7) =
1- =

d) 0-2=(A2)=(0+0)-2=(A9)=0-2+0-2=2-0z (1-0z =2-0z)
Pretpostavimo da vrijedi 0 -z # 0. Tada iz ¢) slijjedi 1 = 2 (1 +0 = 1 + 1), odakle
dobijemo (koristeci dio a)) 0 = 1, §to je kontradikcija s (A6). (1 # 0)

) —(zy) +ay =(A3) =0=(d) =0-y = (A43) = ((=2) +2) -y = (49) = (=2) -y + 2.
Iz dijela a) imamo (—z) -y = —(zy).

O

3. Aksiomi uredaja

(A10) (Vz,y,€ R) (z <y) V (y < z) (linearnost)
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(R, +, -, <) je totalno uredeno polje.

Zadatak 2.2. Dokazite da za x,y € R vrijedi:

a) r<0=—x>0, c) 22 —y? = (x —y)(z +y),
b) 0<1, d) 0<z<y= %<y
Rjesenje:

a) Iz x < 0 koristeéi (A13) imamo 0 = (43) = (—x) + 2 < (—2) + 0 = (A2) = —=x, iz
¢ega slijedi 0 < —u.

b) Zbog (A6) imamo 0 # 1 pa vrijedi 0 < 1 ili 1 < 0. Pretpostavimo da vrijedi 1 < 0. Iz
a) imamo —1 > 0 pa iz (A14) dobivamo (—1) - (—1) > 0.
S druge strane, koriste¢i tvrdnje b) i e) iz Zadatka 2.1 imamo (—1)-(—1) = —(1-(—1)) =
—(—=(1-1)) =1, pa vrijedi 1 > 0, §to je u kontradikeciji s pretpostavkom 1 < 0.

¢) Koristeci tvrdnju e) iz Zadatka 2.1 dobivamo (z —y)(z +y) = (49) = (z — y)z
t(@—yy = (49) = 2® + (~y)z +ay + (~y)y = 2° —ay + 2y —y* = (43) =
224+ 0—y? = (A2) = 2% — ¢

d)0<zr<y=2,y>0iy—x>0paimamo y?>—2%=(y—2z)(y +2z) > (A14) >0
(gdjejey—z>0iy+x>y+0>0+0=0), dobivamo y? > 22.

]
Definicija 2.1. Apsolutna vrijednost je funkcija | -|: R — R definirana sa
x, z >0,
|z|: =<0, z =0, (2.1)
-z, x<0.
N
y

v
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Napomena 2.2. Apsolutna vrijednost ima sljedeca svojstva:
a) |z| >0, Vo € R,
b) x| =0< 2 =0,
¢) [z +y| < lz[+yl, Vo, y € R,
d) ||| =yl < | —yl, Vz,y €R.

Zadatak 2.3. DokaZite da za x1,...,x, € R vrijedi:

n

‘En:xk) <3 Jal. (2.2)
k=1

k=1
Rjesenje: Tvrdnju dokazujemo matemati¢kom indukcijom.
Baza: (n=1) |z1| < |z1]

Korak: Pretpostavimo da (2.2) vrijedi za neki n € N i sve xy,...,2, € R (x). Neka su
Z1,...,Tnt+1 € R. Tada iz Napomene 2.2 ¢) i pretpostavke (x):

n+1 n n n n+1
> an| =[Pk mn| < | Y|+l <Dl + lwnial = D feel (23)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
O
Zadatak 2.4. DokaZite da za x,y € R vrijedi:
a) min{z,y} = “voe=y b) max{z,y} = “HutHr=l
Rjesenje:
a) Graficki:
|x-y|
2
T
X Xty Yy
2

Bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti x < y. Tada je z —y < 0, iz Cega
slijedi |z — y| = —(z — y), pa je

r+y—lr—yl _zt+y—(=(z—y)
2 2

=z = min{z, y}. (2.4)

b) Sli¢no (domaca zadaca).
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Definicija 2.3. Skup S C R je omeden odozgo (odozdo) ako postoji M € R (m € R) takav
da (Vx € S) x <M (m < x). KaZemo da je M (m) gornja (donja) meda skupa S.

Nagmanju gornju medu zovemo supremum, a najvecu donju medu zovemo infimum skupa S.
Pisemo: sup S i inf S.

Ako je L gornja meda, tada je ona supremum ako i samo ako ne postoji manja gornja
meda, odnosno (Va € R, a < L)3x € S t.d. a < x. Sliéno je donja meda L infimum skupa
S ako i samo ako vrijedi (Va € R, a > L)3x € S t.d. a > x.

Zadatak 2.5. Dokazite da je za ) # S C R supremum L: = sup S karakteriziran sljedecim
svojstvima:

i) (Ve elS)x<L,
it) (Ve >0)(3x € S) L—e<ux.

Rjesenje: Graficki:

S .g 37(65

VN 222 ) /) }l:/l!l:\

[-T L

Pretpostavimo da je L = sup S. Supremum je takoder i gornja meda pa vrijedi (i) po
definiciji gornje mede. Pretpostavimo da (i7) ne vrijedi. Tada:

(Je >0)(Vx € S) L—e > x, (2.5)

Sto znadi da je L — e gornja meda skupa S i L —e < L. Dobili smo kontradikciju, jer je L
najmanja gornja meda (L je supremum).

S druge strane, neka je L takav da vrijede (7) i (i), tada je po (i) L gornja meda skupa
S. Pretpostavimo da nije najmanja gornja meda, tj. da postoji L' € R gornja meda takva
da L’ < L. Tada postoji ¢ > 0 takav da L' + & < L, tj. L' < L —e. Po (ii) za taj € postoji
x € S takav da L — ¢ < x, no tada je L' < x $to je kontradikcija s pretpostavkom da je L’
gornja meda. Dakle, L je najmanja gornja meda pa je i supremum. O

Napomena 2.4.

(i) (MrxeS)z>L,

(it) (Ve>0)(Fz€S) L+e>ua (2.6)

L:infS<:>{
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XES
<
S
W20 I R AR N 2 W N N B Y R
N | 1 7
L (i

(R, +,-,<) 1 (Q,+, -, <) zadovoljavaju (A1)-(A14).
Uvodimo aksiom potpunosti:
(A15) Svaki neprazan i odozgo omeden podskup S C R ima supremum u R (tj. sup S € R).
Napomena 2.5. (Q,+,-, <) ne zadovoljava (A15).
Zadatak 2.6. DokaZite da vrijedi tkzv. Arhimedov aksiom:

(AA) (Va,b € R)(a >0, b>0)(3In € N) na >b.

H“_"('_,‘ —

1 \ 1 11 1
T T ) T T

0 o ¥ ma

Rjesenje: Pretpostavimo da (AA) ne vrijedi, tj.
(Ja,b € R)(a >0, b>0)(Vn € N) na <b. (2.7)

Tada je skup S: = {na|n € N} C R neprazan i odozgo omeden. Iz (A15) slijedi da postoji
L: =supS € R. Tadaza e: =a > 0 postoji n € N takav dana > L —¢ctj. (n+1)a> L

((n+1)a € 5), 8to je kontradikcija, jer je L gornja meda skupa S.
O

Definicija 2.6. Neka je ) #S CR. Ako je L: =supS €S (L: =infS € S), onda sup S

(inf S) zovemo maksimum (minimum) skupa S i piSemo maxS: =L (minS: =L).

Primjer 2.7. (a) S1 =(0,1), supS; =1, inf S; = 0, nema maksimum ni minimum

S

VAN EE R SN A AN
N\

o \
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(b) Sa =10,1], supSe = max Sy =1, inf Sy = min Sy = 0

S,

Cla 1t 22 22
C J

0 N

Zadatak 2.7. Odredite infimum i supremum skupova:

o) A= {4+ |z €R}, b) B={%74 |z R}

Rjesenje:

(a) Primijetimo da vrijedi:

1 1
— < ——=1,VzeR
21041 PSS
iz Cega slijedi da je 1 gornja meda skupa A. Nadalje, za x = 0 imamo
LI 1
z22+1

iz Cega slijedi da je 1 maksimum skupa A. Dakle, sup A = max A = 1.

Nadalje, primijetimo da vrijedi:

1
—— >0, VzeR
.’E2+1 9 x )

iz Gega slijedi da je 0 donja meda skupa A.

Dokazimo da je inf A = 0. Neka je € > 0. Trebamo pronaci x € R takav da je

1
——— <0+¢,
221 +e€

to jest
1
21> =
€
Po Arhimedovom aksiomu za a = ¢ 1 b =1 postoji n € N takav da je

ne > 1.

Tada jeza x> n

Dakle, inf A = 0.
(b) Primijetimo da vrijedi:

2 —4 zP44-4-4 8
2+4 2?44 244

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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Nadalje, imamo:

1 1, (2.16)

- <

x2+4
jer je ﬁ > 0, pa imamo da je 1 gornja meda skupa B. Tvrdimo da je sup B = 1.
Neka je € > 0. Trazimo z € R takav da je

8
l—-———>1l-ec&e> & (22 +4)e > 8. (2.17)

2 +4 2 4+4

Po Arhimedovom aksiomu sada za a = € i b = 8 imamo da postoji n € N takav da je
n-e > 8, odakle je za x > n: (22 +4)e > 2% > ne > ne > 8.

Dakle, sup B = 1.

S druge strane, primijetimo da vrijedi:

8 8
l1-——>1-—=1-2=-1 2.18
x24+4 0+4 ’ (2.18)
gdje smo iskoristili ¢injenicu da je z? > 0.
Sada za x = 0 imamo 1 — xQLH =1- % = —1, te imamo inf B =min B = —1.

O]

Definicija 2.8. Niz realnih brojeva je funkcija a: N — R. Umjesto a(n) pisemo a,. Niz
oznacavamo (ap)nen. KaZemo da je (ap) rastuéi (padajuéi) ako (Vn € N)a, < apt+1 (an >
ant+1). U slucaju stroge nejednakosti (< ili >) kaZemo da je (a,) strogo rastuéi (strogo
padajuci).

Zadatak 2.8. Ispitajte monotonost nizova:

_ n—1 _ nP41
a) ap = "=, ¢) an = 512

b) an =+vn+1—+/n,

Rjesenje:

(a) Vrijedi:

- <:>nfl<(n+1)fl<:>nfl< n
an < a
n Al n n+1 n n+1 (2.19)

sSm-Dn+1)<n?en?—1<n?

iz ¢ega slijedi da je (ay) je strogo rastudi.

(b) Imamo:

an>an+1<:>\/77—\/ﬁ>\/n+2—\/n+l
S2vn+1>Vn+vn+2/°
sdan+1)>n+2ynn+2)+n+2
sn+1>+/nn+2)2

an2+2n+1>n?+2n
& 1>0,

(2.20)

iz Cega slijedi da je (ay) strogo padajudi.
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(c) Vrijedi:

(n+1)2+1 n? +1
3n+12+n+1  3n2+n

n?+2n+2  n?+1

3n?+Tn+4 < 3n2 +n (2.21)
& (2 +2n42)(3n% 4+ n) < (n® +1)(3n® + Tn + 4)
a3t 482 +2n <3t + TP+ +Tn 44
en?-5n—-4<0.

apt1 < Ap <=

Rjesavamo jednadzbu 22 — 52 — 4 = 0 te dobivamo rjeSenja z; = 575/5 ~ —0.71
Tro — 5—"_27@ ~ 5.7.
¥ 3
>
X

Dakle, n <zo < n<6in>xy < n>06.
Dakle, vrijedi:

a1 >ag>a3 > a4 >a5 > ag < ay <ag < ..., (2.22)

gdje je ag najmanji ¢lan niza. Dakle, niz je padajuéi do ag, a nadalje je rastudi.

O
Zadatak 2.9. Odredite infimum i supremum skupova:
a) S ={32=2|n € N}, b) S ={L5tL|n € N}.
Rjesenje:
(a) Imamo:
an:Bn—2:3(n+3)—3'3—2: 1 (2.23)

n-+3 n-+3 n+3
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Dakle, (ap)nen je rastudi niz, iz ¢ega slijedi:

1 1
infS=minS=a; =3——=-. 2.24
infS=minS =a; =3 =1 (2.24)
Tvrdimo da je sup S = 3. Vrijedi:
g 3 (2.25)
Qa. = — .
n n+3 — 9
iz Cega slijedi da je 3 gornja meda skupa S.
Neka je ¢ > 0. Imamo:
11
an>3—a(:>3—73 >3—¢
nt (2.26)

11
Se>——& (n+3)e > 11
n+3

Po Arhimedovom aksiomu, postoji ng € N takav da je nge > 11 (a =&, b=11), pa je
(ng + 3)e > 11, odakle slijedi an, > 3 — . Dakle, sup S = 3.

(b) Imamo niz:

n?+1
W= 5 (2.27)
Vrijedi:
n?+1 (n+1)24+1
an<an+1<:>2n2+n 2(n+1)2+n+1
- n?+1 _ n? +2n +2
2n2+n  2n2+5n+3 (2.28)
e m?+1)2n2+5n+3) < (n® +2n+2)(2n% +n)
e 20t +5n3 +5n% +5n + 3 < 2nt + 513 + 6n% + 2n
& -—n?+3n+3<0.
Vrijedi:

— 2?4+ 32+3=0 112 = &y = —0.79 x5 = 3.79.

—3+0+12  3F20

2 2
(2.29)
A
y
: / fiyhydyhylplyiyiyiybplyiply 9
1% X \4 X
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Dakle, (2.28) vrijedi za n > x2 < n > 4. Tada je niz rastuéi. Imamo:
ay >ax>a3>aq<ag<ag < .... (2.30)
ce 9. L. s . 17
Slijedi da je inf S = min S = a4 = 5.
sup S =?. Imamo:
12+1 2
= ——0=-. 2.31
M2 3 (2:31)
Vrijedi:
2 2 24,n_n4q n_ 1 —
g, =t il Ini+g sl L lp-l 1 on=2 1o,
2n2+n  2n24 % n?+% 2 2n24+% 2 4n?42n " 2
(2.32)
Dakle, sup S = max S =a; = % O
Zadatak 2.10. Neka su A, B C R odozgo omedeni skupovi. DokaZite:
(a) sup(A + B) = sup A + sup B,
(b) sup(A U B) = max{sup A,sup B}.
Rjesenje:
(a) Zbog
xr+y<supA+supB, Vx € A, ye€ B, (2.33)
je sup A + sup B gornja meda skupa A + B. Neka je € > 0. Tada
(Jxo € A)(Jyo € B) xg > sup A — % iyp>supB — g (2.34)

Tada je xo +yo € A+ Bixg+yo>supA—5+supB—5=supA+supB —e¢.

(b) Bez smanjenja opéenitosti imamo sup A < sup B (inace zamijenimo uloge A i B).

Vrijedi:

reEAUB=x€cAiliz e B=x<supA <supBili z <supB. (2.35)

Dakle, imamo:

(Vxe S=AUB) z <supB, (2.36)

pa je sup B gornja meda skupa AU B. DokaZimo da je to i supremum. Neka je ¢ > 0.

Tada

(Jzp e BC AUB=S) 29 >supB —e¢. (2.37)

Dakle, sup B je najmanja gornja meda skup AU B.
Slijedi da je sup B = max{sup A, sup B} supremum skupa A U B.

Zadatak 2.11 (Domaca zadaca). Neka su A, B C R odozdo omedeni skupovi. DokaZite:

(a) inf(A+ B) = inf A + inf B,
(b) inf(AU B) = min{inf A, inf B}.

O
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Zadatak 2.12. Odredite infimum i supremum skupova:

(a) § ={stimizmrm | mn €N},

(b) S ={(-1)"%%2 | n e N}.

n2+7
Rjesenje:
(a) Vrijedi:
m-—n-—1 _ m-n—-1 _—m+3-(n+4) 1 1 (2.38)
mn+4m+3n+12  (m+3)(n+4) (Mm+3)(n+4) n+4 m+3 7
Dakle, S = A 4+ B, gdje je
A= {—— | n €N} (padajuci)
={——|n padajuci),
nl (2.39)
B = {—m ‘ m € N} (raStUéi).
Vrijedi:
1
supA=maxA=- (n=1), supB =0,
5 . (2.40)
infA=0, infB=minB = ~1 (m=1).
Dakle, imamo:
1 1, .. .
supS =sup A+ sup B = — + 0 = — (nije maksimum),
R (2.41)
infS=inf A+inf B=0+ (_Z) =1 (nije minimum).
(b) Definiramo S := AU B, gdje je
2k)% + 2 4k? + 2
A (2 2y (R 2 e tuci
L2k —1)2 42 (2k —1)2+2 o
B f(—1)2 1 ( I 4).
{(-1) (2k—1)2+7|k€N} { (2k—1)2+7|k€N} (padajuci)
(2.42)
Skup A. Definiramo:
4k% 4 2 5
W T TEN A (2.43)
Niz a; je rastudi, pa vrijedi inf A = min A = a; = 1%.
1 je gornja meda. Dokazimo da je sup A = 1. Neka je ¢ > 0. Tada je
>l-esl-—FF-7->1-—c¢
h 42+ 7 (2.44)

5
_ 4k> .
@5>4k2+7<:>( +7)e>5
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Po Arhimedovom aksiomu (za a = ¢ 1 b = 5) postoji kg € N takav da je koe > 5, pa

vrijedi:
(4k2 + T)e > (4k3)e > kde > koe > 5.
Dakle, sup A = 1.

Skup B. (Domaca zadaca).

oolw

Sli¢no, dobivamo inf B = —1 te sup B = max B = —

Dakle,
3
sup S = sup(A U B) = max{sup A4, sup B} = max{1, —g} =1,

inf S = inf(A U B) = min{inf A4, inf B} = min{%, -1} =-1.

Zadatak 2.13. Neka su A, B C [0,00) odozgo omedeni i neprazni. Definiramo:

A-B={zy |z €A, ye B}
Dokazite:
(a) sup(A - B) =sup A -sup B,
(b) inf(A- B) =inf A-inf B (domaca zadaca).
Rjesenje:
(a) Ako je sup A =0, onda je A= {0} paje A-B = {0} i tvrdnja slijedi.
Pretpostavimo da je sup A > 0. Vrijedi:
xy <supAsup B, Vx € A, Vx € B,

pa slijedi da je sup Asup B gornja meda skupa A - B.

Dokazimo da je supremum. Neka je 0 < ¢ < sup Asup B. Tada za:

61:281161)3>0(E|$€A){E>Supx4—€1,
€

= 0 (3 B B — e5.

€2 25upA> (3y € B) y > sup €2

Sada imamo:
2

xy > (sup A —e1)(sup B —e2) =sup Asup B — e + Tsup Asup B

Napomena 2.9. Ako su A, B C R neprazni i omedeni, tada je

sup(A - B) = max{sup Asup B, sup Ainf B,inf Asup B, inf Ainf B},
inf(A - B) = min{sup Asup B, sup A inf B, inf Asup B, inf A inf B},

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

>supAsup B —e.

(2.50)
O

(2.51)
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Zadatak 2.14. Odredite infimum i supremum skupova:
(a) S ={*Am | m,neN},
(b) S = {n2x+2x+n2+2 | neN, x>0}

Rjesenje:
(a) Neka je S = A- B, gdje je

-1
n n € N} C [0,00) (rastudi),

1
B := {ﬂ|m € N} C [0,00) (padajuéi).

(2.52)

Dobivamo da je supA = 2, infA = minA = 1 (n = 1) - rastudi niz te supB =
max B =2 (m = 1) iinf B =1 - padajudi niz.

Dakle, imamo

supS =supA-supB=2-2=4

. . . (2.53)
infS=infA-infB=1-1=1.
(b) Neka je
n2
N, >0} =A-B, 2.54
gdje je
n?+2-2 r+1-1
N} C 0 Bi={—— >+ C 0 . 2.55
= nem o), B= (T [e2hcloe)  (259)
Lako dobivamo da je supA = 1iinf A = minA4 = £ (n = 1). Ilustriramo funkciju
m—l—ﬁzax>0
e A

Dakle, dobivamo da je B = [0,1). Slijedi da je supB = 1 te inf B = minB = 0
(x =0).

Slijedida jesup S =sup A-supB =1-1=1teinf S =inf A-inf B = %-O =0 =min§S.
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Nizovi u R

17



18 POGLAVLJE 2. NIZOVI U R

1. Konvergencija nizova

Definicija 1.1. Niz realnih brojeva (an)nen konvergira k realnom broju a ako vrijedi:

(Ve > 0)(3np € N) |an, —a| < e, ¥n > ng. (1.1)
Pisemo: a = lim,_oo ap,.
} } } : >
a-e adn a a+t
Zadatak 1.1. DokaZzite: .
nh_)r{.lo = 0, p>0. (1.2)

Rjesenje: Neka je € > 0. Trebamo pronaéi ng € N takav da vrijedi:

1
‘—0’<5, Yn > ng
npP

1 .
S —<g, Vn>ng (1.3)
npb

sn-e? > 1, Yn>ng.

Po Arhimedovom aksiomu (za a = €'/? i b = 1) postoji ng € N takav da vrijedi noe'/? >
1. O

Teorem 1.2 (Teorem o sendvi¢u). Neka su (an)nen @ (bp)nen konvergentni nizovi tako da
vrijedi an < by, Yn € N i limy, o0 a, = limy, 500 by, =: L. Ako je (¢p)nen niz takav da je
an < ¢y < by, Vn €N, onda je i (¢p)nen konvergentan i lim, o ¢, = L.

Zadatak 1.2. Izracunajte limese:

a) limy, 00 5"207?5%, d) limy, o ¥a, a>1,
b) lim, 500 ¢", q € (0,1), e) lim,_yoo /27 + 37 4 47
¢) limy, o0 /1, f) limy, 00 @
Rjesenje:
a) Vrijedi:
0 on” :;Sfj 8| 5o’ :;S:|1+ s < 715:51; — 0, n — oo. (1.4)

Po Teoremu o sendvicu slijedi:

2
i 2n-cosn+8n (1.5)

n—00 n3 +1
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b) Vrijedi (koristimo binomni teorem):

(B (i) 5@ G =0 6) o

gdje smo iskoristili da je % — 1 > 0. Dakle, slijedi:

1
Oﬁqn_l_la—ﬂ),n%oo. (17)
q
Po Teoremu o sendvic¢u slijedi da
lim ¢" =0, ¢ € (0,1). (1.8)

n—oo

c¢) Vrijedi:

Sada dobivamo:

(1.10)
2 2
N {L/ﬁ§1+\\/fﬁ:>1§ Q/ﬁ§1+:/[ﬁ—>1, n— o,
za n > 2.
Po Teoremu o sendvicu slijedi:
lim {/n = 1. (1.11)
n—oo
d) Vrijedi:
1< ¥a< Yn, Vn>a. (1.12)
Znamo da {/n — 1, n — oo po ¢) dijelu Zadatka, pa po Teoremu o sendvi¢u imamo:
lim {/a = 1. (1.13)
n—oo
e) Vrijedi:
4=Y0F0+47 < Y20+ 30 +4n < YAn y4n 147 < 4. /3, (1.14)

Znamo da {/a — 1, n — oo po d) dijelu Zadatka, pa po Teoremu o sendvic¢u vrijedi:

lim /27 + 37 + 47 = 4. (1.15)
n—oo
f) Vrijedi:
2+1 2 2 2 2 2
OS\/n—l- S\/n +n Sn\f: V2 < V2 50, n— oo (1.16)
n! n! n! (n—1! " n-1
Po Teoremu o sendvic¢u vrijedi:
vn?+1
im YL, (1.17)

n—00 n!



20 POGLAVLJE 2. NIZOVI U R

O
Napomena 1.3. Vrijedi:

lim Ya=1, a>0,

n—o0

lim {/n =1, (1.18)

n—oo
lim ¢" =0, g€ (—1,1).

n—o0

Teorem 1.4. Vrijedi:

i) Ako je (an) rastuci i odozgo omeden, onda je konvergentan i lim,,_, a, = sup{a,|n €

N}.

it) Ako je (an,) padajuci i odozdo omeden, onda je konvergentan ilimy, oo an, = inf{a,|n €
N}.

Zadatak 1.3. Izracunagjte:

lim \/2+\/2+---+\f2. (1.19)

n—0o0

an::\/2+\/2—|—--'+\/§. (1.20)
an+1:<2+\/2+\/2—|—~--+\/§)1/2 (1.21)

n korijena

Rjesenje: Definiramo:

Tada je

Imamo: ﬂ,\/2+\/§,\/2+\/2+\/§.

Dokazati ¢emo da je (ap)nen rastuéi i odozgo omeden pomocéu matematicke indukeije.

Dokazujemo da je (ay,), rastuci, tj. da vrijedi

an < apy1, Yn € N. (1.22)

Baza. (n=1),a1 =v2< V2+V2=as.
Korak. Pretpostavimo da je a, < an41 za neki n € N.

Tada vrijedi (koristimo pretpostavku indukcije):

ant1 = V24 an < /2 + apg1 = ano. (1.23)
Dokazujemo da je (a,), odozgo omeden s 2, tj. da vrijedi
an <2, Vn € N, (1.24)

Baza. (n=1),a; =v2<2.

Korak. Pretpostavimo da je a, < 2 za neki n € N. Tada je

Unp1 =V2+a, <V2+2=2. (1.25)
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Dakle, (ay,,) je rastuéi i odozgo omeden pa je po Teoremu 1.4 niz (a,) konvergentan.
Oznadimo L := lim,_.o ap.

Tada iz
ni1 = V2 + an (1.26)

dobijemo:

L=V2+Lel’?=24L<IL[°-L-2=0

. (1.27)
s (L-2)(L+1)=0&L=2ili L=-1.

Odbacujemo L = —1 jer iz a, > 0, Vn € N slijedi L > 0.

Dakle, lim,, oo a, = 2. ]

Zadatak 1.4 (Domaca zadaca). DokaZite:

lim \/12+\/12+~--+\/1 = 4. (1.28)

n—o0

n korijena
Zadatak 1.5. Dokazite da je limy, o0 5 =0.
Rjesenje: Definiramo a, = 5. Tada je

_n—l—l_n—l—l
1 = 90iT = g

ap,. (1.29)

Zbog
n+1

n

ant1 < ap & <len>1, (1.30)

vidimo da je (ay) padajuéi za n > 2. O¢ito je (ay) odozdo omeden s 0 pa je konvergentan.

Oznacimo L := lim,_,o a,. 1z
n+1

2n
dobijemo L = L, tj. L =0. O

an, (1.31)

an+1 =

Definicija 1.5. Niz (b,)y je podniz niza (an)n ako postoji strogo rastuca funkcija p: N — N
takva da je b, = ap,, Vn € N.

Lema 1.6. Svaki niz u R ima monoton podniz.
Teorem 1.7 (Bolzano-Weierstrass). Svaki omedeni niz ima konvergentan podniz.

Teorem 1.8. Ako je niz (a,) konvergentan s limesom L € R, onda je svaki njegov podniz
konvergentan s istim limesom L.

Definicija 1.9. KazZemo da niz (an)nen konvergira k +oo ako
(VM > 0)(3no € N) a, > M, Vn > nyg. (1.32)
Pisemo lim,,_, a, = 00. Slicno definiramo niz koji konvergira k —oo.

Definiramo progireni skup realnih brojeva s R := R U {—o00, 0}.
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Definicija 1.10. KaZemo da je o € R gomiliste niza (an)nen ako postofi podniz (an, )ken
niza (an)n takav da je:

lim ap, = a. (1.33)
k—ro0

Napomena 1.11. Iz Leme 1.6 svaki niz ima barem jedno gomiliste w R. Iz Bolzano-
Weierstrassovog teorema 1.7 slijedi da svaki omedeni niz ima barem jedno gomiliste u R.

Primjer 1.12.

a) Niza, = (—1)" + % ima dva gomalista: —1 i 1, jer je

1
R R S | o1,k
aze—1 = (U7 4 g Tor 1 ’ > (1.34)
1 1 '
= (— 2k _— = _
agk = (—1) +2k‘ 1+2k—>1,k:—>oo.

b) Niz a, = (—1)"n nema gomilista u R, ali ima u R: Foo:

ag = (=1)%% . 2k = 2k — oo,

agh1 = (1) T 2k —1) = -2k — 1) > —c. (1.35)

Definicija 1.13. Neka je (ay,) niz realnih brojeva i A C R skup svih gomilista niza (ay,).
Definiramo limes superior i limes inferior niza (a,) s:

limsup a, :=sup A ¢ liminf a,, := inf A. (1.36)

n—o0o n—oo

Napomena 1.14. Ako A nije odozgo/odozdo omeden, onda definiramo:
sup A = oo, inf A = —oc. (1.37)
Zadatak 1.6. DokaZite da je za g > 1

lim ¢" = oo. (1.38)

n—oo

Rjesenje: Neka je M > 0. Trebamo nac¢i ng € N takav da
q" > M, ¥Yn > ny. (1.39)

Sada imamo (zbog ¢ — 1 > 0 i binomnog teorema):

n

¢ =(a-0+1" = ()=t 2 e~ 1) (1.40)

k=0

Po Arhimedovom aksiomu (za a = ¢ — 11 b= M) postoji ng € N takav da vrijedi:

no(qg—1) > M, (1.41)

pa je
q">n(qg—1) >no(qg—1) > M, Vn > nyg, (1.42)
$to je trebalo i dokazati. ]

Zadatak 1.7 (Domaca zadaca). DokaZite da je za q¢ > 1 limy_s00 % = 00. Uputa: slijediti
rjesenje prethodnog Zadatka s k = 2.

Zadatak 1.8. Izracunagjte:
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a) limsup,, 71“;2?(17), b) liminf, o GH*D?:;TCOS(HW).
Rjesenje:
a) Neka je

1+ ncos(g)
— 27/ 14
n 2n + 1 (1.43)

Sada imamo:
0, n=2k—-1(1,3,5,7,...)

cos(—) = 1, n =4k (0,4,8,...) (1.44)
1, n=4k—2(2,6,...)

Dobivamo:
1+ (@2k-1)-0 1
T To TS s R T L
1+ 4k 144k 1
aqk + _ - =, k— o0, (1.45)

T2 dk+l 8ktl 2
1 —92). (= _

PE-2) () k43 L
2. (4k—2) +1 8k—3 2

A4k—2 =

Dakle, A = {—3,0, 3} pa je limsup,_,,, a, =sup A = 1.

b) Neka je
(I4+(=1)")" + ncos(nm)
= . 1.46
n 2n + 1 (1.46)
Dobivamo:
(14 (=1)%%)%% 4 2k - cos(2km)  2%F 42k
ol = = — 00, k — o0,
2-2k+1 4k +1 (1.47)
(14 (=1)2=1H2k=1 1 (2 —1)-(-1) —2k+1 IR '
aok_1 = = —= 00.
2kt 2-(2k—1)+1 Ak —1 2’
Dakle, A = {—%, oo} pa je liminf,, - a, = inf A = —%. O
Teorem 1.15. Niz (a,,) je konvergentan u R ako i samo ako
liminf a,, = limsup a,. (1.48)
n—oo n—o00
Napomena 1.16. Za g < —1 niz (¢")nen nije konvergentan. Naime,
¢ = (") = 00 (¢*> 1),
1 1 1.49
wet = Ly oo (2 <, A9
q q
jer je
liminf ¢" = —o0 # oo = limsup ¢". (1.50)
n—=oo n—00
Dakle,
ne postoji, q < —1,
0, -1<q<1,
lim ¢" = 7 (1.51)
n—00 1’ q= 17

oo, g > 1.
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Zadatak 1.9. Neka je

3n+1 + (_2)n+1

ayn —

+(1+a) sin(%). (1.52)

Odredite a € R tako da niz (a,) bude konvergentan.

Rjesenge: Odredi skup gomilista A:

32k: ( ) 32k + 22k 1
P Y ) P +(1+a) 0= S2h T gzl 30 B0
34k 1 +( 2)4’671 34k71 _ 24]{71 1
Aqp—1 = 39k 4+ (_o)# —|—(1—|—a)-(—1):W—(I—Fa)—)g—l—a,k‘—)OO,
34k—3 4 ( 2)4 34k—3 - 24k—3 1
Q-3 = ST ) +(+a) 1=y Hpg tlter g +1+a
(1.53)
Dakle, A = {,—2 —a, 3 +a}.
Da bi (a,) bio konvergentan, treba vrijediti:
liminf a,, = limsup a,, (1.54)
n—00 n—00
pa skup A treba biti jednoc¢lan skup, tj.
L2 _ 4 + (1.55)
3= "3 ¢=3t& :
odakle je a = —1. ]
Definicija 1.17. KaZemo da je niz realnih brojeva (ay,) Cauchyjev ako
(Ve > 0)(3ng € N) |ap, — an| < e, Yn,m > ng. (1.56)

Teorem 1.18 (Potpunost skupa R). Niz (a,,) u R je konvergentan akko je Cauchyjev.
Zadatak 1.10. Neka je (x,,) niz realnih brojeva takav da je

|Tnt1 — T < , Vn € N. (1.57)

Je li (z,) konvergentan?

Rjesenje: Dokazati ¢emo da je (x,) Cauchyjev. Neka su m,n € N, m > n. Imamo:

’xm - xn’ = |(xm - :Em—l) + (xm—l - xm—2) +---+ ($n+1 - xn)‘ <
< |xm_xm71|+|xmfl_xm 2|+ ’$n+1_$n| <
1 1 1 1 1 1
< - 1 - m—n—1 = 158
1 m—n
NS 51
- 3n 1—7 - 23"
gdje je 1 — (%)m_” < 1. Dakle,

1
|Tn — Zm| < ==, Ym,n € N, m > n. (1.59)



1. KONVERGENCIJA NIZOVA

Neka je € > 0. Trebamo pronaci ng € N tako da

25

|Tn — x| < e, Ym > n > nyg. (1.60)
Zbog nejednakosti (1.59) je dovoljno pronaci ng € N tako da
31 3
5370<5<:>3 0€>§. (161)
Zbog 3™ = (1+2)"0 =310 ("°)2% > ng - 2 i Arhimedovog aksioma (za a = 2¢ib = 3)
vidimo da postoji ng € N takav da
" 3
3"e >mng-2e > —. (1.62)

2

O]
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1. Otvorene i zatvorene kugle

Definicija 1.1. Neka je X # (). Preslikavanje d: X x X — R je metrika ako vrijedi:
(M1) d(z,y) >0, Va,y € X (pozitivnost)

(M2) d(z,y) =0 < x =y (strogost)

(M3) d(z,y) = d(y,z), Yo,y € X (simetricnost)

(M4) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), Vr,y,z € X (nejednakost trokuta)

Uredeni par (X, d) zovemo metricki prostor.

Zadatak 1.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Definiramo:

d(z,y) == ad(z,y) + B, (1.1)

za neke a, B € R. Kakve uvjete moraju zadovoljavati o i B tako da bi (X,d’) bio metricki
prostor?

Rjesenje: Provjeravamo svojstva metrike:
(M3) Vrijedi za d' (jer (M3) vrijedi za d).
(M2) Treba vrijediti: d'(z,z) = ad(z,z) + == =0.
S druge strane, sada imamo da 0 = d'(z,y) = ad(x,y) = z =y (jer (M2) vrijedi za

d).
(M1) Vrijedi:
0<d(z,y) = ad(z,y) & a > 0. (1.2)
(M4) Vrijedi:
d'(z,y) = ad(x,y) < ald(z,2) +d(z,y)) = d (x,2) + d'(z,y). (1.3)

Dakle, da bi d’ bila metrika, treba vrijediti a > 01 3 = 0.

O
Promatramo slucaj n-dimenzionalnog Euklidskog prostora:
X =R":={(z1,...,2p) | 21,...,2p ER}, n>1 (1.4)
Definiramo preslikavanja:
do: R" x R" = R, do(z,y) =
> 2(z,y) (1.5)

doo: R" X R" = R, doo(z,y) = max{|z1 — y1|,- -, |Tn — ynl},

zax = (r1,...,2,) 1y = (Y1,...,yn) € R™
Zadatak 1.2. Dokazite da je (R™, d~) metricki prostor.

Rjesenje:
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(M1) Vrijedi pozitivnost:

doo(z,y) > 0. (1.6)
(M2) Vrijedi strogost:
doo(z,y) =0 |21 —y1| =+ = |20 —ya| =0 (L.7)
ST =Yl Ty = Yn S T =Y.
(M3) Vrijedi simetri¢nost:
doo(2,y) = max{|z1 —y1|,.. ., |zn — yu|} = max{ly1 —21],..., [yn — 0|} = doo(y(,l%

(M4) Za sve i € {1,...,n} vrijedi nejednakost trokuta:

|z — vil < |z — 2l + |20 — yil < doo(z,2) + doo(2,9), (1.9)

odakle dobijemo:
doo(z,y) < doo(x,2) + doo(2,Y)- (1.10)
]

Zadatak 1.3. a) DokaZite Cauchy-Schwarzovu nejednakost:

n n n
Dol < (| D wF | D v Va,y € R (1.11)
=1 =1

i=1
b) Dokazite da je (R™,dy) metricki prostor.
Rjesenje:

a) Neka je f(t) := > (|lzi|t + |vi])?, t € R. Tada je:

n n n
f@) =0 et +2t> |zl + Y i = At> + Bt + C, (1.12)
=1 =1 =1
gdje je
n n n
A:Zx?, BZQZ’%‘?J@", C:Zy?. (1.13)
i=1 =1 =1

Zbog ¢injenice da vrijedi f(t) = > i (Jo]t + |yi])? > 0, Vt € R, diskriminanta mora
biti nepozitivna, tj.

n n n n n n
03 D = BaAC = 23l P—A( (Y00 & S lal < | S0 [ 32
=1 =1 =1 =1 =1 =1
(1.14)

b)(M1) Vrijedi pozitivnost:
dao(z,y) > 0. (1.15)
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(M2) Vrijedi strogost:

n n
0= Z lv; —yil? < 0= Z lzi—yi)? & lz1—yP = = |lzn—m]P =0z =
i=1 i=1
(1.16)
(M3) Vrijedi simetri¢nost:
(M4) Vrijedi nejednakost trokuta (koristimo Cauchy—Schwartzovu nejednakost (1.11)):
n n
dy(,y) = (mi—y)? =D (wi—zi+z—y) =
i=1 i=1
n n n
= (zi— )2 +2> (v —2)(z — i) + > (2 —y:)” <
i=1 i=1 i=1
n n n
<Y (@i z) 2> i — zllz - wl + D (z - i) <
i=1 i=1 i=1
n n n n
<Y (@wi— ) 2, D (i —2)2 | D (- w)+ D (i —w) =
i=1 i=1 i=1 i=1
2
n n
S @iz [ S - 22 | = (dale,2) + da(z, )
i=1 i=1
(1.18)
O

Napomena 1.2. R" je takoder unitaran prostor sa skalarnim produktom.:

(w,y) ==Y @iy (1.19)
=1

Tada za normu induciranu tim skalarnim produktom

(1.20)

vrijedi
|z —yll = da(z,y). (1.21)

Zadatak 1.4 (Domaca zadac¢a). DokaZite da je (R™, dy) metricki prostor, ako je

dilay) = Jai — il (1.22)
=1

Definicija 1.3. Neka je (X,d) metricki prostor, zg € X i r > 0. Otvorena kugla sa
sredistem u xq 1 radijusom r je skup

K(xo,r) ={x € X | d(z,z0) <r}. (1.23)

Y.
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Primjer 1.4. a) (R,|-|) je metricki prostor.

/Z////.////)( —
~ | 7

Ya‘r XD Xp{’r

Sada je

K(CL'O,’I“):{QL’GR| |$—$0| <’r}:<gjo_7~’x0+r>‘

b) Imamo:

(L) (00 ),

31

(1.24)

D P ey I
/ > /’ - \‘ I" i /‘l
/\.,'_r. /\’ l’l/ ‘: 1 L |
, "a ;Yo 1 %h /’J $ 'Y J/ r .
\ s s 0,0 T
y \\. g ¢4 L ==
— .Y -
L4 7 ~7

Definicija 1.5. Podskup U C X metrickog prostora X je otvoren ako se moZe prikazati kao

unija otvorenth kugala v X .
Primjer 1.6. K(xg,7) je otvoren skup.

Teorem 1.7.
U je otvoren < (Vxg € U)(Ir > 0) K(zg,r) C U.

(1.25)
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Zadatak 1.5. Dokazite da je skup

otvoren u (R™,dg).

Rjesenje: Skiciramo u R?:

U = (a1,b1) X -+ X {an, bp) (1.26)

Primijetimo da je U = {y € R": a; <y; <b;, Vi=1,...,n}. Neka je x € U.

Definiramo:

ro=min{x; —a;,b; —x; | i € {1,2,...,n}}. (1.27)

Tada je zay € K(z,r) tei € {1,2,...,n}

pa je

Slijedi da vrijedi:

pa je y € U. Dakle,

Po Teoremu je U otvoren.

lyi — xi| < da(z,y) <, (1.28)

Yi — o <1r < b —wi =y < by,

Zadatak 1.6. DokaZite da je

otvoren u (R?,ds).

Rjesenje: Skiciramo:

(1.29)

Ty — Yy <1 STy —ap = Y; > a.
a; <y < by, ’iE{l,Q,...,n}, (1.30)
K(z,r) CU. (1.31)
O
U={(z1,20) € R? | 22 + 23 > 4}, (1.32)
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0

1®
N

————

A7 TN

Neka je z € U. Tada je 2 + 23 > 4. Neka je r := /2% + 22 — 2. Dokazimo da je
K(x,r)CU.

Neka je y € K(x,r). Tada je (koristimo nejednakost trokuta):

Vo a3 = d(2,0) < d(a,y) + d(y,0) <7+ [y} + 93 = \Jad +F 2+ \JuE + 3

sS2< /Rt eyity>deycl.

(1.33)
Dakle, K(z,r) C U, pa je po Teoremu 1.7 U otvoren. O

Definicija 1.8. Topologija na skupu X # 0 je familija T podskupova od X koja zadovoljava
shedeca svojstva:

(T1) 0, X €T
(T2) Ako je {Uq | o € I} C 7 proizvoljna familija iz 7, tada je | J,c; Ua € T.
(T3) ZaneN, Uy,...,U, € 7 slijedi da je (), U; € 7.
Teorem 1.9. U metrickom prostoru (X, d) familija
7:={U C X | U otvoren} (1.34)
je topologija na X.
Zadatak 1.7. Neka je X #0 i d: X x X — R definirana s

mez{ giizf (1.35)

a) Dokazite da je d metrika.
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b) Odredite familiju otvorenih skupova T.
Rjesenje:

a)(M1) Vrijedi pozitivnost:
d(z,y) >0, Vz,y € X.

(M2) Vrijedi strogost:
dz,y) =0 x=y.

(M3) Vrijedi simetri¢nost:
d(z,y) = d(y, ), Yo,y € X,

(M4) Neka je z,y,z € X. Vrijedi nejednakost trokuta:
=y =dzy)=0<d(z2)+dzy),

jer je d(z,z) > 01d(z,y) > 0. Nadalje, vrijedi:

r#£y=>z£xiiz£y=d(z,x)+d(z,y) > 1=d(x,y).

b) Vrijedi:
K(z,1)={y e X:d(z,y) <1} = {z}.

Neka je A C X proizvoljan. Tada je

A= J{=} = | K1),

T€EA r€A

pa je po definiciji A otvoren.

Stoga je 7 = P(X). (svaki podskup A C X je otvoren)

Napomena 1.10. Metrika iz Zadatka 1.7 se zove diskretna metrika.

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

Definicija 1.11. Podskup A metrickog prostora je zatvoren ako je A= X \ A otvoren.

Zadatak 1.8. Dokazite da su sljedeéi skupovi zatvoreni u metrickom prostoru (X, d):

a) zatvorena kugla: K(xg,r) :={x € X | d(zo,z) <1},
b) {z}, v € X.

Rjesenje:
a) Trebamo dokazati da je K (xg,7)¢ otvoren.

Neka je y € K(zg,r)°. Uzmimo & = £ (d(zq,y) — 7).



1. OTVORENE I ZATVORENE KUGLE 35

-

7/

ek
"m‘t"l‘ y
ZA

Neka je z € K(y,¢). Imamo:

z € K(y,e) = d(z,y) < %(d(xo, y)—71) =1+ 2d(2,y) < d(xo,y) < d(zo,2) + d(z,y).

(1.43)
jer d(z,y) > 0, sada je d(zo,z) > r, dakle z € K(xo,7)¢. Jer je z € K(y, &) bio
proizvoljan zaklju¢ujemo K (y,e) C K(xg,r)c.

Slijedi da je K(y,e) C K(zo,7)¢ pa je po Teoremu 1.7 K (zq,7)¢ otvoren.

b) Neka je x € X i A := {x}. Tada za y ¢ A slijedi da je y # x, pa za ¢ = %d(m,y)

vrijedi:
2 € K(ye) = d(y, ) < e < d(z,y) < d(z,2) + d(2,), (1.44)
pa imamo
1 1

tj. v #z,pajez ¢ A (K(y,e) C A9)

Ly 2y

Dakle, K(y,e) C A pa je po Teoremu 1.7 A¢ otvoren.
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2. Zatvarac, interior i rub skupa

Definicija 2.1. Neka je A podskup metrickog prostora X. Definiramo:

o zatvarac skupa A: A= (| F  (druga oznaka : C1A)
ACF
F zatvoren
e interior skupa A: IntA= |J U
UCA
U otvoren

o rub skupa A: 0A=ANX\A
Napomena 2.2.

1) A i DA su zatvoreni skupouvi.

2) Int A je otvoren skup.

3) Skup A je zatvoren ako i samo ako vrijedi A = A.

4) IntACACA
Primjer 2.3. Promatramo metricki prostor (R, ds).

a) A=(0,1]: Int A=(0,1), A=10,1], 9A=1{0,1}

b) IntZ=0, Z=7, 0Z=ZNR\Z=ZNR=7

¢) MtR=R, R=R, R=RN0O=10
Zadatak 2.1. Neka je (X,d) metricki prostor i A C X. DokaZite:

r€A = (Ve>0) K(z,e)NA#D.

Rjesenje: Neka je x € A i pretpostavimo da postoji ¢ > 0 takav da K(z,6) N A =
skup F := X\ K (z,¢) vrijedi da je zatvoren, AC Eix ¢ E. Tada x ¢ AQF F

F' zatvoren
je kontradikcija.

Drugi smjer é¢emo pokazati obratom po kontrapoziciji. Pretpostavimo da x ¢ A, tada
postoji skup F' takav da A C F, F zatvorenix ¢ F. X\F je otvoren skup koji sadrzi x, pa
postoji € > 0 takav da K(z,e) C X\F. Ocito je K(z,e) N F =, a kako je A C F vrijedi
K(z,e)NAC K(z,e)NF = 0. O

Primjer 2.4.

a) Jerje Q gust uR, prema prethodnom zadatku imamo Q = R. Takoder vrijedi Int Q = ()
i0Q=QNR\Q=RNR=R.

b) Promotrimo skup A = {% 'n € N}, po prethodnom zadatku vrijedi A = A U {0}.
Zadatak 2.2. Neka je (X,d) metricki prostor. DokaZite:

a) A=Int AUOA,
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b) Int ANOA =10,
c) A = A\ Int A.

Rjesenje: a) Trebamo pokazati dvije skupovne inkluzije, pa neka je z € A. Pretpostavimo
da = ¢ Int A, tada ne postoji otvoren skup koji sadrzi x takav da je ¢itav skup sadrzan u
A. Posebno,

(Ve >0) K(x,e)nN(X\A) #0,

pa po zadatku 2.1 mozemo zakljuciti z € X\A. Dakle, z € AN X\A = 0A.
Drugi smjer slijedi direktno iz ¢injenice da vrijedi Int A C A i 9A C A.
b) Neka je z € Int A, tada postoji € > 0 takav da K(x,e) C A. Jer je K(z,e) N (X\A) =0
iz zadatka 2.1 slijedi z ¢ X\ A, §to povlaci x ¢ 0A. Dakle, Int ANJA = 0.
c) Iz b) imamo da je unija Int A U A disjunktna, pa iz a) slijedi 0A = A\ Int A.

Definicija 2.5. Zax € X i A C X definiramo udaljenost izmedu x i A kao
d(z,A) .= inf{d(x,y) : y € A}.
Zadatak 2.3. Dokazite da za podskup A metrickog prostora (X,d) vrijedi
A={z e X :d(z,A) =0}.

Rjesenje: Neka je x € A te e > 0 proizvoljan. Po zadatku 2.1 vrijedi K (z,e) N A # (). Tada
postoji y. € K(x,e) N A pa imamo d(x, A) < d(z,y.) < €. Dakle, za svaki € > 0 vrijedi
d(xz,A) < e pajed(z,A) =0.

Obratno, pretpostavimo d(x, A) = 0. To znaci (po definiciji infimuma)

(Ve >0)(Jy € 4) t.d. d(z,y) <d(x,A) +e =¢,

iz ¢ega vidimo K (x,e) N A # (). Sada iz zadatka 2.1 slijedi tvrdnja.
O

Definicija 2.6. Neka je (X,d) metricki prostor. Tocka xo € X je gomiliste skupa A C X
ako za svaki otvoreni skup U C X takav da xg € U vrijedi

Un(A\{zo}) # 0.

Skup svih gomilista oznacavamo s A’.

Napomena 2.7. Tocka x¢g € X je gomiliste skupa A C X ako svaka otvorena okolina tocke
o sadrzi neku tocku iz A razlicitu od xg.

Primjer 2.8. Skup svih gomilista skupa A = {% in € N} je skup A" ={0}.
Propozicija 2.9. U metrickom prostoru X wvrijedi A= AU A'.

Dokaz: Slijedi iz zadatka 2.3.

Zadatak 2.4. Neka je (X,d) metricki prostor i A C X. DokaZite:

a) A= X\Int (X\A),
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b) Int A= X\ (X\A).

Rjesenje: Vrijedi:

x\A=x\ () F*= |y Y J v=me((x\4), (@1
ACF ACF UCX\A
F zatvoren F' zatvoren U otvoren

gdje jednakost (x) slijedi iz toga da je A C F', F' zatvoren ako i samo ako je X\F C X\A,
X\F otvoren. Iz dobivenog direktno slijedi tvrdnja a). Primjenom (2.1) na X\ A dobivamo
X\(X\A) =Int (X\(X\A)) = Int A, iz ¢ega slijedi b) tvrdnja.

0
Zadatak 2.5. Dokazite da je S = {(z,0)|z € R} zatvoren u (R?,ds).
Rjesenje: Neka je (x,y) € SC, tada je |y| > 0. Tvrdimo da je B := K <(:c,y), ‘%') C s8¢,
Neka je (2/,y') € B, tada imamo

lyl _ Jyl

> 0,
2~ 2

W' =yl =y =y >yl —

gdje smo iskoristili |y — /| = ]y —v2 < ]y -y ]2+ ]z —2]2 < hé—‘ Time smo pokazali
da je (2,y') € SC. Dakle, S€ je otvoren u (R2,ds), pa je S zatvoren. O

Definicija 2.10. Niz (x,), u metrickom prostoru (X, d) je konvergentan ako postoji o €
X takav da
(Ve >0)(Inp €N) t.d n>ny = d(zp,x0) <e¢

Pisemo: x, — xo ili lim z, = xg.
n—0o0

Zadatak 2.6. Neka su (xy)n @ (Yn)n nizovi u metrickom prostoru (X, d) takvi da li_>m Tp =2
n oo
1 lim y, = y. DokaZite:
n—oo X
lim d(zy,, yn) = d(x,y).

n—oo

Rjesenje: Prvo ¢emo pokazati da je za x,2',y,y':

|d(x,y) —d(z',y)| < d(z,2") +d(y,y). (2.2)
Vrijedi:
d(z,y) —d(2',y') < d(z,2") + dlz5g T+ d(y', y) — 577,
d(@',y') — d(z,y) < ( x) + dlag) + d(y,y') — i),
pa je

*(d(l‘, CC/) + d(ya y/)) < d(xlv y,) - d(SE, y) < d((L‘, SC/) + d(ya y/)>
¢ime je pokazano (2.2). Neka je € > 0, tada postoje ny,ne € N takvi da

d(xp,x) < %, Yn>ny i d(yn,y) < %, Vn >
Neka je ng := max{ni, nq}, tada za n > ng vrijedi:
€
[A(@n,yn) = d(z,y)| < d(@n, @) +d(yn,y) < 5+ 5 =¢
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Teorem 2.11. Neka je (X, d) metricki prostor i A C X. Tada vrijedi

r €A < postoji niz (v,), C A t.d. lim x, = .

n—oo

Napomena 2.12. A je zatvoren ako i samo ako sadrzi limese svih svojih konvergentnih
NniZoVa.

Definicija 2.13. Niz (xy,), u metrickom prostoru (X, d) je Cauchyjev ako

(Ve > 0)(3ng €N) t.d. m,n>ny = d(zp,rm) <e.
Napomena 2.14. Konvergentan niz je uvijek Cauchyjev. Obrat ne mora vrijediti!
Definicija 2.15. KaZemo da je (X,d) potpun ako svaki Cauchyev niz konvergira.
Primjer 2.16. (R",d2) je potpun.

Zadatak 2.7. Neka je (X,d) potpun metricki prostor i Y C X. Tada je (Y,d) metricki
prostor. DokaZite da je Y zatvoren u X ako i samo ako je (Y,d) potpun.

RjeSenje: Pretpostavimo da je Y C X zatvoren. Neka je (z,), Cauchyev niz u (Y, d). Tada
je (zn)n Cauchyev i u (X,d) pa zbog potpunosti postoji x € X takav da x, — z. Po
pretpostavci je Y zatvoren, pa po teoremu 2.11 vrijedi z € Y.

Pretpostavimo sada da je (Y, d) potpun. Neka je x € Y, tada po teoremu 2.11 postoji
niz (x,), C Y takav da z, — z. Specijalno je (x,), Cauchyjev u Y pa zbog potpunosti
i konvergentan u Y. Tada zbog jedinstvenosti limesa vrijedi z € Y. Dakle, pokazali smo
Y CY,tj. Y =Y, pajeY zatvoren. O

Primjer 2.17.
e ([a,b],d) je potpun jer je zatvoren u R, pri éemu je d(z,y) = |z — y|.

e (Q,d) nije potpun, jer nije zatvoren u R (Q = R # Q).
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Limes 1 neprekidnost
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1. Neprekidnost funkcije

Definicija 1.1. Neka su (X,d) i (Y,d') metricki prostori, i neka je A C X,xg € A’ i
f:+A—Y funkcija. KaZemo da je L € Y limes funkcije f u tocki x¢ ako

(Ve > 0)(30 > 0)(z € A,0 < d(z,x0) <6 = d'(f(z),L)<e).

Pisemo: L = lim f(x).

T—rT0
Zadatak 1.1. Izracunajte limese (ako postoje):

2,2

a) lim &, b lim 2.
(z,y)—(0,0) 2 + y2 (z,y)—(0,0) 2 + y2
Rjesenge: a)
ox BV oo,

T2ty T 2240

Drugi nac¢in: Neka je ¢ > 0. Tada za § := /e > 01iza (z,y) takve da 0 < ||(z,y) — (0,0)| =
|(x,y)|| < d vrijedi

222
x2 +y?

—o} <@ <@yl < =¢

. o .. . . 29,2
iz Cega slijedi  lim 2 f_’ y =
(z,y)—(0,0) Y
b) Ra¢unamo:

li —  —lim — =0
(@QHR&O)x24—02 250 72 ’

li T = lim S ==
(m,x)gr%0,0) 22422 a0 2% 2

iz ¢ega vidimo da limes ne postoji.

O

Definicija 1.2. Neka su (X, d) i (Y,d") metricki prostori, i neka je A C X,xg € ANA" i
f:+A—Y funkcija. KaZemo da je f neprekidna u tocki xo ako je

lim f(z) = f(2o).

T—rT0
Napomena 1.3. Kompozicija neprekidnih funkcija je neprekidna.

Zadatak 1.2. Ispitajte neprekidnost funkcija:

-732?/2
a)f:R2—>R, f(x7y): «T2+y2 ’ (‘Tvy)#(ov()%
0 (e.y)=0.0),
L @) #0,0)

b) f:RE =R, f(x,y)=q Va2+y?
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2,2

. . 7y
Rjesenje: a) Iz prethodnog zadatka znamo lim —_

gesenje: a) Iz p 5 (z,)—(0,0) 2 + 42
kidna.

b) Ra¢unamo:

= 0= £(0,0), pa je f nepre-

z—0

x
lim f(z,0) = lim —= lim — = lim 1 =1,
z—>0+f( ) z—0t /12 + 02 z—0t ’1" z—0t
: . 0—y N .
lim f(0,y) = lim —— = lim — = lim — 1= —1.
y—>0+f( y) y—0t+ /02 + y2 y—0+t \y| y—0t

Dakle, f nema limes u (0,0) pa nije neprekidna.

O]

Teorem 1.4 (Heinelova karakterizacija neprekidnosti). Neka su X i Y metricki prostori,
neka je f: X — Y funkcija i xg € X. Tada je f neprekidna u xg ako ¢ samo ako za svaki
niz (xn)n C X takav da x, — xo vrigedi f(z,) — f(xo).

(2 2
Zadatak 1.3. Moze li se funkcija f(x,y) = M

na RZ ¢

dodefinirati do neprekidne funkcije
x —_—

Rjesenje: Domena funkcije f je Dy = R?*\{(z,z) : € R}. Neka je 9 € R i neka je
((Zn, Yn))n niz u R? takav da (z,, yn) — (20, 20).Tada je
2 2 2 2
s — S _
lim f (2, go) = lim SEn ~Yn) oY _ hnligﬂgﬁ“gﬂl
n—00 n—oo Ty — Yn Tn + Yn n—oo Xy — Y

: (xn + yn) = 2x0.

Ako dodefiniramo funkciju f na sljedec¢i nacin:

sin (22 — y?)
flx,y) = T—y
2z , T =1,

, T F Y,

onda iz Heineove karakterizacije neprekidnosti slijedi da je funkcija f neprekidna na R2.

O
Napomena 1.5. f = (f1, f2) : R? — R? je neprekidna ako i samo ako su f1, fo neprekidne.

Zadatak 1.4. Mogu li se sljedece funkcije prosiriti do neprekidnih funkcija na R??

1 — cos (zy)

a)f(%y):ma b)f(fﬁvy):<

r?sinz xln(1+y?)
x2+y2’ x2_|_y2 :

Rjesenje: a) Domena funkcije f je Dy = R?\{(z,y) : zy = 0}. Neka je (2o, yo) t.d. zoyo = 0,
i neka je ((zn,yn))n niz u R? takav da (2, ) — (70,%0). Tada 2,5, — zoyo = 0 pa je

1—cos (Znyn)

) .1 —cos(zpyn) . 292 1
lim f(xn,yn) = lim —————55 = lim ——2—— = —.
Nn—00 v gn n—oo In (1 + x%y%) n—00 ln(i%:z:z:y%) 2
1_
cos(zy) 40,

Dakle, f(z,y) = ¢ In(1+ 22y?) je neprekidna funkcija na R2.
1

2 ,xy:()
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b) Treba samo provjeriti moze li se funkcija dodefinirati u (0, 0) tako da bude neprekidna.
Rac¢unamo:

x?sinz |z|?| sin | . 20
T 2| S = = |sinz| — 0,
T
zln(1+y%)|  ay? 20

gdje smo iskoristili da je In (1 +1¢) < ¢, za ¢t > 0. Vidimo da ¢e funkcija f biti neprekidna
ako definiramo f(0,0) := (0,0).
O

Zadatak 1.5. DokaZite da je f: R" — R, f(x) = ||z|| neprekidna.

Rjesenje: Neka je zgp € R, inekajee > 0. Tadazad =ciz € R" t.d. ||z — x| < § vrijedi

[f (@) = f(o)| = [[lz]l = llzoll] < [l —zol| <& =e.
O

Teorem 1.6. Neka su X ¢ Y metricki prostori i f : X — Y neprekidna funkcija. Tada
vrijedi:

a) za svaki U C'Y otvoren je f~1(U) otvoren,
b) za svaki F CY zatvoren je f~1(F) zatvoren.
Zadatak 1.6. Ispitajte otvorenost i zatvorenost skupova:
a) A= {(z,y) € R? : zy > 1},
b) B={(r,y) €R?:2+y>2 ssinz +siny < z2%}.
Rjesenje: a) f: R? — R, f(z,y) = 2y je neprekidna, vrijedi
(L 400)) = {(z,y) €R?: f(z,y) € (L +o0)} = {(z,y) e R? 12y > 1} = A,

Sada iz teorema 1.6 slijedi da je A otvoren. Jedini skupovi koji su i otvoreni i zatvoreni
u Euklidskoj topologiji su () i R™. A oéito nije prazan, te (0,0) ¢ A pa A # R2. Dakle,
A nije zatvoren. To smo mogli pokazati i koriste¢i ¢injenicu da zatvoreni skupovi sadrze
limese svih svojih konvergentnih nizova. Na primjer, (1 + %, 1+ %) je konvergentan niz u
A i konvergira prema (1,1) ¢ A, pa A nije zatvoren.

b) f:R2 — R, f(z,y) =2z+yig: R> — R, g(z,y) = sinxz+sin y — 2% su neprekidne.
Vrijedi

B = f7([2,+00)) N g~ ((—o0,0).

Jer su f i g neprekidne, [2,4+00) i (—00, 0] zatvoreni skupovi te presjek dva zatvorena skupa
zatvoren skup, mozemo zakljuéiti da je B zatvoren. Jer B # () i B # R2, skup B nije
otvoren.

O

Definicija 1.7. Skup A C X je kompaktan ako svaki niz v A ima konvergentan podniz
cigi je limes u A.

Teorem 1.8. A C R" je kompaktan ako i samo ako je omeden i zatvoren.
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Zadatak 1.7. Ispitajte kompaktnost sljedec¢ih skupova:
o) K ={(z,y) € R*:zy > 1,2% +y* <5},
b) K ={(z,y) e R? : xy > 1,2° + y* < 5},
c) 7.

Rjesenje: a) Vrijedi K = f~1([1,+00)) N g1 ({—oc,5]), gdje su f(z,y) = zy i g(z,y) =
x? 4 y? neprekidne funkcije. Vidimo da je K zatvoren, jos ¢emo pokazati da je omeden. Za
(z,y) € K vrijedi 5 > 22+ y% = |(x,9)|1?, ti.- ||(z,9)] < v/5. Tada je K kompaktan po
teoremu 1.8.

b) K nije zatvoren jer ne sadrzi limese svih konvergentnih nizova u K, npr.

(-8 ()

Tada K nije ni kompaktan.
¢) Z nije omeden, pa nije ni kompaktan. Drugi nac¢in je da uo¢imo da je z, =n, n € N
niz u Z koji nema konvergentan podniz, pa Z nije kompaktan.
O

Zadatak 1.8. Neka je A C X kompaktan i B C A zatvoren skup. DokaZite da je B
kompaktan.

Rjesenge: Neka je (x,), niz u B C A. Jer je A kompaktan, niz (z,), ima konvergentan
podniz z,, — xo € A. Jer je B zatvoren, vrijedi xy € B. Dakle, (z,), ima konvergentan
podniz s limesom u B, pa je po definiciji skup B kompaktan. O

Zadatak 1.9. Neka je f: X — Y neprekidna funkcija + K C X kompaktan. DokaZite da
je f(K) kompaktan skup.

Rjesenje: Neka je (yn)n niz u f(K) = {f(x): x € K}. Tada za svaki n € N postoji z,, € K
takav da y, = f(zy). (zn)n je niz u kompaktu K pa ima konvergentan podniz (z,, )x s
limesom zy € K. Jer je f neprekidna, po teoremu 1.4 vrijedi f(zn,) — f(zo) € f(K).
Dakle, (yn, )« je konvergentan podniz niza (yy), s limesom u f(K), pa je f(K) kompaktan.

O

Definicija 1.9. Podskup A metrickog prostora X je nepovezan ako postoje U,V C X
neprazni i otvoreni takvi da ANU #0, ANV A0, ACUUV ¢ (UNV)NA=40.
Kazemo da je A povezan ako nije nepovezan.
A je putevima povezan ako za svake dvije tocke xg,x1 € A postoji neprekidno presli-
kavange ¢ : [0,1] — X takvo da ¢(0) = xg, (1) = x1, ¢([0,1]) C A. ¢ zovemo staza ili
put.

Teorem 1.10. Neka je A C X putevima povezan. Tada je A povezan.

Zadatak 1.10. Neka je A C X povezan i f : X — Y neprekidna. Dokazite da je f(A)
povezan.
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0 1

(a) nepovezan skup (b) put

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno, to jest da je f(A) nepovezan. Tada postoje U,V CY
neprazni i otvoreni takvi da f(A)NU # 0, f(A)NV £ 0, f(A) CUUV I ({UNV)Nf(A) = 0.
Jer je f neprekidna funkcija, skupovi U’ = f~1(U) i V' = f~%(V) su otvoreni. Kako je
f(A)NU # 0 postoji y € f(A)NU. Tada postoji z € A takav da f(z) =y € U, iz Cega
zakljucujemo x € AN U’. Time smo pokazali AN U’ # (). Sasvim analogno se pokazuje
ANV £0.
Jer je A C f71(f(A)) imamo

U'NVYNA= YO NfFAV)NAC (AN TNV)) =0,

iz Gega zaklju¢ujemo (U’ NV’') N A = (). Takoder iz f(A) C UUV slijedi A C f~HU) U
f~1(V) = U'" U V'. Tada zapravo imamo da je A nepovezan skup, §to je kontradikcija s
pretpostavkom. Dakle, f(A) je povezan skup.

O

Zadatak 1.11. Dokazite da neprekidna funkcija f : R? — R ne moZe biti injekcija.

Rjesenje: Pretpostavimo da je f injekcija. Neka je B zatvorena kugla u R?, tada je f : B —
f(B) neprekidna bijekcija. B je kompaktan povezan skup u R? pa je i f(B) kompaktan
povezan skup u R, to jest f(B) je segment (ne moZe biti jedno¢lan skup jer je f injekcija, a
B nije jedno¢lan skup). Neka je x € B takav da f(z) nije rub segmenta f(B). Vrijedi da je
B\{x} povezan putevima, pa onda i povezan. S druge strane, jer se f(x) ne nalazi na rubu
segmenta f(B) lako se provjeri da je f(B)\{f(z)} nepovezan. Ali f(B)\{f(z)} = f(B\{z})

je povezan skup kao slika povezanog skupa neprekidne funkcije, $to je kontradikcija. Dakle,
f ne moze biti injekcija.
O

Zadatak 1.12. Odredite jesu li sljedeéi skupovi povezani:

o) A=R2\{(0,0)}

b) B ={(z,y) €R: Jy| > 1)

c) C={(z,y) eR?: 2% +y*> =1}

d) D={(z,y) eR?: 1 <2?+y* <4,y >0}

e) E=Q (uR)

f) F =R\Q
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FanY
L
L

Rjesenje: a) R?\{(0,0)} je povezan putevima pa i povezan.
b) Uzmimo na primjer U := {(z,y) € R?: y <0}, V := {(z,y) €R? : y > 0}. UiV su
otvoreni skupovi i vrijedi:

BNU = {(z,y) eER?:y < —1} £ 0,
BﬂV:{(x,y)€R2zy>1}7é@,
BCUUV, BNn(UNV)=40.

Dakle, B je nepovezan.

c) Neka je f : [0,27] — R? dana s f(x) = (cosz,sinz). f je neprekidna, [0,27] je
povezan skup i f([0,27]) = C, pa mozemo zakljuciti da je C' povezan.

d) Definiramo funkciju f : [1,2] x [0,71] — R% s f(r, ) = (rcos ¢, rsing). Uotimo da
je D :=[1,2] x [0, 7] povezan skup. Naime, proizvoljne dvije tocke (x1,41), (z2,12) € D se
mogu povezati putem koji se sastoji od dva segmenta: [(z1,y1), (z1,y2)] 1 [(z1,y2), (z2,y2)].
Dakle D je povezan putevima, pa je onda i povezan skup. Nadalje, vrijedi f([1,2] x [0, 7]) =
D i f neprekidna, pa je D povezan skup.

~r

e) Skup E = Q promatramo kao podskup od R. Uzmimo na primjer U := (—o00,v/2),
V := (v/2,+00). UiV su neprazni i otvoreni skupovi u R i vrijedi QNU # 0, Q NV # 0,
QCUUV teQN(UNV)=0. Dakle, Q je nepovezan po definiciji.
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f) F je podskup od R?, koji se sastoji od toc¢aka ¢ija je barem jedna koordinata iracionalna
(element R\Q). Pokazat ¢emo da je F' povezan putevima, iz Cega ce slijediti da je povezan.
Neka su (a,b),(c,d) € F. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je prva
koordinata tocke (a,b) iracionalna, tj. a € R\Q. Imamo dva slucaja:

1°) d je iracionalan

Tada se put sastoji od dva segmenta: [(a,b), (a,d)] i [(a,d), (¢,d)]. Oba segmenta se
nalaze u F' jer im je barem jedna koordinata iracionalna.

2°) d je racionalan

Tada je ¢ nuzno iracionalan. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo b < d, tada jer
je Q gust u R postoji e € R\Q, b < e < d. Tada se put sastoji od tri segmenta u F:

(a,b) — (a,e) — (c,e) — (¢, d).
L]

Napomena 1.11. MoZe se pokazati da za svaki prebrojivi skup S C R™, n > 2 vrijedi da je
R™\S putevima povezan, pa onda i povezan.

Zanima nas kako se svojstvo povezanosti skupa ponasa s obzirom na skupovne operacije.
Zadatak 1.13. Neka su A, B C R" povezani. Jesu li sljedeéi skupovi povezani:
a) AN B,
b) A® = R™A?

Rjesenje: a) Vrijedi samo za n = 1. Naime, povezani skupovi u R su intervali (otvoreni,
poluotvoreni, zatvoreni), a presjek dva intervala je ili prazan skup ili opet interval. Za n > 2
se lako moze smisliti protuprimjer.

b) Za n = 1 uzmimo A = [a,b], a < b. Tada je A® = (—o0,a) U (b, +0c0), ito je
nepovezan skup. Za n > 1 kostruiramo slican primjer; uzmimo A = [a,b] x R*~!. Tada
je AY = ({(—o0,a) U (b,+00)) x R*"™! = ({(—00,a) x R"1) U ((b, +00) x R*1). Skupovi
U :=(—00,a) x R"1iV := (b, +00) x R"! su otvoreni, neprazni, disjunktni i u uniji daju
skup A, pa zaklju¢ujemo da je A nepovezan skup.

O

Zadatak 1.14. Neka su A 1 B povezani skupovi takvi da je AN B # (. Tada je AU B
povezan.

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno, to jest da je A U B nepovezan. Tada postoje U,V ne-
prazni i otvoreni takvi da vrijedi (AUB)NU #0, (AUB)NV #0, (AUB) C(UUV)i
(UNV)Nn(AUB) =0.

Iz(AUB) C (UUV) imamo A C (UUV). Pretpostavimo ANU # 0 i ANV # 0,
znamo da vrijedi AN (UNV) C(AUB)N(UNV)=0. Tada je po definiciji A nepovezan,
Sto je kontradikcija. Dakle, vrijedi ANU =0 ili ANV = 0. Jer je A C (UUV), vrijedi
ACVili ACU. Analogno se pokazuje BC V' ili BCU.

Zbog pokazanog vrijedi AN B C U NV. Kako je po pretpostavci AN B # 0, iz
ANB C (AUB)N(UNV) slijedi (AUB)N(UNV) # 0, $to je kontradikcija s pretpostavkom
da je skup AU B nepovezan. Dakle, polazna pretpostavka je bila kriva i zaklju¢ujemo da je

AU B povezan.
O

Napomena 1.12. Ako su A i B otvoreni i disjunktni, onda je AU B nepovezan.
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(a) Primjer presjeka dva povezana skupa u R?
koji je nepovezan.

49

(b) Primjer komplementa povezanog skupa u R?
koji je nepovezan.
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1. Diferencijabilnost funkcije

Definicija 1.1. Neka je 2 C R™ otvoren skup. KaZemo da je funkcija f : @ — R™
diferencijabilna u tocki xo € Q0 ako postoji linearan operator A : R® — R™ takav da

o I 0+ ) = f(z0) = AB]| _

0.
h—0 I|h]|

Pisemo f'(xg) := A i f'(xo) zovemo derivacija funkcije f u tocki xg.

Napomena 1.2. Linearni operator A je jedinstveno odreden funkcijom f. f je diferencija-
bilna na Q0 ako je diferencijabilna u svakoj tocki xg € €.

Zadatak 1.1. Neka je f: R™ — R™ linearan operator. DokaZite da je f'(xo) = f, za sve
xg € R™.

Rjesenje: Racunamo:

lim If(xo + h) — f(z0) = f(R)] |f(w0) + f(h) — f(z0) = f(B)]|

= li =0.
0 ] h0 [l
Zbog jedinstvenosti derivacije zaklju¢ujemo f/(zg) = f. O

Zadatak 1.2. Neka je f : R" — R™ funkcija takva da || f(z)|| < ||z]|?, Vo € R". Izracu-
nagte f'(0).

Rjesenje: Za x = 0 vrijedi || £(0)| < ||0]|*> = 0, dakle £(0) = 0. Dalje imamo

170+8) — 1O 17 IR rso
= 0,
] SR

0<

tj. f'(0) =0. 0

Definicija 1.3. Neka je Q C R™ otvoren skup i f = (f1,..., fm) : @ — R™ preslikavange.
i-ta parcijalna derivacija funkcije f; tocki xo € Q se definira (ako postoji) s

pri cemu su e; = (1,0,...,0), e2 = (0, 1,0, ...,0), ..., en, = (0, ...,0,1) vektori kanonske baze u
R™.

Zadatak 1.3. Odredite parcijalne derivacije funkcije f: R? — R, f(x,y) = y?sinz.

Rjesenje:
of _ flzo+ Nyo) — f(@o,y0) . yd(sin(zo + A) — sin (z)) 9
_— = 1 = 1 = .
Oz (20, Y0) /\ino b\ A;IIOI h\ Yo COS X
of . f(zo,yo+N) — f(@o,y0) . sinzo((yo + )2 — yd) .
Oy (z0, o) A50 A A50 A YosimTo
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Teorem 1.4. Ako je f : Q°% C R — R™ diferencijabilna u xo € ), onda postoje sve
parcijalne derivacije i f'(xg) ima u paru kanonskih baza matricni prikaz

8f1 afl afl

871‘1(%) 37:32(960) e Tznn(xo)
8f2 8f2 af2
Flao) = | 0 B, g,
ami 8m: . 8m2
afxlw 522@0) a?;n(xo)

Zadatak 1.4. Odredite matricni prikaz derivacije funkcije f(z,y,2) = (zty, xze?). Odredite
f'(x0, 0, 20) (7, Y, 2).

Rjesenje: Lako se izracuna

9f

1 1
(:I:anOaZO) — 45E0y03 (:Z:anOaZO) — xéa (x07y0720) 0)

oz oy 0z
O0fo df 0f
af (20, Y0, 20) = €7, af (20, Y0,20) =0, af (20, Y0, 20) = x0€™

pa imamo

Toe

dx3 xd 0
f/(x()vyOaZO) = < egoyo 00 Zo) .

Rac¢unamo djelovanje operatora f'(xo, o, z0) na (z,vy,2) € R3:

x x
Flooo.zo) |y ] = (om0 w6 0 ) _ (4agyor + agy
0,50, <0 z e* 0 xge™ . ey + xpez )’

<

pa je f/(x07 Yo, ZO)($7 Y, Z) = (4$8y0$ + x%yv e“x + xoezoz)'
U

Napomena 1.5. Ako je f : Q" C R® — R diferencijabilna u xog € Q, onda je f'(x) :
R"™ — R linearan funkcional i reprezentiramo ga vektorom

0 0
VHa0) = (g (e o (20)).
Vektor V f(xg) zovemo gradijent funkcije f u tocki xo. Vrijedi:
"0
'(ao)h =V f(zo) -h = izlf%f(“)h

Zadatak 1.5. Neka je f:R® — R, f(x) = ||z||?>. DokaZite da je V f(xq) = 2.

Rjesenje:
o <l @o+h) = f(ao) =2z - h| _ [llzo + hl|* — ||zo]|* — 220 - |
- [[7] 172
_ ot + 22070 + ||1 ]| — Jzoll” — 22071 _ ||A]? —h) =00
17| ~Inl
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Zadatak 1.6. Ispitajte za

fog - LiTa (@07 00,
’ 0 (zy) =(0,0)

a) neprekidnost,
b) postojanje parcijalnih derivacija,
¢) diferencijabilnost.

Rjesenje: a) f je neprekidna na R?\{(0,0)}, pa jo§ treba ispitati neprekidnost u (0,0):

f(5:0) =0,
11 %% 1
f(ﬁaﬁ):ﬂ:y

iz. ¢ega vidimo da f ima prekid u (0, 0).
b) f ima parcijalne derivacije na R?\{(0,0)}:

37f(x0 vo) = yo - (F + ¥5) — Toyo - 279 _ Yo — T30

O (5 +y5)? o+ 208y5 + Y
8—f(:c0 yo) = 20 (28 + ¥3) — xoyo - 2y0 _ @ — yjo .
oy (f + ) g+ 2085 + g

Jer je )l\in%)w = 0 zaklju¢ujemo da parcijalna derivacija po x u (0,0) postoji i
%
vrijedi 3£(0,0) = 0. Sliéno vrijedi i §£(0,0) = 0, dakle f ima sve parcijalne derivacije na
R2.
c) f je derivabilna na R?\{(0,0)} i za (x,y) # (0,0) vrijedi

3 _ .2
Sttan - (L2,

3 _ ny )
(2 +92)? (22 +y2)2 )

Tada iz

. |f(0+h1,0) = f(0,0) — f'(0,0)(h1,0)|
0=, 1, 0]

= f'(0,0)e;

slijedi f'(0,0)e; = 0. Sli¢no se pokazuje f'(0,0)es = 0, pa nuzno mora vrijediti f/(0,0) = 0.
No, tada je

_ o _h?
i O+ A0+ R) = f(0,0) = f/(0,0)0(h M) _ . Fome _ 1
h—0 [(h, Rl h—0+/2|h|  h02y/2|h|

00,

dakle f nije diferencijabilna u (0,0).
O

Napomena 1.6. Dakle, f moZe imati sve parcijalne derivacije a da ne bude diferencijabilna.
Parcijalne derivacije nam daju "kandidate” za derivaciju.
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Zadatak 1.7. Dokazite da je funkcija

y*(2® — 2°)

) =4 aragp W FO0)
0 a(%',y) = (0,0)

derivabilna na R2.

Rjesenje: f je derivabilna na R?\{(0,0)}, pa jo3 treba provjeriti derivabilnost u (0, 0).

9,0 0) = lim A = im——=0
—2)\4

af L fON-f0,0) A

gy 00 = lim )y =y =0

Dakle, kandidat za derivaciju je A(h1, h2) = 0. Ra¢unamo:

h3(hi—2h3)

0 (P, ha) = fO,0)] | v2hiths
- [(1, ho)| VhE+ k3
Jom | m 214
T V2R R |+ R | \/2hT+ R - /BT + K3
< | )? + 2lho| "2 0,

Time smo pokazali da je A derivacija u (0,0).
L]

Teorem 1.7. Ako je f : Q C R™ — R™ diferencijabilna u xg € €2, onda je f neprekidna
U xg-.
Napomena 1.8. Obrat teorema opcéenito ne vrijedi, npr. f: R — R, f(x) = |z|.

2

x
i 5. Moze li se [ proSiriti do

Zadatak 1.8. Neka je f : R*\{(0,0)} — R, f(z,y) = o
T Yy

diferencijabilne funkcije na R??

Rjesenge: Da bi f bila diferencijabilna u (0,0), mora biti i neprekidna u (0,0). Ra¢unamo:

Ilﬁyz

<
— x2+y2

3/2

<
— x2+y2

o] < Jaf = 0

i

dakle mozemo dodefinirati funkciju f u (0,0) s f(0,0) := 0 tako da bude neprekidna. Sada
trazimo "kandidata" za derivaciju:

of o f(A0)—=f(0,0) .. 0—-0
g (0-0) = Jimy X\ = =0
of . f(O,N) = f(0,0) .. 0-0
A S U R w
dakle V£(0,0) = (0,0). Sada zbog
_ _ . I —0-0

11m =
h—0 V2|h| h—0  /2|h| 2v2
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zaklju¢ujemo da f nije diferencijabilna u (0,0). Dakle, f se ne moze prosiriti do diferenci-
jabilne funkcije na R2.

[
Zadatak 1.9. Ispitajte diferencijabilnost funkcije
In (1 + z%y?)
o . 1 ) ) Oa 0 )
Flay) =3 aZig0 (z,y) # (0,0)
0 (2, y) = (0,0).
Rjesenje: Treba provjeriti diferencijabilnost u (0,0). Lako se izrac¢una da je Vf(0,0) =
(0,0), pa je nul-operator kandidat za diferencijal. Vrijedi:
In (1-+hh3)
0< f(() +hy,0+ hQ) - f(0,0) - Vf(070) ) (hhh?) _ hi+h;
Vhi+ hj Vhi+ h3
h3h3 h3 (h1,h2)—(0,0)
< < —= = |h2‘ T 07
(h} + h3)\/h +h3 ~ |hal
iz ¢ega zaklju¢ujemo da je f diferencijabilna u (0, 0).
]

Teorem 1.9. Neka je f: Q CR"” — R™ funkcija i pretpostavimo da postoje sve parcijalne
derivacije % funkcije f na Q. Ako su sve parcijalne derivacije neprekidne, onda je f
diferencijabilna na Q.

Teorem 1.10 (Lancano pravilo). Neka su Q C R™ i Q' C R™ otvoreni skupovi, f : Q —
R™, g :Q — RP preslikavanja takva da f(Q2) C Q. Ako je f diferencijabilna u xg € Q i g
diferencijabilna u yo = f(xo) € ', onda je i go f diferencijabilna u zo i vrijedi:

(go f)(z0) = g'(f(x0))f (o).

Zadatak 1.10. Neka su f(x,y,z) = (zyz,1) i g(z,y) = (zy, ol :E;) Lzracunagte
(go f)(z,y,2).

Rjesenje: Vrijedi

X

Y
1 zZ Tz T
den=| 5 op | rewa= (YT V),
cosz _ SINTCOSY
siny sin®y
pa imamo
1 TYz
yz Tz TY
900 @) =g (o)) = |1 s (U4 )
cos (zyz) sin (zyz) cos 1
sin1 - sin? 1
Yz xz xy
= Yz xz Ty
yzcos(zyz) xzcos(ryz) axycos(xyz)
sin1 sin 1 sin1
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Zadatak 1.11. Neka je f : R? — R diferencijabilna funkcija. Sferne koordinate su dane s

x = rsinf cos p,
y = rsinfsin p,

z=17cosb.

Neka je u: R — R dana s u(r,0,¢) = f(x,y,2). Odredite 8,u,dpu, d,u.

Rjesenje:

( (x,y,2)

Definiramo ®(r, 6, p) = (rsinf cos p,rsinfsin g, rcosd). Tada je u = f o &. Odredimo
(1,0, ):
sinfcosp rcosfcosy —rsinfsing

&' (r,0,0) = | sinflsing rcosfsing rsinfcosyp
cosf —rsinf 0
Tada je
u/(r7 0, 90) = f/((I)(Ta 0, 90))(I)I(T7 0, 90)7
to jest
0 0 0 0
a—:f = a—isinGcosgp + agsinesingo—k a—‘zcosﬂ,
0 0 0
a—g = a$rcos¢9cos<p+ a‘grcosﬁsingo — a—irsin@,
0 0
% = —%rsin&singp + a‘grsinecos ®.
O
Definicija 1.11. Neka je Q C R"™ otvoren skup i f : Q@ — R funkcija koja ima sve parcijalne
derivacije 5)7};, j = 1,...,n. Parcijalne deriwacije tih funkcija 8%1- (%), i,7 = 1,..,n

zovemo parcijalne derivacije 2. reda i oznacavamo s

’*fr 1
, L, =1, ...,Nn.
6xi89:j J
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Parcijalne derivacije p-tog reda definiramo na slican nacin. Matricu drugih parcijalnih de-
Va0

02 f 02 f 02 f
0x10x1 (x) 0x10xo ($) e 0x10Tn (‘T)
0?2 0?2 0?2
6232(%2131 (.’E) 81‘25;‘2 (:E) e 8x28];‘n (l‘)
Hy(x) =
0?2 0?2 9?2
axngml (‘T) azngxz (LU) Tt Bacngxn (JI)

zove se Hesseova matrica funkcije f.

Teorem 1.12 (Schwartz). Neka je f : Q°% C R®™ — R funkcija takva da postoje sve
parcijalne derivacije drugog reda, te neka su one meprekidne. Tada je Hesseova matrica
simetricna, tj. vrijedi
o0 f B o’f 1
8:62'6.%']' N a$jal‘i’ bI= Dt

Definicija 1.13. KaZemo da je f : Q°% C R" — R™ klase C", i pisemo f € C"(), ako
komponentne funkcije f imaju neprekidne parcijalne derivacije r-tog reda.

ay(z® — y?)

Zadatak 1.12. Moze li se funkcija f(x,y) = 5.2
T )

bude:

dodefinirati u tocki (0,0) tako da

a) klase C*? b) klase C*?

Rjesenje: Prvo provjeravamo moze li se funkcija dodefinirati tako da bude neprekidna na
R2. Ra¢unamo:

zy(z® —y*) z’y zy® (2:4)=(0,0)
Definiramo f(0,0) := 0, tada iz gornjeg racuna vidimo da je f neprekidna. Parcijalne
derivacije u (0,0) su
_ = 1 =
Oz (0,0) A50 A\ 0,
3y (0,0) = lim 3 0

Za (x,y) # (0,0) imamo

OF (. gy = BPy =)@ +97) —ay(a® —y") 20 _ y(a* +42%y® —y*)
or"’ (22 +y?)? (22 4 y2)? ’
OF (g = &2 =30 +0%) — wy(a® = %) - (2y) _ w(z? — da?y? — y?)
gy’ (2% +y?)? (@ +y?)?
1z
4 2,2 4 2 2
+4 z9)2(0,
0 < vt 4ty —y7) V4l < 6y “HZ00
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te zbog ( %m% )%(m, y)=0= %(O, 0) zaklju¢ujemo da je % neprekidna. Na sli¢an nacéin
z,y)—(0,0

se dolazi do istog zakljucka za %’ pa je f € C1(R?) i vrijedi

r0.0 = (o0 f00) - 0o,

Dalje imamo

er o do+ra0-2%00
(0,0) = lim = lim— =1,
0x0dy A—0 A A0 AP
0> f 80,0+ X) — 5L(0,0) %
— lim 20 fim - 2 = 1
Oyox (0,0) 50 A A0 AP

Iz gornjeg rac¢una slijedi da f ¢ C?(R?), jer bi tada po Schwartovom teoremu vrijedilo

f
Oyox

82
(0,0) = 8x0fy(0’ 0).

Teorem 1.14 (O inverznom preslikavanju). Neka je Q@ C R™ otvoren i f : Q — R™ presli-
kavanje takvo da je f € CY(Q). Ako je xo € Q tocka takva da je f'(xo) regularan operator,
onda postoje okoline U C R™ od xg i V C R™ od yo = f(xg) takve da f : U — V ima
inverz f1 1V — U i vrijedi

(f= (o) = [f'(xo)] "

Zadatak 1.13. Neka je f : R? — R? definiran s f(z,y) = (e® cosy, e®siny). Odredite sve
tocke (z,y) € R? u kojima f ima lokalni inverz i izracunagte (f=1)(f(z,y)).

Rjesenje: Vrijedi
, _ (e®cosy —e’siny
Flay) = (emsiny emcosy) ’

pa je tada Jacobijan

e’cosy —e’siny

2 2 .2 2
e’siny e’ cosy = ¢ (cosTy +sinty) = e > 0.

Jf(x,y) = det(f'(x,y))

Dakle, f'(x,y) je regularan operator na R?, pa po teoremu o inverznom preslikavanju f
ima lokalni inverz u okolini svake tocke (z,y) € R?. Tada je (f~1)(f(x,y)) = [f'(z,y)] 7 .
Prepostavimo da je siny # 0. Inace bi vrijedilo cosy # 0, a tada je postupak slican.
Racunamo:
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ecosy —e®siny, 1 0 Z?ﬁzN e’ cosy —e®siny, 1 0
e *siny

T o T | e* cosy
e®siny  ecosy '0 1 p) siny 0 sy L

1 0 e Pcosy e Tsiny —e” cosy)

siny

~< ecosy —evsiny, 1 0 ) 9
(

0 —e®siny,1—cos?y —cosysiny \- — &
1 0 e Fcosy e Tsiny

(0 1,—e"siny e *cosy
1 0" e ¥cosy e "siny )’
Dakle
n—1 (e Fcosy e Tsiny
I = (.

O]

Napomena 1.15. U prethodnom zadatku f nije globalno invertibilna jer je periodicna, tj.
f(@,y +2m) = f(=,y).

Zadatak 1.14. Neka je f : R? — R? dana s f(x,y,2) = (yz,x2,2y). Odredite sve tocke
(7,y,2) € R? u kojima f ima lokalni inverz i izracunagte (f=1)'(f(x, vy, 2)).

Rjesenje: Vrijedi

0 z vy
f(x,y,2)=12z 0 x|,
y x 0
pa je Jacobijan jednak
0 2z y
(Jf)(z,y,2) =]z 0 z|=—2 y 30: Yy y 2‘:2:@2.
y oz 0 y y

Dakle, f ima lokalni inverz u to¢kama (z,y, z) takvima da je zyz # 0, $to vrijedi ako i samo
ako je x,y,z # 0. Takoder vrijedi (f~1)(f(z,y, 2)) = [f'(z,y,2)] 7}, te se dobiva

x 1 1

Qyz 2z 2y

1 Y 1

n—1 = — - o
(f ) (f(xv Y, Z)) - 2z 2z 2x
1 1 2

2y 2x _%
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2. Implicitno definirane funkcije

Teorem 2.1 (O implicitnoj funkciji). Neka je Q C R* ! otvoren skup i F : 0 — R klase
C1(). Neka je (x0,90) € 2, 20 € R", yg € R takvi da

) oF
F(zo,90) =0 i s——(z0,%0) # 0.

Oxn 41
Tada postoje okoline U C R™ tocke xg i V C R tocke yg takve da je U x V' C Q i postoji
jedinstvena funkcija f : U — V takva da F(z, f(x)) = 0, za svaki x € U. Takoder,
f € CYU) i vrijedi

98 (4, f(x)
— _Om I ]
=", iy "<

Primjer 2.2. F($7y) = z? + y2 -1 (x()vyO) = (07 1)

A

of
81‘1'

7 (XOIVO) )

Vrijedi %(m,y) = 2y, pa je %—5(0, 1) =2 # 0. Sada po prethodnom teoremu postoje

UCR,VCR ¢ f:U—YV takvi da
0eU, 1€V, 22+ f(x)?—1=0.

Primijetimo da je f(x) =1 — 22 i da je najveéi moguéi interval U jednak (—1,1).
Za (zo,y0) = (1,0) je %(mo,yg) =0, pa funkcija iz teorema 2.1 ne postoji.

Zadatak 2.1. Neka je F : R? — R, F(x,y) = x +siny. DokaZite da u okolini tocke xq =
0 € R postoji jedinstvena diferencijabilna funkcija f takva da F(z, f(x)) = 0 ¢ f(0) = 0.
Odredite f eksplicitno.

Rjesenje: Vrijedi F'(0,0) =0 i %—5(0,0) = cos0 = 1 # 0, dakle postoji funkcija f koja je
diferencijabilna na okolini 0 takva da F'(z, f(z)) = 0. Rac¢unamo:

flay— @) 1 | N
— %($,f($)) ~ cos f(%) N 1— (Sinf(x))Q - ma
is oga slijedi da je f(z) = — arcsin.
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Zadatak 2.2. Neka je F(z,y) = xy —Ilnz+Iny, x,y > 0. DokaZite da postoji jedinstvena
diferencijabilna funkcija f : (0,400) — R takva da F(z, f(x)) =0, za svaki x > 0. Odredite
lokalne ekstreme funkcije f.

Rjesenje: Neka je x > 0 fiksan. Tada je funkcija h : (0,400) = R, h(y) = 2y —Inz + lny
strogo rastuca i neprekidna, jer je

1

Tada zbog lim h(y) = —oco, lim h(y) = +oo postoji jedinstveni y > 0 takav da h(y) = 0.
y—0t y——+o0
Drugim rije¢ima, postoji jedinstvena funkcija f : (0, 4+00) — R takva da F(z, f(z)) = 0.

Koristimo teorem 2.1 da bi dokazali da je f derivabilna. Primijetimo F € C'((0, +o00) x
(0,+00)), i za x > 0 vrijedi

oF

G @ /(@) —rt >0,

f(z)

pa mozemo primijeniti teorem o implicitnoj funkciji. Takoder imamo

f’(:c) _ _%(«m, f($)) _ f(:r) — % _ _f(x)(mf(x) o 1)
G (@ f(2) T+ 5 e(af(x)+1)

Zanimaju nas kriti¢ne tocke. Vrijedi f’(x) = 0 ako i samo ako je zf(z) = 1. Iz
0=zf(z) —Inz+1n f(z)

slijedi
0=1—Inz+In f(x),

Sto vrijedi ako i samo ako je x = /e.
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