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1. (6 bodova) Rijesite zadacu

xT

{xum — yu, = 2y/u

u(z,x) =e”

na Q= {(z,y) € R*: z,y > 0}.
2. Neka je Q = K(0,1) C R?. Kazemo da je funkcija u € C?*(Q) subharmonicka ako je
—Au <0, na ).

(a) (5 bodova) Dokazite da subharmonicke funkcije zadovoljavaju princip maksimuma, tj. da
je za takve u

max u = maxu.
Q 89

b) (4 boda) Pretpostavimo da za v € C?(Q) vrijedi Av — v? = 0 na . Dokazite da v ne
( j

moze postizati svoj maksimum u interioru (tj. unutar €2) osim ako je v = 0.

Napomena: U (b) dijelu zadatka smijete koristiti rezultat da subharmonicke funkcije na

Q2 zadovoljavaju i jaki princip maksimuma bez dokaza.

3. (a) (4 boda) Odredite rjesenje zadace

uy — Au =0, na R? x R,
u(zy, e, 0) = cos(2x; + x3), na R? x {t = 0}.
(b) (4 boda) Neka je u € C?(K][0,1] x[0,T]) rjesenje pocetno-rubne zadace
~——
K(0,1)

up — Au+ 2uy, +u =0, na K(0,1) x (0,7),
u(zy, 9, 0) = ugp(z1, x2), x € K(0,1),
u(xy, 29, t) = 2x129 (1), r € 8(0,1),¢te]0,T],

gdje su ug, g takve da postoji M > 0 takav da je up < M i0 < g < M. Dokazite da u
zadovoljava
u(z,t) < Me*THD na K0, 1] x [0, 7).

4. (5 bodova) Odredite rjesenje zadace

utt—AUZQt na RZ XR+,
u(zy,29,0) =0 na R? x {t = 0},
uy (21, 79,0) = 3 na R? x {t = 0}.



Rjesenja

1. Stavimo S = {(s,s) : s € (0,00)} te

a(z,y,2) = (¥, —y), b(z,y,2) =2Vz, wue(s) =e".

Kako je a(s,s,ug(s)) - n(s) = (s,—s) - (1,—1) = 2s > 0 za s > 0, nemamo karakteristi¢nih
tocaka u 2. Karakteristicni sustav je dan s

uz pocetne uvjete

z(0;5) = s,
y(0;s) ='s,
2(0;8) =e*

Rjesenje sustava je dano s

x(t,s) =se', y(t,s)=se™", z(t,s)=(t+ 3*3)2,

Kako se nalazimo u prvom kvadrantu, mozemo invertirati (¢, s) — (x,y) za sve (z,y), te imamo

1. =z
s = \/xy, 5 ny

Konacno rjesenje je tada dano na cijelom €2 s

utep) = (i) sw) = (3% + e F )

2. (a) Dokaz ide potpuno isto kao i princip maksimuma za harmonicke funkcije napravljen u
materijalima za vjezbe.

(b) Kako je —Av = —v? < 0, slijedi da je v subharmonicka. Prema napomeni, za nju tada
vrijedi jaki princip maksimuma. Stoga, ako bi maksimum se postizao u interioru, v bi
morala biti konstantna funkcija. Medutim, tada je v* = Av = 0, pa zaklju¢ujemo da u
tom slucaju mora biti v = 0.

3. (a) Konacno rjesenje je
u(zy, 9,t) = e cos(2x; + x5).
(b) Uvodimo pomoénu funkciju

v(xy, z9,t) = th’mlu(a:l, To, 1),

koja je tada rjesenje pocetno-rubne zadace
v — Av =0, na K(0,1) x (0,7,

v(x1,x9,0) = e “tug(xy, T2), x € K(0,1),
u(zy, 9,t) = 22129 g(t)e* ™™, z € S(0,1),te€[0,T].



Za v vrijedi princip maksimuma, stoga nam treba ocjena na v na njenom rubu. Imamo

G\_f_l,uo(xlwz) < Me,
<e <M
2 mmy  g(t) 2T < M

~~ N N——
~1/2<<1/20<.<M €T

Stoga je

max v < Me* Tt
K[0,1]x[0,T]

Kako je u(x,t) = e~ uv(z,t), slijedi

max u < ( max v) ( max em1_2t> < Me2TH e = M2ATHY,
K[0,1]x[0,17 K[0,1]x[0,T] K[0,1]x[0,T]

4. Zaracunski dio rjeSenja homogenog dijela mozete pogledati Kolokvij 21/22; dano je s 3t + %t‘g.

Za nehomogeni dio promotrimo prvo pomoénu zadacu
v(+,58) — Av(-, 5 8) =0,
v(+,0;8) =0,

v (+,0;8) = 2s,
¢ije je rjesenje zbog Poissonove formule

1 2st
K (2,8)] Jr(an /12 — |z — y|?

vz, t;s) = dy = 2st.

Prema Duhamelovom principu rjesenje nehomogenog dijela zadace je dano s
t t 1
/ v(x,t — s;8)ds = / 25(t — s)ds = ~t°.
0 0 3
Konaé¢no rjesenje zadace je tada

2
u(zy, 9,t) = 25t + §t3.



