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Druga zadaća

1. (3) Pokažite da za a, b ∈ R, a > 0 vrijedi∫ ∞
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Uputa: Pokažite da funkcija

I(t) =

∫ ∞
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cos(tbx)dx

zadovoljava diferencijalnu jednadžbu

I ′ = − b
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tI.

2. (3) Pretpostavimo da je u glatka funkcija koja zadovoljava ut − uxx = 0 na
R× 〈0,∞〉.

a) Pokažite da je funkcija uλ(x, t) := u(λx, λ2t) takoder rješenje jednadžbe
provodenja za svaki λ ∈ R.

b) Koristeći a) pokažite da je tada i funkcija

v(x, t) := xux(x, t) + 2tut(x, t)

takoder rješenje jednadžbe provodenja.

3. (5) Pokažite da postoji konstanta C > 0 za koju rješenje valne jednadžbe
utt −∆u = 0, na R3 × R+,

u(·, 0) = g,

ut(·, 0) = h,

zadovoljava

(∀t > 0)(∀x ∈ R3) |u(x, t)| ≤ C

t
,

pri čemu su g, h ∈ C∞c (R3).

4. (3) Zadane su funkcije f1 ∈ C∞(R) te f2, g, h ∈ C∞(R3). Pretpostavimo
dodatno da su f2, g i h harmoničke. Izvedite sljedeću formulu

u(x, t) = g(x) + th(x) + f2(x)

∫ t

0

(t− s)f1(s)ds

za rješenje zadaće
utt −∆u = f1(t)f2(x), na R3 × R+,

u(x, 0) = g(x), na R3 × {t = 0},
ut(x, 0) = h(x), na R3 × {t = 0}.
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5. (6) Riješiti sljedeće Cauchyjeve zadaće:

(a) d = 2: 
utt −4u = 2

u(0, x1, x2) = x1

ut(0, x1, x2) = x2 .

(b) d = 3: 
utt −4u = 2x1x2x3

u(0, x1, x2, x3) = x21 + x22 − 2x23
ut(0, x1, x2, x3) = 1

6. (5) Neka je zadana funkcija u(t, t0,x), klase C2 na području gdje je 0 ≤ t0 ≤ t
(x ∈ Rd). Tada je funkcija u rješenje Cauchyjeve zadaće{

ut −4u = 0

u(t0, t0,x) = f(t0,x) ,

za t0 ≥ 0 ako i samo ako je za t0 ≥ 0 funkcija

v(t, t0,x) :=

∫ t

t0

u(t, τ,x)dτ

rješenje Cauchyjeve zadaće {
vt −4v = f

v(t0, t0, ·) = 0 .

7. (5) Pokazati jedinstvenost klasičnog rješenja (klase C2 po t i C4 po x) početno-
rubne zadaće za jednadžbu titranja štapa na R+ × [0, 1]:

utt + uxxxx = 0

u|t=0 = u0

ut|t=0 = u1

u|x=0 = f0

u|x=1 = f1

ux|x=0 = g0

ux|x=1 = g1 .

[Naputak: Dokazati i iskoristiti sljedeći identitet: utuxxxx = (utuxxx)x−(utxuxx)x+
1
2
(u2xx)t.]

8. (+) Neka su φ, ψ ∈ C2(R+) ∩ C0(R≥0), a φ(0) = ψ(0). Za koje vrijednosti
a ∈ R sljedeća (Goursatova) zadaća na R+ × R+

auxx − uyy = 0

u(x, 0) = φ(x)

u(0, y) = ψ(y)

ima jedinstveno rješenje? Odredite to rješenje!
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