Parcijalne diferencijalne jednadzbe 1
Druga zadaca

1. (3) Pokazite da za a,b € R, a > 0 vrijedi

o 2 T b2
e cos(br)dr = | —e 4a.
oo a

Uputa: Pokazite da funkcija
I(t) :/ e~ cos(thz)dx
zadovoljava diferencijalnu jednadzbu
52

' = ——tI.
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2. (3) Pretpostavimo da je u glatka funkcija koja zadovoljava uy — u., = 0 na
R x (0, c0).

a) Pokazite da je funkcija uy(z,t) := u(Ax, A\*t) takoder rjesenje jednadzbe
provodenja za svaki A € R.

b) Koristeci a) pokazite da je tada i funkcija
v(x,t) == zug(x,t) + 2tuy(x, t)
takoder rjesenje jednadzbe provodenja.
3. (b) Pokazite da postoji konstanta C' > 0 za koju rjesenje valne jednadzbe

uy — Au=0, naR3xR,,
u(70) =9,
ut('70) = h7

zadovoljava

C
(Vt > 0)(Vr € R?) lu(z,t)] < 7
pri ¢emu su g, h € C°(R3).
4. (3) Zadane su funkcije f; € C®(R) te f2,g9,h € C*(R?). Pretpostavimo
dodatno da su f3, g i h harmonicke. Izvedite sljede¢u formulu

) = g(a) + tha) + (o) [ (¢ = 5)fi(s)ds
0
za rjeSenje zadace

uy — Au = fi(t) fo(r), naR® xR,
u(z,0) = g(z), na R3 x {t = 0},
u(z,0) = h(x), na R x {t = 0}.



5. (6) Rijesiti sljede¢e Cauchyjeve zadace:

(a) d=2:
Uy — Au =2
u(0,21,29) =3
w (0,21, 29) =9 .
(b) d=3
Uy — AU = 2117973
w(0, 1, T2, 23) = a2 + 75 — 273
uy (0, w1, 29, 23) =1

6. (5) Neka je zadana funkcija u(t, to, x), klase C? na podrucju gdje je 0 < to < ¢
(x € RY). Tada je funkcija u rjesenje Cauchyjeve zadacde

u — Au =0
U(to,to,X) - f(tOJX) )
za tg > 0 ako i samo ako je za ty > 0 funkcija

t
v(t, to, X) ::/ u(t, 7,x)dr
to

rjesenje Cauchyjeve zadace

vw—»~Av = f
U(to,to, ) =0.

7. (5) Pokazati jedinstvenost klasi¢nog rjesenja (klase C? po t i C* po ) pocetno-
rubne zadade za jednadzbu titranja Stapa na R, x [0, 1]:

(

Ut + Upgzz =0
uli=o = Uo
Ut‘t:o =u
u’:v:O = fo
U|x:1 =h
Ug | =0 = go
Ug | =1 =01 -

\
[Naputak: Dokazati i iskoristiti sljededi identitet: wtizrre = (Uliars ) e — (Uplss ) o+
3(ul)e]
o\ W /t-

8. (+) Neka su ¢, € C?*(R,) N C%Rxg), a ¢(0) = ¥(0). Za koje vrijednosti
a € R sljedeéa (Goursatova) zada¢a na R, x R,

Algy — Uyy =0
u(z,0) = ¢(x)
u(0,y) = 1(y)

ima jedinstveno rjesenje? Odredite to rjesenje!



