Parcijalne diferencijalne jednadzbe 2
Kolokvij 28.6.2022.

1. Za sljedeca linearna preslikavanja odredite jesu li distribucije, odnosno temperi-
rane distribucije na R:

(a) (3.5 boda) (T, ¢) = [} ch(e®)p(x)dz,

(b) (3.5 boda) (Tz, ) =3 >, Inn - p(n).

Rjesenge:

(a) Vidimo da je T zapravo pridruzeno funkciji ch(e®) - H(z). Kako je ta

funkcija neprekidna do na jedan prekid prve vrste, ona je u L (R), pa je
Ty € D'(R). S druge strane, za x > 0 je e* > %, pa je
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pa kao u primjeru s vjezbi testiranjem na ¢(x) = e~ 7 vidimo daT; ¢ S'(R).
(b) Za ¢ € S imamo
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pa kako je Inn < n za sve n € N, slijedi konvergencija zadnjeg reda i
posljedi¢no Ty € S'(R). Posebno je onda i Tp € D'(R).

2. Neka je Pfgci2 distribucija dana s

! = lim @x—@
(Pf—. 0= 1 (/Ws de — 222

T €

(a) (2 boda) Dokazite da je 2* - Pf &5 =1 u smislu D'(R).
(b) (2 boda) Dokazite da je Pf- € S'(R).

(¢) (2 boda) Odredite };f?—2
Rjesenge:

(a) Za ¢ € D imamo
(2P f—5.0) = (P 5,4%)
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= lim o(x)dx
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= /_Z o(x)dx



(b) Vrijedi Pf% = —(pv%)’, pa kako je pv% € &', slijedi da je i wa—lz
(¢) Ponovno koriste¢i Pf= = —(pv<)’ imamo

-1 1
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3. (4 boda) Izracunajte

Rjesenje: Imamo

gdje su

f) =2 e AR, glo) =

Primjenom Plancherelovog teorema slijedi

I= /: F(6)3(€)de = /R (mLx 1)) (me 2" de = 20 / o2 e — w<1—é).
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4. Neka su fi, fo € S(R) te stavimo f(z1,x2) = fi(x1) fa(xs).
(a) (2 boda) Pokazite da je f € S(R?).
(b) (2 boda) Pokazite da je f(&1,&) = fi(&1) fa(&2).

(¢) (3 boda) Ako je fi(z) = e i fo(x) = e 1%, rijesite iduéu zadacu na

R? x (0, 00):
uy — Au =0,

(a) Ocito je f klase C*°. Neka su o = (ay, aa), 3 = (81, f2) € NZ. Tada je

Rjesenje:

290° f ()| = | 2520 952 f (21, )|
= [ f) ()] - Jag2 f57 ()]
< Hf1||a1,ﬁ1 : HfQHOQ,ﬁz < 0.

(b) Primjenom Fubinijevog teorema dobivamo
F(&,&) :/ fi(@r) falwa)e T OH228) oy davy
R2

= </Rf1(:cl)e2”151d:c1></Rf2(3:2)e2””3252(1372)

= [il&) f2(&).



(¢) Primjenom F.T. po = na zadac¢u dobivamo sljede¢i problem
iy + 47 [€)*a = 0,
{a(-, 0) = /.
Rjesenje ODJ-a je dano s
a(g 1) = e T,
Koristeéi (b) dio zadatka imamo
F©) = M fa&) = Vae ™5 - Vire 78,
Uvrstavanjem u izraz za u slijedi

(€, 1) = 2me (NG AT (1408

odakle primjenom inverzne F.T. konacno dobivamo ponovnim koristenjem

(b) dijela zadatka

2 2
1 )

1 _TT
t) = T+4t  4(1+t)
u(,t) \/(1 T+ 4"

5. Neka je Q C R? otvoren i ogranicen.

(a) (2 boda) Pokazite da postoji konstanta C' > 0 takva da za sve u € C°(Q)
vrijedi
d
1D?ul7. := ) [0:05ullz. < C)lAullz.
ij=1

(b) (4 boda) Pokazite da su na HZ(Q) ekvivalentne norme u > ||ul|z2 i u
| Aul|zz.

Rjesenge:

(a) Za u € CX(Q) koristec¢i (x) Schwartzov teorem i dvije parcijalne integracije
(tj. prebacivanje derivacija bez rubnog ¢lana) dobijemo za i,j € {1,...,d}
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(b) Jednu nejednakost jednostavno dobijemo na sljedeéi naé¢in:

1Aul|Z: < 1D*ullZ < ullZz + [ VullZe + 1 D*ullZz = [lullf-



Za drugu nejednakost, prvo za u € C2°(€2) mozemo primijeniti Poincareovu
nejednakost i na sam u, kao i na sve derivacije prvog reda, da bismo zakljucili

IVullre < Gl D*ullzz, Nullze < CyllVullz2 < CHIID*ul| e
Koristenjem tvrdnje (a) dijela onda dobivamo

lullZr = llullZ> + [Vulfz + [ D*ullZ. < (C; + G, + 1)l AullZ..

Tvrdnja za sve u € HZ(Q) slijedi uzimanjem niza (u,), C C°(2) takvog da

2
Up I u te pustanjem limesa u prethodnoj nejednakosti koriste¢i direktnu
posljedicu konvergencije u H?:
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Vu,, — Vu, Au,, — Au.



