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Tema br. 8:

Preslikavanja matri¢nih algebri
Mateo Tomasevié, 28.5.2021.

U ovom predavanju izlazemo neke rezultate o preslikavanjima matriénih algebri M, (R) ili M, (C) koja ¢uvaju nesto
od (bogate) strukture tih algebri.

Za razumijevanje je dovoljno poznavanje elementarne linearne algebre.

Problemi se isti¢u svojom vrlo elementarnom i elegantnom formulacijom, dok dokazi najce$¢e takoder ne koriste
neku pretjerano tesku teoriju nego se svode na niz elementarnih algebarskih manipulacija. Ideje ipak niposto ne
moraju biti trivijalne, $to ovu temu kvalificira za izbor zadataka natjecateljskog karaktera.

1 Preserveri

F oznacava polje R ili C. Preserver u ovom kontekstu neformalno definiramo kao preslikavanje M, (F) — M, (F)
koje ¢uva neka svojstva vezana uz strukturu M, (F).

Linearni preserver je linearno preslikavanje ¢ : M, (F) — M, (F) koje ¢uva dio strukture na M, (F). Primjeri
nekih rezultata o linearnim preserverima su sljedeéi atraktivni teoremi:

Teorem 1 (Frobenius). Neka je ¢ : M,,(C) — M, (C) linearno preslikavanje koje zadovoljava
det p(A) =det A,  za sve A € M, (C).
Tada postoje matrice M, N € M, (C) sa svojstvom det(MN) = 1 takve da je
¢(A) = MAN, za sve A € M,(C)
il
p(A) = MA'N,  za sve A € M,(C).
Oznadimo s GL,(F) grupu invertibilnih matrica u algebri M, (F).

Teorem 2 (Marcus, Purves). Neka je ¢ : M, (C) — M, (C) linearno preslikavanje koje zadovoljava ¢(GL,(C)) C
GL,(C). Tada postoje invertibilne matrice M, N € M, (C) takve da je

¢(A) = MAN, za sve A€ M,(C)
ili

¢(A) = MA'N,  za sve A€ M,(C).
Rezultate o linearnim preserverima ¢esto mozemo svrstati u sljedecée tri neformalne i nedisjunktne kategorije:
Problem A. Neka je f funkcija s domenom M, (F) (i kodomenom F, M, (F), P(F),...). Promatramo linearne

preservere funkcije f, tj. linearna preslikavanja ¢ : M, (F) — M, (F) za koja vrijedi

F(O(A)) = f(A), zasve A€ My(F).

Primjeri funkcije f su determinanta, trag, rang, spektar, karakteristi¢ni polinom, minimalni polinom, norma, spek-
tralni radijus, ...

Problem B. Neka je S C M, (F) podskup. Promatramo linearne preservere skupa S, tj. linearna preslikavanja
¢ : M, (F) = M, (F) za koja vrijedi ¢(S) C S. Kazemo da je ¢ jaki preserver za S ako je ¢(5) = S.

Primjeri skupa S su regularne matrice, singularne matrice, nilpotentne matrice, hermitske matrice, unitarne matrice,
idempotenti, ortogonalni projektori, matrice ranga 1,...



Problem C. Neka je ~ relacija na M, (F). Promatramo linearne preservere relacije ~, tj. linearna preslikavanja
¢ M, (F) — M, (F) takva da za sve A, B € M, (F) vrijedi implikacija

A~ B = ¢(4) ~ §(B).
Kazemo da je ¢ jaki preserver za ~ ako za sve A, B € M, (F) vrijedi ekvivalencija

A~ B < ¢(4) ~ o(B).

Primjeri relacije ~ su:
e komutativnost:
A~ B < AB = BA.

e gli¢nost:
A~B < (3T € GL,(F)) B=T"'AT.

e ortogonalnost:
ALl B < AB=BA=0.

e jednakost slika:
A~B < ImA=ImB.

Ovi uvjeti se Cesto kombiniraju s drugac¢ijim uvjetima na preslikavanje ¢ kao §to su surjektivnost, neprekidnost,
multiplikativnost.

2 Algebre

Neka je A vektorski prostor nad poljem F. Pretpostavimo da je A opremljen binarnom operacijom mnoZenja
-: A x A — A koja zadovoljava sljedeca svojstva:

(i) a(be) = (ab)e, Va,b,c € A (asocijativnost),

(ii) (aa)b = a(ab), Va,be A,a,€F (homogenost u prvom argumentu),

(iii) a(ab) = a(ab), Va,bec A,a,€F (homogenost u drugom argumentu),

(iv) (a+b)ce=ab+ac, Va,b,ce A (aditivnost u prvom argumentu),

(v) a(b+¢)=ab+ac, Va,b,ce A (aditivnost u drugom argumentu).
Tada par (A, -) zovemo algebra nad poljem F. (kratko: operacija mnoZenja mora biti asocijativna i bilinearna).
Ako jo§ vrijedi

ab=ba, Va,be A

tada kazemo da je A komutativna algebra.

Jedinica u algebri A je element 1 € A sa svojstvom
la=al =a, Vace€A.
Ako u algebri postoji jedinica, ona je jedinstvena. Algebre s jedinicom zovemo unitalne algebre.
Neka je A unitalna algebra. Za element a € A kazemo da je invertibilan ako postoji element b € A takav da

ab =ba = 1.

Element b je tada jedinstven, oznadavamo ga s a~! i zovemo ga inverz elementa a. Skup svih invertibilnih elemenata,

algebre A oznacavamo s A* te on tvori grupu uz operaciju mnozenja.

Podskup B C A je podalgebra od A ako je B algebra s obzirom na restrikcije operacija od A. Potprostor B od A
je podalgebra od A ako i samo ako je zatvoren na operaciju mnoZenja, tj. ako za sve a,b € A vrijedi implikacija

a,be B = ab € B.



Za podalgebru B unitalne algebre A kaZemo da je unitalna podalgebra ako B sadrZi jedinicu algebre A. Moguce
je da je B unitalna algebra, ali da nije unitalna podalgebra od A (primjer?).

Neka su A i B algebre nad F. Za preslikavanje ¢ : A — B kazemo da je homomorfizam algebri ako je ¢ linearno
i multiplikativno, tj.

¢(aa+ Bb) = ag(a) + Bo(b),  ¢(ab) = ¢p(a)p(b), Va,be A a,B €F.

Ako su A i B unitalne algebre s jedinicama 14 i 1g, tada za ¢ kaZemo da je unitalni homomorfizam ako
¢(14) = 1p (primjer neunitalnog homomorfizma izmedu unitalnih algebri?).

Injektivni homomorfizam zovemo monomorfizam, surjektivni homomorfizam zovemo epimorfizam, a bijektivni
homomorfizam zovemo izomorfizam. Za algebre A i B kazemo da su izomorfne (piSemo A = B) ako postoji
izomorfizam ¢ : A — B.

Primjeri:

e [ s operacijama po tockama.

Algebra kvadratnih matrica M, (F).

Algebra gornjetrokutastih matrica T, (F).

Algebra polinoma u jednoj varijabli F[z].

Algebra neprekidnih funkcija na segmentu C([0, 1]).

e Algebra formalnih redova potencija u jednoj varijabli F[[x]].

o i ==

S LA2 dobro je poznat izomorfizam algebri ® ) : L(F") — M,,(F) koji linearnom operatoru A : F* — " pridruzuje
njegov matriéni zapis A ) u nekoj fiksiranoj bazi (b) prostora F".

Ako poistovjetimo L(F™) = M, (F) tako da operator A € L(F™) poistovjetimo s njegovom matricom u standardnoj
bazi A ), tada dobivamo izomorfizam algebri ¢y : M, (F) — M, (F) zadan s

by (Ate,e)) = Ao )

Ako je T' = I ) matrica prijelaza, dobivamo da je
by (A) =TAT™", zasve A€ M,(F).

Ono §to je zanimljivo je da su svi nenul homomorfizmi M, (F) — M, (F) upravo tog oblika.
Teorem 3 (Skolem-Noether). Neka je ¢ : M, (F) — M, (F) nenul homomorfizam algebri. Tada postoji invertibilna
matrica T € M, (F) takva da je
#(A) =TAT™',  za sve A € M,(F).

Neka je A algebra nad poljem F. Za potprostor I od A kazemo da je

e lijevi ideal u A ako zasve a € Aib € I vrijedi ab € 1.

e desni ideal u A ako zasve a € [ i b€ A vrijedi ab € I.

e obostrani ideal (ili samo ideal) ako je I istovremeno i lijevi i desni ideal u A.
Ideali su upravo jezgre homomorfizama algebri.

Ocito su {0} i A ideali u A koje zovemo trivijalni ideali. Za algebru A kaZemo da je prosta ako nema netrivijalnih
ideala.

Zal <1i,j <noznatimo s E;; € M, (F) matricu koja ima jedinicu na mjestu (¢, j) te sve ostale elemente 0. Matrice
{Eij }i<i,j<n zajedno nazivamo standardne matriéne jedinice. Za sve 1 <i,5,k,l <ni A € M, (F) vrijedi

Ei;En =6y, EijjAEy = AjEy.



Propozicija 1. M, (F) je prosta algebra.

Dokaz. Neka je T # {0} proizvoljan ideal u M, (F). Tada postoji A € Z s nenul elementom A;; # 0.
Vrijedi

AijEij = E“AEJJ el
pa mnoZenjem s A%J dobivamo E;; € 7. Sada za sve 1 < k,I < n imamo

Ey=FEubjE;jel

pa za svaku matricu B € M,,(F) vrijedi

B = ZZBMEM eT.

k=11=1
Zakljutujemo Z = M, (F). O

Dokaz teorema Skolem-Noether. Uotimo da je ker ¢ ideal u M, (F). Zaista, neka je A € ker¢ te B € M,(F)
proizvoljan. Tada je ¢(A) = 0 pa je

P(AB) = ¢(A)p(B) =0, ¢(BA) = ¢(B)p(A) =0

odakle slijedi AB, BA € ker ¢. Zbog ¢ # 0 slijedi ker ¢ # M,,(F) pa mora biti ker ¢ = {0}, odnosno ¢ je injekcija.
Zbog kona¢nodimenzionalnosti od M, (FF) je i surjekcija.

Fiksirajmo par vektora u,y € F™ takvih da je uy® # 0. Zbog injektivnosti od ¢, moZemo odabrati z € F" takav da
je ¢(uy?)z # 0. Definirajmo linearan operator T : F* — F" formulom

Tz = ¢(zy')z, x€F"
Zbog Tw # 0 imamo T # 0. Za proizvoljnu matricu A € M, (F) imamo
TAz = 6((Ax)y")z = B(A - 2y")z = G(A)g(ay')z = $(A)Tw
pa slijedi TA = ¢(A)T.
Neka je w € F™ proizvoljan. Zbog surjektivnosti od ¢, moZemo odabrati matricu B € M, (F) takvu da
TBu = ¢(B)Tu = w.
Slijedi da je T surjekcija pa je invertibilan operator. Zaklju¢ujemo
#(A) =TAT™',  zasve A€ M,(F).
O

Neka je A algebra nad F. Centar Z(A) algebre A je skup svih elemenata u A koji komutiraju s cijelom algebrom:
Z(A):={a € A:ax =xa,Vx € A}

Za unitalnu algebru A s jedinicom 1 kaZemo da je centralna ako je Z(A) = F1.

Propozicija 2. M, (F) je centralna algebra.

Dokaz. Evidentno je FI C Z(M,(F)). Neka je A € Z(M,(F)). Tada za sve 1 <4, j < n imamo AE;; = E;;A pa za
sve indekse 1 < k,l < n imamo

n

dikAj = Z 0ik0jr Ay = Z(Eij>krArl = (EijA) = (AE;j)i = ZAkr(Eij)rl = ZAkr5ir5jl = 01 Aki.
r=1 r=1

r=1 r=1
Specijalno, za proizvoljne i # k te j = | dobivamo Ay; = 0 pa zaklju¢ujemo da je A dijagonalna matrica.

Nadalje, za proizvoljne j =[,i = k dobivamo A;; = A;; pa slijedi A € FI. O



3 Jordanovi homomorfizmi
Za linearno preslikavanje ¢ : M, (F) — M, (F) kaZemo da je Jordanov homomorfizam ako zadovoljava uvjet

H(A%) = ¢(A)?,  zasve A€ M,(F).

Evidentno je svaki homomorfizam algebri A +— TAT! za T € GL,(F) Jordanov homomorfizam. Takoder je
transponiranje A — A? Jordanov homomorfizam.

Definirajmo tzv. Jordanov produkt i Liejev produkt sa
AoB:=AB+ BA, [A,B]:=AB—-BA

za sve A, B € M, (F)
Lema 1. Neka je ¢ : M, (F) — M, (F) Jordanov homomorfizam. Tada vrijedi
(a) p(Ao B) =¢(A)od(B), VA, Be M,(F).
(b) G(ABA) = $(A)G(B)S(A), VA, B € My (F).
(c) B(ABC + CBA) = 6(A)d(B)S(C) + S(C)o(B)B(A), VA, B,C € My(F).
(@) 6(([4, B, C]) = [[6(A), 6(B)], 6(C)], VA, B,C € My (F).
Dokaz. (a) Imamo
(A+B)?>= A+ AB + BA + B?

pa djelovanjem s ¢ dobivamo

$(A)* + (A)p(B) + d(B)(A) + ¢(B)? = (¢(A) + ¢(B))*
= (¢(A+ B))?
¢((A+ B)?)
= ¢(A% + AB + BA + B?)
#(A)? 4+ ¢(AB + BA) + ¢(B)*

odakle slijedi ¢(AB + BA) = ¢(A)$(B) + ¢(B)d(A).

(b) Imamo
Ao(AoB)= A(AB + BA) + (AB+ BA)A = A’B + 2ABA + BA> =2ABA+ A*0 B
pa djelovanje s ¢ daje
20(A)(B)p(A) + $(A)? 0 ¢(B) = $(A) 0 (4(A) 0 ¢(B)) = (A 0 (Ao B)) = 2¢(ABA) + ¢(A4)? 0 $(B).

Slijedi ¢(ABA) = ¢(A)p(B)d(A).

(¢) Ako s ¢ djelujemo na
(A+C)B(A+C)=ABA+ ABC + CBA+ CBC

dobivamo

P(A)p(B)o(A) + ¢(A)p(B)p(C) + (C)p(B)p(A) + ¢(C)p(B)o(C) = (¢(A) + ¢(C))d(B)(4(A) + ¢(C))
= ¢(A+C)o(B)p(A +C)
¢

(ABA) + ¢(ABC + CBA) + ¢(CBC)

pa je 9(ABC + CBA) = ¢(A)p(B)¢(C) + ¢(C)p(B)p(A).



(d) Vrijedi
[[A,B],C] = ABC +CBA — (BAC + CAB)

pa imamo
o([[4, B],C]) = $(ABC + CBA — (BAC + CAB))
= ¢(A)p(B)o(C) + ¢(C)d(B)p(A) — (¢(B)d(A)p(C) + ¢(C)p(A)p(B))
= [[¢(A), ¢(B)], ¢(C)].

O

Lema 2. Neka je ¢ : M, (F) — M,(F) Jordanov homomorfizam, neka je P € M, (F) idempotent te A € M, (F)
takav da je [P, A] = 0. Tada je
P(PA) = ¢(P)p(A) = ¢(A)p(P).

Specijalno,
e ako je PA= AP = A, tada je ¢(P)d(A) = ¢(A)d(P) = ¢(A),
o ako je PA= AP =0, tada je $(P)p(A) = ¢(A)p(P) = 0.

Dokaz. Tmamo ¢(P)? = ¢(P?) = ¢(P) pa lagani racun pokazuje

MnoZenjem slijeva s ¢(P) slijedi
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a mnoZenjem zdesna s ¢(P) slijedi

¢(P)$(A)¢(P) = ¢(PAP) = p(PA) = ¢(AP)
pa je p(PA) = ¢(P)p(A) = ¢(A)p(P). -
Za algebru A kazemo da je primarna ako za sve a,b € A vrijedi implikacija
arb=0Vz €A = a=0ilib=0

odnosno aAb = 0 povladi a =0 ili b = 0.

Iz ¢injenice da je M, (F) prosta algebra lako se pokaZe da je i primarna. Zaista, pretpostavimo da za neke A, B €
M, (F) vrijedi AM,,(F)B = 0 te pretpostavimo da je A # 0 i pokazimo da tada nuzno slijedi B = 0. Imamo da je
M, (F)AM,,(F) nenul ideal u M, (F) pa mora biti jednak M, (F). Slijedi da je

paje B=0.

Za potprostor Z C M,,(F) kazemo da je Jordanov ideal ako za sve A € Z, B € M, (F) vrijedi Ao B € T (uo¢imo
AoB=DBoA).

Lema 3. Neka je ¢ : M, (F) — M, (F) nenul Jordanov homomorfizam. Tada je ¢ bijekcija.
Dokaz. Uoc¢imo da je ker ¢ Jordanov ideal. Zaista, neka je A € ker ¢ te B € M,,(F). Tada je ¢(A) = 0 pa imamo

¢p(Ao B) = ¢(A) o p(B) =0
odnosno A o B € ker ¢.



Neka su A, B € ker ¢. Lako se provjeri da za proizvoljan X € M, (F) vrijedi
[AoB,X]=[A,X]oB+Ao|[B,X] € ker¢
—_———
cker ¢ €ker ¢
pa je odnosno [A o B, X| € ker ¢ za sve X € M, (F).
Imamo i Ao B € ker¢ i onda (Ao B)o X € ker ¢. Stoga je i
20AoB)X =[AoB,X]|+(AoB)o X €ker¢
pa je (Ao B)X € ker ¢ za sve X € M, (F).
Za proizvoljan Y € M, (F) imamo
kerg>5Y o((AoB)X)=Y(AoB)X + (Ao B)XY
| —
cker ¢
paje Y(AoB)X € ker¢ za sve X,Y € M, (F).

Kad bi bilo Ao B # 0, tada bi Z := M, (F)(A o B)M,,(F) bio nenul ideal pa bi zbog prostosti od M, (FF) slijedilo
Z = M, (F). Medutim, Z C ker ¢ pa slijedi ¢ = 0, $to je kontradikcija. Dakle, A o B = 0, odnosno o svaka dva
elementa iz ker ¢ je 0.

Neka je sada A € ker ¢ proizvoljan. Imamo
0=AoA=2A%

pa je A% = 0. Nadalje, za svaki X € M, (F) je Ao X € ker ¢ pa je
0=Ao(AoX)=A’X + XA? +2AXA=2AXA
odnosno AM,,(F)A = 0. Iz primarnosti algebre M, (FF) slijedi A = 0.
Zaklju¢ujemo ker ¢ = {0} pa je ¢ injekcija. Zbog kona¢nodimenzionalnosti od M, (F) slijedi da je bijekcija. O

Teorem 4. Neka je ¢ : Mp(F) — M, (F) nenul Jordanov homomorfizam. Tada postoji invertibilna matrica T €
M, (F) takva da je
p(A) =TAT™',  za sve A € M,(F)

ili

p(A) = TA'T™',  za sve A € M,(F).
Dokaz.
Tvrdnja 1. ¢ je bijekcija
Dokaz. Slijedi iz Leme 3. O
Tvrdnja 2. ¢ éuva jedinicu (identitetu): ¢(I) = 1.
Dokaz. Buduéi da je identiteta I idempotent koji komutira sa svim matricama, iz Leme 2 slijedi da za sve A € M,
vrijedi

P(A) = ¢(I1A) = ¢(I)p(A) = ¢(A)¢(I)
pa zbog surjektivnosti od ¢ slijedi da je ¢(I) jedinica u M,,, odnosno ¢(I) = I. O
Tvrdnja 3. ¢ cuva invertibilnost u oba smjera: ¢(GL,(F)) = GL,(F).
Dokaz. Ako je AB = BA =1, tada je AB*A = I, odakle slijedi

$(A)o(B)*¢(A) =1

pa su ¢(A) i ¢(B) invertibilne matrice. Dakle, ¢(G L, (F)) C GL,(F).

Obratna inkluzija slijedi iz ¢injenice da je ¢~' takoder Jordanov homomorfizam. O



Tvrdnja 4. ¢ cuva spektar: za svaki A € M, (F) vrijedi o(¢(A)) = a(A).

Dokaz. Imamo
Aeo(A) <= A-AN¢GL,(F) < ¢(A—-A) ¢ GL,(F) < ¢(A) — A\ ¢ GL,(F) < X € o(¢(4)).
O

Tvrdnja 5. ¢ preslikava idempotente u idempotente. Ortogonalni idempotenti (PQ = QP = 0) se preslikavaju u
ortogonalne idempotente.

Dokaz. Neka je P € M, (F) idempotent. Tada je P? = P pa imamo
¢(P)? = ¢(P?) = ¢(P)

odakle vidimo da je ¢(P) idempotent. Neka su P,Q € M, (F) idempotenti takvi da je PQ = QP = 0. Tada iz
Leme 2 slijedi

(P)op(Q) = ¢(PQ) =0, ¢(Q)d(P) =¢(QP)=0
pa su ¢(P) 1 ¢(Q) ortogonalni idempotenti. O

Tvrdnja 6. Postoji invertibilna matrica T € M, (F) takva da je ¢(E;;) = TE; T~ za sve 1 <i < n.
Dokaz. Ey,..., Fpy suu parovima ortogonalni idempotenti pa su ¢(Eh1), . .., ¢(En,) takoder u parovima ortogo-
nalni idempotenti. Nadalje, imamo

pa slijedi
Imp(Eqr) + - +Imop(Eny,) = F™.
Svi ¢(Fy;) su nenul pa slijedi

n <> dimIm¢(E;) =n = dimIm¢(Ey) = -+ = dimIm ¢(En,) = 1.
i=1
Ako odaberemo bazu {z1,...,z,} za F" takvu da z; razapinje Im ¢(E;;), tada je matri¢ni prikaz operatora ¢(E;;)

upravo E;;. Dakle, ako je T odgovarajuca matrica prijelaza, slijedi
#(Ey) =TE;T™', 1<i<n.
O
Promotrimo preslikavanje ¢ : M, (F) — M, (F) dano sa (A) := T-1¢(A)T, A € M,(F). Lako se provijeri da je
1 opet Jordanov homomorfizam. Nadalje, imamo
Y(Ey) =T '¢(BE;)T =T(T'E;T)T ' =By, 1<i<n.

Stoga bez smanjenja opéenitosti moZzemo pretpostaviti da vrijedi ¢(E;;) = E;; za sve 1 < i < n.

Tvrdnja 7. Za sve 1 < i # j < n postoje skalari a;j, Bi; € F od kojih je tocno jedan jednak nula takvi da
¢(Eij) = ijEij + Bij Eji.
Dokaz. Imamo
O(Eij) = ¢(EiiEij Ejj + Ej; Eij Bi) = Eiug(Eij)Ejj + Ejd(Eij) Ei = ¢(Eij)ij Eij + ¢(Eij) ji Eji.
Dakle, jedini eventualno nenul ¢lanovi se nalaze na mjestima (4, 5) i (j,¢) pa postoje skalari a;;, 8;; € F takvi da
O(Eij) = aijEij + BijEj,  zasvel <i,j<n.
Nadalje,

0= ¢(E}) = ¢(Eij)* = aiiBij (B + Ejj)
pa je to¢no jedan od ;i B;; jednak 0 (nisu oba zbog injektivnosti). O



Tvrdnja 8. Za sve 1 <i# j < n su ili svi a;; nenul, ili su svi B;; nenul.

Dokaz. Prvo ¢emo tu tvrdnju pokazati u i-tom retku. Neka su 1 < 4,7,k < n razli¢iti indeksi te pretpostavimo da
je ¢(Eij) = aijEij te ¢(Eix) = Bir Egi. Imamo
0= ¢(EijEik + EiEij) = ¢(Eij)0(Eir) + ¢(Eir)d(Eij) = aijBir(EijEri + ExiEij) = oijfBik Exj
——
#0
Sto je kontradikcija.
Analogno se tvrdnja pokazuje za j-ti stupac. Neka su 1 < 4,5,k < n razli¢iti indeksi te pretpostavimo da je
¢(Ezj) = OéijEij te qf)(Ekj) = BjkEjk- Imamo
0= ¢(EijEr; + ExjEij) = ¢(Eij)p(Erj) + ¢(Erj)O0(Eij) = ijfBin(Eij Ejx + EjpEij) = aijBir Eik
£0
Sto je kontradikcija.
Nekasusadal <i#j<nil<k#Il<n. Tvrdimo da je
¢(Eij) = ijBij,  ¢(Er) = an By
ili je
&(Eij) = BijEji,  &(Ew) = BruLik-

Pretpostavimo da je ¢(E;;) = o;;E;;. Tada to isto vrijedi u cijelom i-tom retku pa zakljuéujemo ¢(E;) = ayEy.
To isto tada vrijedi u cijelom I-tom stupcu pa slijedi ¢(Ex;) = g Egi, $to smo i trebali dokazati.

Analogno ako ¢(E;;) = Bi; Eji- O
Pretpostavimo prvo da su «;; # 0 za sve 1 < 4,5 < n (ovdje smo stavili a;; =1 za 1 <i < n).

Tvrdnja 9. ¢ je multiplikativan na matricnim jedinicama, odnosno za sve 1 < 1,7, k,l < n vrijedi
O(EijExi) = ¢(Eij)p(Ep).

Dokaz. Prvo pokazujemo relaciju
a0 = g,  zasve 1 <4, 5,k <n.

Imamo
ainEi + 0 Ejj = ¢(Eik + 0inEjj5)

= ¢(EijEjx + EjpEyj)

= ¢(Eij)0(Eji) + ¢(Ejr)o(Eij)

= a0 Eij Eji + ojiai Ej B

= ajja B + dinajreij Ejj
pa usporedbom koeficijenata uz F;, zakljuCujemo o 0, = ayr. Ovaj zakljucak nije validan jedino kad je Fy, = EFj;
odnosno ¢ = j = k, kada jednakost a;ja;r = oy trivijalno vrijedi.

Sada za sve 1 < 14,7, k,l <n imamo

O(EBij)0(Er) = cijoEij By = qujordinEy = 045050,y = 0y By = 65¢0(Ey) = ¢(EijEr).



Naposlijetku za sve 1 < 1,5 < n slijedi

. 1 1 .
gi)(E”) = aijEij = dlag <7 e > Eij dlag(au, ey aln).

b
Qi1 Qin
Naime, kanonski vektor e; se po desnoj strani redom preslikava u

a1 1005
€i > (1565 > (V1 €5 > 1€ > ——€; = ——€; = (;€;
J J€j J€j J ) ) J
a4 a1y

dok ostale kanonske vektore desna strana anulira. Slijedi da desna strana djeluje bas kao o;; E;; = ¢(E;;).

Po linearnosti slijedi
H(X)=T"'XT, zasveX €M,

gdje je T' = diag(a11, - . ., @1,) invertibilna matrica.

Ako su pak 3;; # 0 za sve 1 < i,j < n, tada je preslikavanje X — ¢(X*) Jordanov homomorfizam koji spada pod
prethodni sluc¢aj pa slijedi da postoji invertibilna matrica T' € M,, takva da vrijedi

(XY =T7'XT, zasve X € M,

odnosno
H(X) =T 'X'T, zasve X € M,.

O

Teorem 5 (Semrl). Neka je ¢ : M,,(C) — M, (C),n > 3 neprekidno preslikavanje koje cuva spektar i komutativnost,
tj. za sve A, B € M, (C) vrijedi

kgcay = ka, AB = BA = ¢(A)p(B) = ¢(B)g(A).

Tada je ¢ Jordanov automorfizam.

4 Norme

Neka je V' vektorski prostor nad F. Norma na V je funkeija ||-|| : V — R koja zadovoljava sljedeca svojstva:

(i) |lz|| >0, Vx €V (pozitivnost),

(i) [|z]] =0 < =0, VzeV (definitnost),

(iii) [[Az|| = |Mllz]], Vx € V,X €T (pozitivha homogenost),

(iv) |lz+yll < ||zl + llyll, Vz,y € V (subaditivnost, nejednakost trokuta).
Vektorski prostor na kojemu je zadana norma nazivamo normiran prostor.
Primjeri:

e [ sa standardnom apsolutnom vrijednosti |-|.

e F" s p-normom za p € [1,+00) i co-normom:
1
(@1, za)ll, = (2P + -+ |zal)Y? (@ 20l o= max{|a], .., Jea]}.

e Neprekidne funkcije C([0, 1]) s p-normom za p € [1,+00) i co-normom:
1 1/p
I, = ([ @) L l= s [5G
0 z€[0,1]

Na normiranom prostoru V' mozemo prirodno definirati standardne pojmove iz matematicke analize u R tako da
ulogu apsolutne vrijednosti |-| u R ovdje preuzima norma ||-||.
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e Konvergencija niza: za niz (z,), u V kazemo da konvergira u x € V" ako ||z, — z|| = 0 u R, odnosno ako

(Ve >0)3no eN)(YneN) n>ny = |z, —z| <e.

e Neprekidnost funkcije: za funkciju f: V' — V kazemo da je neprekidna u tocki xyg € V ako

(Ve>0)(F0>0) (Ve eV) |z—zo|| <6 = [|f(x) = f(zo)] <e.

e Topologija: otvoreni skupovi su proizvoljne unije otvorenih kugala
K(zo,r)={z eV |z -zl <r}, x0€V,r>0.
Moze se pokazati da na fiksnom konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru sve norme induciraju istu topologiju,
tj. definiraju iste pojmove konvergencije i neprekidnosti. To opéenito nije istina u beskona¢noj dimenziji.

Normirana algebra je algebra A nad poljem F na kojoj je zadana norma koja zadovoljava
llad|| < lla||||bll, Va,b € A (submultiplikativnost).

Nadalje, ako je A unitalna algebra s jedinicom 1 i ako je ||1]] = 1, tada kaZemo da je A unitalna normirana
algebra.

Promotrimo neke primjere normi na algebri M,,(F) uz koje ona postaje normirana algebra.

e Neka su [|-|| y i |-y dvije norme na prostoru F". Definiramo operatorsku normu

Ax
Mgy = sup [Az]y = sup ATy
o]l x =1 z20 |17l x

Kao specijalan slu¢aj, spektralnu normu |[-[|, , dobivamo ako za obje norme uzmemo euklidsku normu ||-|,
na F™. Moze se pokazati da za hermitske matrice A € M, (F) vrijedi

A = 8 A ) = Al
4z = s 1642 )] = g, W

|zl ,=1

e Frobeniusova norma (ili Hilbert-Schmidtova norma):

> 1A = V(A% A).

1,j=1

Al =

Inducirana je skalarnim produktom (A, B) := Tr(B*A). Uo¢imo da ||I|| = v/n pa (M, (F), ||-|| ) nije unitalna
normirana algebra.

Ako je [|-|| proizvoljna submultiplikativna norma na M, (F), tada za svaku matricu A € M, (F) vrijedi da je njen
spektar o(A) sadrzan u disku K (0, ||A]|) oko ishodista radijusa ||A]|.

5 Zadaci za zadacu

Za uspjesno rjesavanje zadaée dovoljno je rijesiti 5 zadataka.

Zadatak 1. Na algebri M, (R) ima smisla gledati i realnu i kompleksnu spektralnu normu. Za A € M,(R)
promotrimo

[Allg = sup{[|Az[|, : & € R, [[z]l, =1}, [[Allc = sup{[|Az]l : x € C", [Jz[l, = 1}.

Dokazite da je || Al|y = || Al

Zadatak 2. (a) Neka je ¢ : M,,(F) — M, (F) homomorfizam algebri koji ¢uva operaciju adjungiranja, tj. vrijedi
P(X*) = ¢(X)* za sve X € M,(F). Dokazite da postoji unitarna matrica U € M, (F) takva da je ¢(X) =
UXU* za sve X € M, (F).
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(b) Neka je ¢ : M, (F) — M, (F) homomorfizam algebri koji dodatno zadovoljava
lo(X)|I < | X, zasve X € M,(F)

gdje je ||-|| spektralna norma. DokaZite da ¢ Guva operaciju adjungiranja. Uputa: PokaZite da ¢ ¢uva unitarne
matrice. Alternativno, pokazite da ¢ ¢uva (ortogonalne, tj. hermitske) projektore.

Zadatak 3. Neka je ¢ : M, (F) — M, (F) Jordanov homomorfizam. Bez koristenja Teorema 4 pokazite da vrijedi
o $(A*) = ¢(A)* za sve A € M, (F),k € N.
o &([A, B]) = [6(A), 6(B)]? za sve A, B € M, (F).
e ¢ ¢uva komutativnost: ako za matrice A, B € M, (F) vrijedi [A, B] = 0, tada je i [p(A), p(B)] = 0.

Pokazite primjerom da preslikavanje v : M, (F) — M, (F) koje zadovoljava 1 (A?) = ¢(A)? VA € M, (F) ne mora
biti neprekidno, a kamoli linearno.

Zadatak 4. Neka je ¢ : M,,(C) — M, (C) linearno preslikavanje koje ¢uva idempotente. Dokazite da je ¢ Jordanov
homomorfizam.

Zadatak 5. Neka je ¢ : M,,(C) — M, (C) neprekidno preslikavanje koje ¢uva spektar, tj. vrijedi o(¢(A)) = o(A)
za sve A € M, (C). Dokazite da 1 ¢uva karakteristi¢ni polinom tj. vrijedi

kyay =ka, zasve Ac M,(C)
gdje je ka(z) = det(al — A).
Zadatak 6. Neka je ¢ : M, (F) — M, (F) linearno preslikavanje koje ¢uva trag:
Tro(X)=TrX, zasveX € M,(F).

Dokazite da postoji m € N te matrice Aq,..., Ay, B, ..., By, € M, (F) takve da je Y .- B;A; =1I te

m

¢(X) =Y AiXB;, zasveX € M,(F).
=1

Pokazite da za n > 2 opéenito ne mozemo posti¢i m = 1, tj. da ¢(X) = AXA™L, VX € M, (F) za neku invertibilnu
matricu A € M, (C).

Zadatak 7. Odredite sve homomorfizme algebri ¢ : A — F (tj. linearne multiplikativne funkcionale) gdje je A
podalgebra od M, (F),n > 2 zadana s:

(a) A= My(F).
(b) A =T,(F), algebra svih n x n gornjetrokutastih matrica.
(c) Ako je A € M, (F) fiksna matrica, A je unitalna podalgebra od M, (F) generirana s A, tj.

A =F[A] = {p(4) : p € Fla]}.

Mozete bez dokaza koristiti skoro o¢iglednu ¢injenicu da je evaluacija u matrici A
Flz] = M, (F), p(z)= Zaixi — p(A) = ZaiAi
i=0 i=0

dobro definiran homomorfizam algebri.

Zadatak 8. U ovom zadatku promatra se univerzalno svojstvo determinante koje determinantu karakterizira kao
preslikavanje preko kojeg se faktoriziraju sva multiplikativna preslikavanja iz matri¢ne algebre u polje.

(a) Neka je ¢ : GL,(F) — F* homomorfizam grupa (tj. multiplikativno preslikavanje). DokaZite da postoji
jedinstveni homomorfizam f : F* — F* grupa takav da vrijedi ¢(X) = f(det X) za sve X € GL,(F).

(b) Neka je ¢ : M, (F) — F multiplikativno preslikavanje. Dokazite da postoji jedinstveno multiplikativno presli-
kavanje f: F — F takvo da vrijedi ¢(X) = f(det X) za sve X € M, (F).
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(c¢) Ako za preslikavanje ¢ u (a) dodatno pretpostavimo da je neprekidno, dokazite da je f = 1 ili je nuZno oblika
f(z) = |z|” ili f(z) = (sgnz)|z|” za neki p € R*. Ako za preslikavanje ¢ u (b) dodatno pretpostavimo da je
neprekidno, dokazite da je f istog oblika uz p > 0.

Uputa: Pogledajte kako se ¢ ponaSa na tzv. elementarnim matricama, tj. matricama koje reprezentiraju ele-
mentarne transformacije. Onda se sjetite da se svaka regularna matrica moze prikazati kao produkt elementarnih
matrica.

Zadatak 9. Neka je ¢ : M,,(C) — M, (C) linearno preslikavanje koje ¢uva rang. DokaZite da postoje invertibilne
matrice A, B € M,,(C) takva da je T(X) = AXB za sve X € M,,(C) ili T(X) = AX*B za sve X € M,,(C).

Uputa: Jedna linija dokaza ide ovako:

1. Dokazite da za sve A € M, (C) vrijedi
A2 =A = r(I-A) =n—r(A).

Zakkljucite da ¢ ¢uva idempotente.

2. Pokazite da ¢ ¢uva ortogonalnost idempotenata, tj. ako su P,Q € M, (C) idempotenti takvi da je PQ =
QP =0, tada je 1 ¢(P)p(Q) = ¢(Q)o(P) = 0.

3. Za 1 < i < n definirajmo S; kao skup svih matrica koje zive samo u i-tom retku ili i-tom stupcu, tj.
Si={AeM,(C): Ajp,=0V1<jk<n,j#i}U{Ade M,(C): Ajr, =0,V1 < j,k <n,k#i}.
Dokazite da za sve A € M, (C) vrijedi
AeS, < r(A+\E;)=1VvxeC.

Zakljucite ¢(S;) C S;.

4. Dokazite da za sve 1 <4, j < n postoji nenul skalar a;; € C takav da ¢(E;;) = «; E;; ili postoji nenul skalar
ﬁij € C takav da ¢(E2]) = Ble]’L

5. Dokazite da za sve 1 < i,j < n postoji nenul skalar o;; € C takav da ¢(E;;) = a;E;j ili zasve 1 <4, <n
postoji nenul skalar a;; € C takav da ¢(E;;) = Bi; Ej;.

6. Zavrsite dokaz sli¢no kao $to je u€injeno u dokazu Teorema 4.
Zadatak 10. DokazZite Frobeniusov teorem (Teorem 1).
Uputa: Jedna ideja:
1. Prvo pokazite da je ¢ bijekcija pa uocite da bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti ¢(I) = I.

2. Pokazite da ¢ ¢uva rang. Naime, ako je A € M,,(C) ranga m, tada postoje invertibilne matrice S, T € M, (C)
takve da je A = SI,,,T gdje je I,, = diag(1,...,1,0,...,0) ranga m. Promotrite polinom A — det(ST + \A).

3. Pozovite se na Zadatak 9.
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