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1 Teorem Minkowskog o konveksnim tijelima

Definicija 1. Za konveksan podskup A od R" kazemo da je konveksno tijelo, tj. ako za
svake dvije tocke = iy iz A vrijedi da je segment {tx + (1 — )y |0 <t < 1} sadrzan u A.

Za podskup A od R" kazemo da je centralno simetrican ako je on centralno simetri¢an s
obzirom na ishodiste, tj. —x € A, ako je x € A.

Tocku = € R™ kojoj su sve koordinate cijelobrojne zovemo évorom resetke (lattice point).

Napomena 1. Moze se pokazati da omedena konveksna tijela imaju volumen.

Teorem 1 (Minkowski). Neka je A omedeno centralno simetricéno tijelo u R™ volumena strogo
veceg od 2™. Tada u skupu A postoji ¢vor resetke razli¢iti od ishodista.

Dokaz. Podijelimo prostor R™ na kocke brida duljine 2 sa sredista u tockama kojima su sve
koordinate parni brojevi. Jasno je da svake dvije takve kocke imaju disjunktne unutrasnjosti
i da pokrivaju cijeli R”. Buduéi da je A omeden skup, on sjec¢e samo konacno mnogo tih
kocaka. Volumen od A sada mozemo zapisati kao zbroj volumena presjeka skupa A s time
kockama. Promotrimo translacije koje Salju te kocke u kocku sa sredistem u ishodistu. Kako
translacija ¢uva volumen, u kocki oko ishodista ¢emo nakon tih translacija dobiti skupove ¢iji
je ukupni volumen strogo veéi od 2". Medutim, volumen kocke brida 2 je 2" iz cega slijedi da
se neka dva skupa u toj kocki moraju sije¢i u tocki X. Promotrimo sada kocke od kojih dolaze
ti skupovi koji se sijeku u X i tocke koje se pri tim translacijama slikaju u X. Oznacimo ih
s ¢ 1 y. Buduéi da su to translacije za vektore kojima su sve koordinate parne imamo da je
x —y € 27". Nadalje, kako je A centralno simetrican je —y € A. Iz konveksnosti skupa A
konacno imamo da je ¥ € A, a iz gornjeg vidimo da je to ujedno i ¢vor resetke. O

Primjer 1. U prostoru R? opisimo oko svakog ¢vora resetke kuglu radijusa r > 0 (isti za sve
kugle). Dokazite da svaki pravac kroz ishodise sije¢e barem jednu kuglu.

Rjesenje. Uzmimo proizvoljni pravac kroz ishodiste. Promotrimo valjak oko tog pravca kojem
je radijus baze 7 i koji je centralno simetrican. Uzimajuci dovoljno veliku visinu valjka mozemo
posti¢i da mu volumen bude strogo veéi od 8. Primjenom Minkowskovog teorema zakljucujemo
da u tome valjku postoji neki ¢vor resetke. Kugla oko tog ¢vora resetke ¢e sjeci dani pravac.
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Gornji teorem ima bitnu generalizaciju:

Teorem 2 (Minkowski). Neka je A omedeno konveksno tijelo u R™ te vy, vq, ..., v, linearno
nezavisni vektori u R™. Promotrimo fundamentalni paralelepiped P = {3 | z;v;|0 < x; < 1}
i oznacimo s Vol(P) njegov volumen. Ako A ima volumen strogo veéi od 2" - Vol(P), tada A
sadrzi tocku resetke L = Zwvy + - - - + Zwv,, razlicitu od ishodista.

Teorem 2 ima lijepu primjenu pri dokazu da se svaki prosti broj oblika 4k+1 moze prikazati
kao zbroj dva kvadrata.

Primjer 2 (Fermat). Svaki prosti broj p oblika 4k + 1 se moze prikazati kao zbroj dva
kvadrata.

Rjesenje. Neka je p = 4k + 1 dani prosti broj. Za takav p je —1 kvadratni ostatak modulo p.
Zato postoji cijeli broj a takav da p | a®> + 1. Promotrimo vektore v; = (p, 0) i vy = (a, 1).
Ti vektori su o¢ito linearno nezavisni. Nadalje, za tocku (z, y) € L = Zv, + Zvs imamo da je
x =mp+na iy =n za neke cijele brojeve m i n. Uocimo da je tada

22+ y* =n*(a® +1) =0 (mod p).

Laganim rac¢unom dobijemo da povrsina fundamentalnog paralelograma P razapetog s vy
i1 vy iznosi p. Promotrimo sada disk D oko ishodista radijusa 1/2p. Povrsina diska D je
27p > 4p pa prema Minkowskovom teoremu znamo da u D postoji tocka (z,y) € L razlicita
od ishodista. Za tu tocku imamo da p | 2% + y? te kako je u disku vrijedi i 2% + y* < 2p.
Prema tome, mora biti p = 22 + /2. O

2 Primjene kod Diofantskih jednadzbi

Dokazati da neka Diofantska jednadzba nema rjesenja je klasican zadatak. Medutim, kako
pristupiti problemu u kojem nas trazi da pokazemo postojanje rjesenja neke Diofantske jed-
nadzbe? Teorem Minkowskog (i opéenito geometrija brojeva) daje odgovore na takva pitanja.
Glavni problem koji se javlja pri koristenju Minkowskovog teorema je biranje konveksnog
tijela i pogodne resetke, sto ¢emo vidjeti u sljedeé¢im primjerima.

Primjer 3. Neka su a, b i ¢ prirodni brojevi takvi da vrijedi ac = b + b+ 1. Dokazite da
jednadzba ax?® — (2b + 1)xy + cy* = 1 ima cijelobrojna rjesenja.

Rjesenje. Promotrimo skup A = {(z, y) € R?*|ax? — (2b + 1)zy + cy*® < 2}. Nakon malo
ratuna mozemo uoiti da je skup A = {(z, y) € R?|(az — Zy)? + 3y* < 2a}, ondnosno
nakon zamjene varijabli vidimo da je to zapravo ”zarotirana” elipsa XTQ + % < 1. Prema
tome imamo da je skup A konveksan i centralno simetrican, povrsine \/igw > 4. Prema
Minkowskovom teoremu imamo da u skupu A postoji tocka (z, y) € Z? razlicita od ishodista.
Uocimo jo$ da je ax®— (2b+1)zy+cy® > 0 zasve (z, y) # (0, 0) jer je diskriminanta kvadratne
forme negativna. Zato imamo da za gornju tocku vrijedi az? — (20 + 1)zy + cy? = 1 i time

smo nasli cijelobrojno rjesenje jednadzbe. O



Primjer 4. Pretpostavimo da je n prirodan broj za koji jednadzba 2% + zy + y* = n ima
racionalna rjesenja. Dokazite da tada ta jednadzba ima i cijelobrojna rjesenja.

Rjesenge. Neka je (2, ZE’) racionalno rjeSenje jednadzbe, pri cemu su a, b i ¢ relativno prosti.
Imamo da je tada a® + ab + b* = c¢*n. Nadalje, standardnim argumentima (dijeljenjem
s najve¢im zajednickim djeliteljem i do na eventualnu zamjenu broja n s nekim njegovim
djeliteljem) bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je (a, b) = 1. Uoc¢imo da

to takoder povlaci i (a, n) = (b, n) = 1. Isto kao i u Primjeru 2 sada promatramo skup
A={(z,y) € R*|2* + zy + y* < 2n}. Laganim racunom se pokaze da je skup A zarotirana
4n

elipsa povrsine N Preostaje nam jos pronac¢i odgovarajucu resetku L dovoljno male povrsine
u kojoj ée za ¢évorove (z, y) € L vrijediti n | 2% + zy + y?. Promotrimo sljedece :

ab(z® + zy + y*) = (abz® — b*zy) + (aby® — a’zy) + (a* + ab + b*)zy
= *nzy + (ax — by)(bx — ay).

Kako su a i b relativno prosti s n iz gornjeg izraza slijedi da ako n | (ax — by) onda
n| 2?4+ ry+y? To nas motivira na promatranje reSetke L koja se sastoji od ¢vorova
(z, y) € Z* zakojen | (ax—by). Laganim racunom se moze pokazati da je povrsina fundamen-
talnog paralelograma najvise n pa prema Teoremu [2/imamo da u skupu A postoji tocka (x, y)
razlicita od ishodista koja je takoder u regetki L. Dakle, vrijedi da je 0 < 2 + zy + 3% < 2n
in|x?+zy+y? iz cega zakljucujemo da je 2% + zy + y? = n. O

Za racunanje volumena nekih tijela odredenog oblika ¢e nam biti koristan sljedeéi rezultat:

Propozicija 3. Neka je A € M,(R) simetricna i pozitivno definitna matrica. Neka je

S={(z1, ..., m) €ER"| 3, iy awix; < 1} Tada je
Vol(B™) . , T2 o
Vol(S) = ———— pri cemu je Vol(B") = ————— wvolumen jedinicne kugle,
(5) ~ 7 je Vol(B") F+ D) j g

!
1‘(14—@):(71/2)! zanparaniI’(l-l—E):rmZ—ﬁ

za m neparan.
2 2 27(”7—1)!

Primjer 5 (Lagrange). Svaki prirodan broj mozemo zapisati kao sumu ¢etiri kvadrata.

Rjesenje. Dokazimo prvo da je svaki prost broj suma cetiri kvadrata. Neka je p prost broj.
Za p = 2 tvrdnja ocito vrijedi. Pretpostavimo da je p > 2. Neka je K = {(t, u, v, w) €
R* |2 +u? + v +w? < 2p} kugla u R* oko ishodista radijusa /2p. Primjenom gornje formule
imamo da je Vol(K) = 2p?*r%. Promotrimo skupove A = {a*|a € Z/pZ} i B={-V0*—1|be
Z/pZ}. Broj kvadratnih ostataka modulo p je ZE pa je zato |[A| = |B| = 2. Uocimo
da je |Al 4+ |B| = p+ 1 > |Z/pZ| iz ¢ega slijedi da postoje cijeli brojevi x € Aiy € B
takvi da je 22 = —y? — 1 (mod p), tj. p | 2> + ¥*> + 1. Brojevi z i y ¢e nam pomoéi pri
konstrukeiji Zeljene resetke. Promotrimo resetku L razapetu s vektorima v; = (p, 0, 0, 0),
vy = (0, p, 0,0), v3 = (x1, y1, 1, 0) i v4 = (w2, yo, 0, 1) gdje su x1, Y1, 2 1 yo cijeli brojevi.
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Zelimo odabrati te brojeve tako da za sve ¢vorove resetke (t, u, v, w) vrijedi p | *+u?+v*+w?.
Za (t,u, v, w) € Ljet =ap+ cry+dry, u=">bp+ cy; +dys, v =ciw = d za neke cijele
brojeve a, b, ¢ i d.

P+l =A@+ 2+ 1) + P2+ g2+ 1) + 2ed(w22 + y1y2) (mod p).

Stavljanjem x; = x, y; = y, 19 = y i y» = — iz gornjeg dobivamo da ¢e tada p | 2 +u? + v +
w?. Nadalje, volumen fundamentalnog paralelepipeda P resetke L je Vol(P) = p. Time je
Vol(K) > 2*-Vol(P) iz ¢ega slijedi da postoji (¢, u, v, w) € LNK. Tada je p = t*+u*+v?+w?.
Preostaje nam jos pokazati da je produkt dvije sume cetiri kvadrata ponovo suma cetiri
kvadrata (vidi Zadatak [2{za DZ) iz ¢ega nam konacno slijedi tvrdnja. O

3 Primjene u aproksimacijama realnih brojeva

Primjer 6 (Teorem Minkowskog o linearnim formama). Neka je A = (a;;)i; € GL,(R).
Neka su ¢1, co, ..., ¢, pozitivni realni brojevi takvi da je c¢ijcp -+ - ¢, > |det A|. Tada postoje
cijeli brojevi xy, xa, ..., , koji nisu svi jednaki 0 za koje vrijedi |Z?:1 a;;xj| < ¢; za sve
i=1,2,... n

Rjesenje. Promotrimo skup S = {y € R" : |(Ay):| < ¢, i =1, ..., n}. Uotimo da je skup S
slika skupa {z € R : || < ¢, i =1, ..., n} pri preslikavanju A~!. Prema tome, imamo da
je skup S centralno simetrican i konveksan, volumena \de—1A|(201) -++(2¢,) > 2". Primjenom
Minkovskovog teorema slijedi da postoji nenul vektor x € Z™ koji je takoder i u skupu S.
Komponente tog vektora x su trazeni cijeli brojevi. O]

Primjer 7. Neka je A = (a;5);; € GL,(R) (n > 2). Dokazite da postoje cijeli brojevi x;, x,
..., x, koji nisu svi jednaki 0 za koje vrijedi

Z|ai1x1 + ;279 + ...+ CLml’n’ S \n/ n' . |det A|
i=1
Rjesenje. Za realan broj M > 0 i prirodni broj n definiramo skup
O(M,n) :={(z1, ..., xn) ER"||xy| + ...+ |z, < M}.

Volumen tog skupa je

Vol(O(M,n)) = / dzrydxy ... dx, =

|z |+...+|zn| <M

M
= / (/ dridxsy . .. dxn1> dz, =
-M [z1]+ Az —1 | <M |z

_ /M Vol(O(1,m — 1)) - (M — |an])"" day — Mjn Vol(O(1,n — 1)),




Indukcijom se dobije da je Vol(O(M,n)) = Z° Promotrimo skup

n!

S={zeR"| Y |(Az)| < {/nllder AT} = 47! (0( /nl|det A, n)) .

Iz gornjeg imamo da je Vol(S) = 2" pa ne mozemo primijeniti direktno teorem Minkowskog.
Promotrimo stoga malo veée skupove. Za prirodan broj £ imamo da je volumen skupa S =

A1 (O( Y/nlldet Al + %, n)) vedi od 2™ iz cega zaklju¢ujemo da postoji nenul vektor v, € Z"

takav da je Av, € O({/nl|det A|++,n). Iz gornjeg se lako vidi da je svaka komponenta vektora
Awv,, ograni¢ena pa primjenom preslikavanja A~! dobijemo da je i svaka komponenta vektotora
vk ogranicena. Nadalje, sve komponente od vy su cijeli brojevi i kako su one ogranicene slijedi
da takvih vektora vy ima samo kona¢no mnogo. To nam sada omogucéuje da konstruiramo niz
vektora vy, koji ne ovise o k takvi da je Av, € O({/n!|det A| + %, n) za sve prirodne brojeve
k. Pustanjem k£ — oo time dobivamo nenul vektor x s cijelobrojnim koordinatama takav da

je Az € O({/nl|det A|,n). O

Primjer 8 (IMO 1997., P6). Za prirodan broj n, oznac¢imo s f(n) broj nacina na koji broj
n mozemo prikazati kao zbroj (ne nuzno razli¢itih) potencija od 2. Prikazi koji se razlikuju
samo u poretku sumanada smatramo istim. Na primjer f(4) = 4 jer 4 mozemo prikazati kao
22242, 1+1+2il+1+1+ 1. Dokazite da postoje konstante a, b takve da

2%—nlog2(n)—an < f(2n) < 2§—n10g2(n)—bn
vrijedi za sve dovoljno velike n.

Rjesenje. Uocimo da je f(2") broj rjesenja (aq, ... , a,) € Ny™' jednadzbe ag +a; -2+ ...+
a, - 2" = 2". Nadalje, ag je jedinstveno odreden s ay, ..., a, pa je f(2") upravo broj rjesenja
(ay, ..., a,) € Nj nejednadzbe a; -2+ ...+ a,-2" < 2". Jedno rjesenje je ocito (0, 0, ..., 1),
a za sva ostala rjeSenja je a, = 0. Za rjesenje oblika (a,_1, ..., a,_1, 0) promotrimo kocku
H(ay, ..., an1) =la1, a1 + 1) X ... X [ap_1, ap_1 + 1). Za razli¢ita rjesenja su te kocke di-
sjunktne. Volumen svake takve kocke je 1 pa je zato broj takvih rjesenja ukupan volumen tih
kocaka. Ideja je sada pronaci dovoljno dobar manji i veéi skup od skupa danih kocaka kojima
mozemo odrediti volumen, na taj na¢in ¢emo onda dobiti gornju i donju ogradu za f(2").

Uocimo da je svaka kocka sadrzana u skupu {(z1, ..., 2, 1) € RIG'| S0 2i(x; — 1) < 27},
Nadalje, unija svih kocaka prekriva skup {(z1, ..., 2,_1) € RZ"| S0 2ty < 27} jer je
tocka (71, ... , T, 1) tog skupa sadrzana u kocki H(|x1], ..., |2n_1]). Izra¢unajmo opéenito
volumen skupova tog oblika. Oznacimos R(ay, ..., an; A) = {(z1, ..., x,) € Ry | D0 ax; < A}



Volumen tog skupa je

Vol (R(aq, ..., ap; A)) = £1x1+ e dxy ... dr, =
z; >0
A A
= /0 <A1x1+...+an;§,61§A—an:cn dz; . .. dxn1> dz, = /0 Vol (R(ay, ..., an_1; A — apxy)) de, =

A
n

= Vol (R(ay, ..., an_1; 1)) / (A — apz,)" " da, = A" vl (R(ay, ..., an_1; 1))
0

na,,

Indukcijom dobijemo da je Vol (R(aq, ,an; A)) = n,al—a Iz gornjeg sada kona¢no imamo
daje 1+Vol (R(2, ..., 271 27)) < f(2") < Vol (R(2, ..., 2" 2+ 22+ ...+ 2")), odnosno
2n2—n (2TL+1 )Tl—l
I L R B
(n—1)! 2 = (n—1)!

Koristenjem Stirlingove formule za (n — 1)! i sredivanjem gornjeg izraza dobijemo da postoje
trazene konstante a i b. O

4 Prikazi rjesSenja nekih Diofantskih jednadzbi

Glavni rezultat u ovome poglavlju je sljedeci teorem:

Teorem 4. Neka je A € SL,(Z) simetricna pozitivno definitna matrica in < 4. Tada postoji
matrica B € M,(Z) takva da je A= B"B.

Napomena 2. Tvrdnja zapravo vrijedi za sve n < 7 dok za n = 8 postoji protuprimjer.

Prije nego sto krenemo s dokazom teorema uvesti ¢emo par pojmova i dvije tehnicke leme.
Baza za Z" je familija vektora (vy, v, ... ,v,) od Z" takva da za svaki vektor = € Z™ postoji
jedinstveni prikaz x = kyv1 +. ..+ kpv,, pri cemu su ky, ko, ..., k, cijeli brojevi. Jedan primjer
baze za Z" je standardna kanonska baza (e, es,... ,e,). Slicno kao i za vektorske prostore,
moze se pokazati da sve baze od Z" imaju n vektora.

Za matricu A = (a;)i; € M,(Z) neka je ga(x,y) = 2" Ay = > i<ijon @iTiY; njena
pridruzena bilinearna forma, pri ¢emu su z = (x1,... ,2,) iy = (y1,... ,yn) zapisi vektora z
i y u kanonskoj bazi. Neka je fa(x) = ga(x,x) kvadratna forma asocirana s ga(z, z).

Promotrimo neku drugu bazu (v, v, ... ,v,) za Z". Neka je v; = 2?21 vj;€; zapis vektora
v; u kanonskoj bazi za svaki 1 < ¢ < n. Promotrimo matricu prijelaza V' = (vij)i,j. Sliéno kao 1
za matrice prijelaza izmedu dviju baza vektorskog prostora vrijedi da je matrica V' invertibilna
u M,(Z). Nadalje, ako je 2’ = («},...,x]) zapis vektora x u bazi (vi,vs,...,v,) tada
vrijedi x = V2/. Uvrstavanjem te relacije u definiciju bilinearne forme matrice A dobijemo



ga(z,y) =27 (VTAV) y'. S druge strane, stavimo da je ga(z,y) = 2’7 Gy’ za neku matricu
G = (9i)i; € Mn(Z). Uvrstavanjem = = v; i y = v; dobijemo da su 2’ = ¢; i ¢ = e; te
gij = gA(UzﬁUj)‘ Dakle, G = VTAV = (gA(Uiavj»i,j‘

Lema 5. Neka je A € SL,(Z) in < 4. Tada postoji vektor vy € Z" takav da je fa(vy) = 1.

Lema 5 direktno slijedi primjenom Minkowskovog teorema i ostavljena je za zadacu.

Lema 6. Neka je A € SL,(Z), n < 4 i vy vektor iz Leme 5. Tada postoje vektori vy, ...,
v, € Z" takvi da je (v1,vq, ... ,v,) baza za Z" i ga(vi,v;) =0 za sve i > 2.

Dokaz. Promotrimo skup H = {x € Z" | ga(vi,z) = 0}. H je podmodul slobodnom modula
Z" pa je oblika Zvy + Zvs + . .. + Zv, za neke linearno nezavisne vektore vq, v3, ..., v, € Z".
Pokazimo da je (vq,vs,...,v,) baza za Z". Uzmimo z € Z" i promotrimo jednadzbu x =
kv + v gdje je ky cijeli broj, a v € H. Tada je ga(vi,z — kjv1) = ga(vy,v) = 0. Koristenjem
linearnosti od g4 i fa(vy) = 1 slijedi da je k; = ga(vy,x). Dakle, koeficijent k; postoji i

jedinstveno je odreden s x. Nadalje, kako je (vq,vs,...,v,) baza za H imamo da postoje
jedinstveni cijeli brojevi ko, k3, ..., k, takvi da je v = kyvy + ... + k,v,.. Konacno imamo da
je © = kyvy + kove + ... + k,v,.. Prema tome, (vy,vs,...,v,) je trazena baza za Z" i posebno
jer=mn. O

Dokaz Teorema 4. Dokaz provodimo indukcijom po n. Za n = 1 tvrdnja oc¢ito vrijedi. Pret-
postavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1 i dokazimo da vrijedi za n. Prema Lemi 6 znamo da

postoji baza (vq,vg, ... ,v,) za Z" takva da je ga(vy,v1) = 11 ga(vy,v;) = 0zasvei > 2. Neka
je V matrica prijelaza iz kanonske baze u bazu (vq,vs, ... ,v,). Iz obzervacija prije dokaza smo
zakljuéili da je tada G = VT AV gdje je G = (ga(vi,vj)) = ((1) j,) Matrica V' je invertibilna
u M,(Z) pa slijedi da postoji matrica S = V= € M,(Z) takva da je A = ST <(1) j,) S.

Racunanjem determinanti gornjeg izraza lagano dobijemo da je A" € SL, 1(Z). Iz pret-
postavke indukcije je A’ = B'T B’ za neku matricu B’ € M,(Z). Uvrstavanjem u izraza za
matricu A konaéno dobijemo da je A = BB gdje je B = <(1) 39,) S. m
Primjer 9. Neka su x, y i z prirodni brojevi takvi da je xy = 22 + 1. Dokazite da postoje
cijeli brojevi a, b, ci d takvidajez =a®> +b* y=c*+d? iz = ac+ bd.

x oz
z

SLy(Z) jer je xy — 2% = 1. Nadalje, tr(A) = z +y > 0, iz cega slijedi da A ima pozitivne
svojstvene vrijednosti (determinanta joj je 1 pa ima ili dvije negativne ili dvije pozitivne

Rjesenje. Promotrimo matricu A = ( ) Matrica A je ocCito simetricna i sadrzana u

d

s cijeobrojnim elementima takva da je A = B' B. Izjednacavanjem odgovarajuéih elemenata
matrica na lijevoj i desnoj strani dobijemo daje x = a®> + 0%, y=c2+d*iz=ac+bd. [

: .. . o o .. . b
svojstvene vrijednosti). Prema prijasnjem primjeru znamo da postoji matrica B = (Z )

7



Primjer 10 (Davenport-Casseles). Dokazite da svaki cijeli broj koji se moze prikazati kao
suma tri kvadrata racionalnih brojeva se moze zapisati i kao suma kvadrata tri cijela broja.

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da ne postoje cijeli brojevi a, b i ¢ takvi da je n =
a® + b2 + . Koristit éemo geometrijske argumente zajedno s metodom spusta da dodemo do
kontradikcije. Neka je S sfera oko ishodista radijusa v/n u R3. Iz uvjeta zadatka imamo da
postoji tocka x € S kojoj su sve koordinate racionalne. Svodenjem koordinata na najmanji
zajednicki nazivnik dobivamo da postoji vektor v € Z3 takav da je x = ¢ za neki prirodan broj
d. Izaberimo takav par (z, v) za koji je nazivnik d iz zapisa = ¥ najmanji moguci. Neka je
x = (x1, 2, ¥3). Uzmimo cijele brojeve yi, y2 1 y3 takve da je |z —y1| < 3, |22 — o] < 3
i|eg —ys| < % i promotrimo vektor y = (y1, ¥2, y3). Uocimo da iz gornjih uvjeta imamo
da je ||z —y| < ‘/73 < 1. Nadalje, iz pocetne pretpostavke znamo da z ima barem jednu
koordinatu koja nije cijeli broj §to znaci da je sigurno x # y. Neka je presjek pravca xy i sfere
S tocka z. Kako je z na pravcu odredenom s x i y imamo da postoji realan broj A takav da
je 2 =y + Az — y). Takoder z se nalazi na sferi pa je ||z]|* = n. Uvrstavanjem izraza za z i

raspisivanjem norme dobijemo kvadratnu jednadzbu u A
[ = ylI*A* +2(z =y, y) A+ ly[|* —n = 0.

Znamo da je jedno rjesenje gornje jednadzbe 1 i ono odgovara tocki x. Iz Vieteovih formula

ll®—n 4 qnosno z = y -+ LE=n (x —y). Uvrstavanjem = = ¥
lo—y[? Y oy T Y)- y d
imamo da je ||z — y||* = n+ ||y[|> — 2 (v, y) = L za neki nenegativan cijeli broj l. Kako je
0 < ||z — y|| < 1 slijedi da je I prirodan broj i vrijedi I < d. Prema tome, imamo da je z = 7

za neki vektor w € Z3. Ovime smo konstruirali novi par (z, w) u kojem je nazivnik [ < d
sto je u kontradikeiji s odabirom para (z, v). Dakle, pocetna pretpostavka je bila pogresna,
odnosno postoje cijeli brojevi a, b i ¢ takvi da je n = a? + b* + 2. O]

dobijemo da je drugo rjesenje A =



5 Zadaci za domac¢u zadacu

Za uspjesno polaganje zadace potrebno je rijesiti barem 5 od sljedeé¢ih 9 zadataka. Rok predaje
je 14. 7. 2023.

Zadatak 1. Dokazite teorem [2| koristeé¢i prvu verziju Minkowskovog teorema .

Uputa: Koristite odgovarajuéu "zamjenu” baza za R".
Zadatak 2. Dokazite Lemu [l

Zadatak 3. Koristeci kvaternione pokazite da je produkt dvije sume ¢cetiri kvadrata cijelih
brojeva ponovo suma cetiri kvadrata cijelih brojeva.

Zadatak 4. Neka su a, bi ¢ prirodni brojevi za koje vrijedi ac = b*>+1. Dokazite da jednadzba
ax? + 2bxy + cy? = 1 ima cijelobrojna rjesenja.

Zadatak 5. Neka su a i b racionalni brojevi takvi da jednadzba az? + by? = 1 ima barem
jedno racionalno rjesenje. Dokazite da jednadzba ima beskona¢no mnogo racionalnih rjesenja.

Zadatak 6. Zadani su realni brojevi oy, as, ..., a,, 1 N > 0. Dokazite da postoje cijeli
brojevi p1, pa, ..., ppigtakvidajel <g< N i |ai—%| < ]él zasvei=1,...,n.
q n

Uputa: Koristite rezultat iz Primjera 6.

Zadatak 7. Odredite sve cijele brojeve a, b, ¢, x, y i 2z tako da vrijedi ax?® + by? + cz? =
abc +2xyz — 1, ab+bc+ca > 22 +y* +2%2ia, b, c> 0.

Zadatak 8. Dokazite da za A = (a;j) € GL,(R) (n > 2) postoje cijeli brojevi z1, xa, ..., zy,
ne svi jednaki nula, takvi da vrijedi

n

11

=1

n

E aijmj

|
< |det Al
nn
Jj=1

Zadatak 9. Za prirodan broj n ozna¢imo s f(n) broj nac¢ina za dobiti n! centa koristedi
neuredenu kolekciju kovanica od po k! centa (1 < k < n). Dokazite da postoji konstanta C,
koja ne ovisi o n, takva da je za sve prirodne brojeve n vrijedi

2 2 2

n n n n

n's e T < f(n) <nz e T,

[V
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