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KRATKI REPETITORIJ TEORIJE ELASTICNOSTI

Deformacija

Gibanja 1 pomake unutar nekog tijela razmatrat ¢emo Eulerovim opisom u kojem
se gibanja Cestica prate kao funkcije vremena 1 prostora. To je u seizmologiji
prirodno jer su seizmogrami zapisi vremenskog gibanja Cestica na odredenom
mjestu. Kako je tijelo koje promatramo kontinuirana razdioba Cestica, trebat ¢e
nam vektorsko polje i = (X,t) da opiSemo gibanje odredene tocke, pri ¢emu
slobodno izabiremo koordinatni sustav.

Tijelo se moze gibati kao cjelina (translacija i/ili rotacija), a mogu se gibati 1 samo
neke njegove cestice zbog unutrasnje napetosti 1 deformacije. Upravo ovaj drugi
tip gibanja nas ¢e najviSe zanimati. Deformacije se sastoje od komponenata koje
se odnose na promjene linearnih dimenzija, kao 1 onih §to dovode do kutnih
distorzija.

Normalne deformacije su mjera elongacije u odredenom smjeru i definiraju se:
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Smicne deformacije (ili deformacije smicanja) su mjera kutne distorzije
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Potpunu sliku deformacije dobit ¢emo ako razmotrimo normalne i smicne
deformacije u odnosu na tri odabrane koordinatne osi. Tako ¢emo morati
razmotriti tri normalne deformacije e, ,,e,,,e;; (koje opisuju linearne deformacije)

u smjeru koordinatnih osi, 1 Sest kutnih promjena u smjeru druge dvije osi:
€13,€31,6,1,€,,63,,€,, . 11h 9 deformacija ima kontinuiranu razdiobu unutar cijeloga

tijela 1 funkcije su vremena.

Veza izmedu deformacije i pomaka

Potrazit ¢emo vezu izmedu 9 kartezijskih komponenata deformacije 1 3 kartezij-
ske komponente pomaka (u,,u,,u, ). Ponekad ¢emo ih oznadavatiis u, v, w.

U 3-D slu¢aju razmatrat ¢emo infinitezimalno malu kocku s bridovima paralelnim
koordinatnim osima.

dx,

Y

Pomak P—P' opisuje vektor
U(X,,1) =X, +u, %, +u Xy = (uy,u,,us;) )]

Tocka Q prelazi u Q' 1 njezina je deformacija u odnosu na P malo drugacija, pa je
s njom mozemo povezati Taylorovim razvojem uz zanemarivanje visih potencija

o'u, | . .
( ( ! j 1 vise):
ox,”

ﬁ()_c’Q,t) = (“1 +g—§:dxlj§l +[u2 +%dxlj§2 +(u3 +%dxl]§3 (II)

xl 1

(uvijek dx, jer je P_Qparalelno S x,).



Definicija normalne deformacije daje za PO 1 P'Q’

. _P'—Q’—P_Q_a’x'—a’x1
! PO dx

Odavde je (a’x')2 = [(1 +e,)dx, ]2 : (I11)

Kako je ‘dx" =‘abc1 +L7(xQ,t)—ﬁ()?P,t)‘ (vidi skicu!), uvrstenjem u(xp, ¢) iz (I) 1
u(xg, 1) iz (ID) slijedi:

%z Ou, = ou, = ou, =
|dx'| =|dx,%, + — Xidx, + —2X,dx, + — Xydx,
ox, ox, ox,
P,
A\ ;
wa dx
dx, 2Q
ug up
ll()
dkx,
P " Q

. : 2, 2, 2 .
Apsolutna vrijednost vektora je 4/u; +u, +u; paje

2 2 2
(a’x')2 = 1+% dx, | + %dxl + %dxl :
ox, ox, ox,

Izjednacivsi to s (III) dobijemo:
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1+ 2e +e2:1+2%+ ouy + Ou, + Ouy .
A Ox, Ox, Ox, Ox,

2
Za male pomake 1 male deformacije zanemarimo sve (%} ie
xl
l+2¢ =1+2%4
ox,
o =34 (IVa)
ox,

Ovu normalnu deformaciju oznacit ¢emo s e, jer bismo isto dobili da smo

proucavali jednodimenzionalni slu¢aj promjene duZine @ U ¢, prvi indeks

oznacava orijentaciju elementa duzine, a drugi smjer promjene duljine. Slicno se
definiraju preostale dvije deformacije:

0 0
. - (G_J . - (Fj (IVb)
2 3

a odgovaraju preostalim bridovima kocke s vchom u P.

Deformaciju smicanja odreduje se neSto sloZenije. Za sada bez izvoda (u
Elasti¢nosti!) dobili bismo

1{ ou, oy,
ey =7 =+t
2\ ox, ox,

1( Ou, Ou,
e =7 =t
2\ ox, oOx,

Lako je uociti da je e, = ¢,



 ou,

U indeksnoj notaciji: ¢, = %(ul. )= %[%+ %] .
o 9 J o x x
Jj i

Ovih 9 ¢lanova ¢ine infinitezimalni tenzor deformacije. To je simetri¢ni tenzor sa

6 nezavisnih elemenata. Komponente deformacije linearne su funkcije derivacija
komponenata pomaka, $to je posljedica ¢injenice da smo dozvolili jedino male
deformacije i pomake. Deformacije su bezdimenzionalne 1 ne ovise o apsolutnim
iznosima pomaka. Volumetrijske promjene ovise o normalnim komponentama
koje su po definiciji kompresijske za negativne vrijednosti, a dilatacijske za
pozitivne. Trag tenzora naziva se dilatacija volumena,

0 — ou, N ou, N ou, I
ox, Ox, Ox,
Napetost

1 odgovara postotnom povecanju volumena.

Kad na tijelo djeluju sile one djeluju na svaku njegovu Cesticu. Razlikujemo dvije
vrste sila — prostorne i kontaktne sile. Prostorne su sile proporcionalne volumenu
tijela (npr. gravitacija, elektromagnetna sila...). Kontaktne sile zahtijevaju dodir s

tijelom (npr. pritisak) — ako ih se normira na povrS§inu imaju jedinicu % , (tlak).

Zamislimo plohu koja sijece razmatrano tijelo. To ne mora biti ravna povrSina.
Razdijelimo je na male elemente AS s normalom 7. Na svaku od tih elementarnih
povrsina djeluje sila AF . Definirajmo vektor napetosti (naprezanja) kao



2 — . AF R ~ R
T(”)ngjloA—Slexl + 10X, + 1x;,

1 neka on djeluje na element povrSine AS koji sadrzi tocku P s normalom 7.
Odaberimo koordinatni sustav tako da se os x podudara sa smjerom 7. Tada
definiramo komponente napetosti na tu elementarnu plohu (x, = const ):

7, = lim — =0,
AS;—0 ASI
7, = lim — =0,
AS;—0 ASI
. AF, - = = =
7, = lim — =0, AF = AF X, + AF,X, + AFX,
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Prvi indeks oznaCava smjer normale na plohu, a drugi smjer sile. 7, je dakle
napetost okomita na plohu a 7, 1 7;; su u ravnini plohe. Postavimo 11 AS,1 AS,
kroz P tako da su okomite na x,1 x,, definiramo dodatnih 6 komponenata
napetosti 7,, ... 7,,. Sve su to funkcije prostora 1 vremena, 1 opCenito trebamo ih

sve poznavati. Tih 9 elemenata tvori tenzor napetosti. Dijagonalni elementi su
normalne napetosti, a preostali su napetosti smicanja. Normalne napetosti s
pozitivnim predznakom (prema van) opisuju vlak a one s negativnim tlak. U
Zemlji su napetosti uglavnom kompresijske (gravitacija!) pa razlikujemo smjer
najveceg 1 najmanjeg tlaka. Razmotrimo li elementarnu kocku, kao 1 prije, uvjet
da ona bude u ravnotezi znaci da suma svih sila (u svim smjerovima) i pripadnih
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momenata mora biti nula. Taj uvjet za smjer x, daje (bez izvoda, Lay & Wallace,
str. 45)

or or or
11 + 21 + 31

*)

=0 1sli¢no za ostala dva smjera, odnosno
ox, Ox, Ox,

3

oT..
¥) ) —1t=0, j=123.
(*) ;ax j

i

To je sila u smjeru x; na jedinicu volumena.

Ovo su jednadzbe ravnoteze pa vidimo da unutar tijela mora postojati ravnoteza
prostornih gradijenata napetosti.

Nadalje na element ne smije djelovati nikakav rezultantni moment (bez izvoda,
Lay & Wallace, str. 45). To Ce biti ostvareno ako vrijedi 7, =7,

1\)’3 TI 24
E J;;EE 1
3 1
P Q

-
X3
3

pa je dakle i tenzor napetosti simetri¢an sa 6 nezavisnih komponenata. U svakoj
tocki tijela postoje tri medusobno okomite plohe na kojima nema napetosti
smicanja. Taj se sustav naziva sustav glavnih osi napetosti.

Kako je 7, =7, moZemo jednadzbu ravnoteze sila (*) pisati i kao

or 30T

: ji .q- i
Zaxj =0 ili Z—J:rgfo

i=1 i j=1 axj




JednadZbe gibanja

Razmotrimo sada ravnotezu sila na elementu volumena unutar tijela kod kojega
dolazi do pomaka Cestica. Ravnotezne jednadzbe sada moraju ukljuciti 1 vanjske
sile kao inercijalne doprinose. Neka na elementarnu kocku gustoce p djeluje

vanjska sila na jedinicu volumena f = f X, + f,X, + f;X,. Newtonov zakon daje:

o*u or..
’:fl.+2—”, i=1,2,3. *)
ot* - 8xj

o,

To su jednadzbe gibanja. Na lijevoj su strani akceleracije (inercijalni ¢lanovi),
koje su uzrokovane vanjskim silama i gradijentima napetosti u tijelu. Ovo je
osnovna jednadzba teorijske seizmologije jer povezuje sile u tijelu s mjerljivim
pomacima. Npr. f moze biti reprezentativna za sile koje djeluju u ZariStu potresa
pa (*) daje ocekivane pomake i gibanje unutar tijela.

Ako ne razmatramo vanjske sile dobijemo homogenu jednadzbu gibanja:

pii; =D~ =1,
ox,

J

Da bismo mogli nastaviti trebamo povezati napetosti i deformacije. To omogucuje
Hookeov zakon, koji opéenito glasi

T, = CpCy = Zcijk,ek, , kl=1,2,3
kl

(sumiranje po /) ij=1,2,3.

Tako je npr.

Ti = Cinin T Ciiinlin T €383 T Ciipi€y) T Cring€ay + Crina€hs T C1y31€31 T Cpp3n€sn 1 Cp133€35
Simetri¢nost tenzora napetosti 1 deformacije reducira 81 modul elasti¢nosti na 36
nezavisnih. Razmatraju¢i energijske odnose moze se pokazati da postoji i
simetrija ¢,, =c,;, pa se broj nezavisnih modula reducira na 21. Oni

karakteriziraju najopcenitije tijelo s opcom anizotropijom Sto znac¢i da odnos
napetost-deformacija ovisi o smjeru i orijentaciji uzorka. U Zemlji je vecina
materijala slabo anizotropna (ne uvijek!) pa aproksimacija izotropnosti reducira
broj modula na samo 2: A i ¢ — Laméove konstante:

Cyy = 40,0, + ,u(é’l.ké’ o +0,0 jk) ,  gdje je 6 Kroneckerov simbol.
Npr. ¢\, =A+2u, ¢ =4, Chp,=HU.
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Hookeov zakon je sada:

T, = ﬂzk: €0, +2ue; =160, +2 e,

To su formulirali Navier (1821.) 1 Cauchy (1823.), 160 godina nakon Hookeovog
rada. 1 je modul smicanja (u = 0 znac¢i da nema otpora smicanju, u teku¢inama).

A nema fizikalno znacenje. k:/1+§ 4 je modul inkompresibilnosti, ¢ je

: : : Ok
Poissonov omjer (0 =——), £ je Youngov modul (£ = H ).
2(/1 + ,u) 3k+u
Kombinacija
e Hookeovog zakona, T, =A00, +2ue;,

e homogene jednadzbe gibanja, pii, ="

J J

- Ou,
* odnosa deformacija-pomak e, :%[% + ;1 ] ,
‘ .Xj X,

dat ¢e jednadzbu gibanja za izotropno elasti¢no tijelo bez vanjskih sila:

homogena jednadzba gibanja: pii, =7, ;, npr.zai=1:

oy, _ ot N o7, N
or ox, ox, oOx,

07,3 )

b

o,

Hookeov zakon je:z,, = 10 + 2 ue,, = ﬂ[aul + oy + 6u3j+ Z,U%

ox, Ox, Ox, ox,
2= A ox, O0x
o=y O O
BT H ox, Ox, )
: oA Oou .
Uz pretpostavku da su A i x konstante T 0 | deriviranje izraza za ¢,
X, Ox, ‘

1 uvrsStavanje u jednadzbu gibanja daje:

10



2 2 2 2
L0 _ 00 0 [aul | ouy +au3j+ﬂ[a u, 0 u1+8u1}

= +
o on Mox\ox  ox, o, o ox} | ox,
5 Vzul

ou, 00
=(A+u)—+uVu
o “)axl A

Yo,
1 slicno za u, 1 us. Te tri jednadZbe mogu se pisati u vektorskom obliku:
pii=(A+p)V(V i)+ Vi ili

koristeéi identitet: Vu = ?(? : a) - (6 XV x ﬁ) kao

—

pu=(1+2y)§(§-ﬁ)—,u(§x§xﬁ) Jednadzba gibanja

izrazena preko pomaka

To su vrlo komplicirane, 3-D parcijalne diferencijalne jednadzbe za pomake koji
su uzrokovani nespecifiranom silom. Obi¢no se rjeSavaju uvodenjem
potencijalnih funkcija 1 primjenom Helmholtzovog teorema, Sto ¢emo 1 mi kasnije
napraviti (Lay & Wallace, str. 54).

Jednodimenzionalna valna jednadzba

Razmotrimo uzduzno osciliranje elasticnog Stapa. Pretpostavit ¢emo da unutar
Stapa postoji neravnoteza napetosti, ali nas trenutno ne zanima kako je do toga
doslo.

Sile u x-smjeru su:

vV
sile od razlike napetosti

11




AA se moze pokratiti, te slijedi

pii, = 88711 , ¢ime smo ponovo dobili (*) — jednadzbu gibanja.
X

Uzmimo vezu 7 <> e u obliku Hookeovog zakona koji povezuje elongaciju i

napetosti preko Youngovog modula: 7,, = Ee,, = E %,
’xl

ou O’u 0u
{e“:a_xl} P Eo
1 1

Neka je ¢ = \/E , jednodimenzionalna valna jednadzba glasi
o,

o’u, _i@zul
oxt ot

Opce, D'Alembertovo rjesenje je oblika:
u (x,0)=f(x,—ct)+g(x +ct),

gdje su f'1 g proizvoljne funkcije koje zadovoljavaju pocetne uvjete povezane s
vanjskom silom koja uzrokuje debalans napetosti. Ti se poremecaji rasprostiru u
+x1 1 —x; smjerovima (f, g) brzinom c. Argumenti (x1 + ct) zovu se faze valnog
rjeSenja. Za fiksnu vrijednost faze oblici /1 g nazivaju se valne fronte koje se
rasprostiru brzinom c. Opc¢enito, ¢ opada povecanjem gustoce ako se E pri tome
ne mijenja. U Zemlji, medutim, stijenama brzo raste modul elastiCnosti s
povecanjem gustoce pa ¢e valovi opéenito biti to brzi Sto su stijene gusce.
D'Alembertovo rjeSenje moZe se napisati i u obliku

_ it )
ul(xl,t)—f(t Cj+g(t+ cj'

Koji ¢emo od ta dva oblika primijeniti ovisi o vrsti problema koji rjeSavamo. f1 g
su progresivna rjeSenja. To joS§ ne znaci da su rjeSenja progresivni valovi!

12



: : : 1 0’
U 3-D valna jednadzba za poremeéaj w glasi|Vy = — L4

1 njezino je rjesenje:

¢ o
W=f(u)+g(v):f(t—wJ+g(;+WJ
‘ ¢ (1)

Ovdje su f'1 g proizvoljne, dvaput derivabilne funkcije. To je D'Alembertovo
rjeSenje valne jednadzbe. U odredenom trenutku ¢, v je konstanta za sve x, y, z za
koje je Ix + my + nz = const., §to je jednadzba plohe s kosinusima smjerova /, m,
n u odnosu na normalu. Zato se takvi valovi nazivaju ravni valovi, a plohe Ix +
my + nz = const. nazivaju se valne fronte. Uz

p=lée,+me, +né, (1)postaje
y= f[t_ﬂ}g(HHj @
C C

Da bismo rijesili valnu jednadzbu primijenit ¢emo Fourierov transform na obje
njezine strane. Definirajmo

0

S(F.0)= [y (F.t) e dt 3)
odnosno 7

- 1 i it
w(r,t):EJ.S(r,a))e dw.

13



Iskoristimo sada Fourierov transform derivacije:

J.u dv=uv —I vdu

v'({t) «— — ! jw 'Oe™dt=3u=e", dv=y'(t)dt}=
du =—iwe dt, v=y(t)

i[y/(t)e—"ﬂ” 17+ 1o j w(t)e dt = { lim w(¢) = 0!} o j w(t)e dt =ioS(w)
V2 - 2r t>kco 2r 2,
paje:  w"(t) «—— —o’S(w).

Fourierov par valne jednadzbe dakle ima oblik:

2 2
LoV oy vis+ €S =V S+k>S=0 4)

VZ
Ve ¢’ ot c

jerje k, -2 Vektor valnog broja je k = k.-p.
c

Jednadzba (4) naziva se Helmholtzova jednadzba. Kako je g//(F , t) realna funkcija,

vrijedi
o0

Iw e dt = Iw(?,t)(cosa)t—isina)t)dt

—00

S(-w jl// (F,t)edt = Il// 7,t)(coswt +isin wt ) dt

—00

odakle slijedi S (—a)) =S5 (a)) . ¥ oznacuje konjugirano kompleksnu veli¢inu.

Zbog toga je:
v (F.t)= i j S(F.o)e”"do=...= %Regs(f,w)e"w’dw (5)

—00
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Dokaz izraza (5)

Pojednostavljeno, bez 7 :

) o0 0
v(o),- ) S(@)e"do=—_ j S(@)e"do+ [ S(o)e o=

0 o 0
— ijs(a))e"w’da) +i£5(—w)e“‘” (—dw)= i(!S(a))e"“”da) + _([S(—a))ei””da)j =

I = JS(a))ei“”da) = I(a +ib)(cos ot +isinwt)dw =

= J[(acosa)t —bsinat)+i(bcoswr +asinar) |do
Na isti nacin je
I,={S(-0)=5" (o)} =...= [[(acosat - bsinwr) - i(bcos et + asin ot ) [do.
Imaginarni dijelovi od /; 1 /> se poniStavaju pa je:

| ;
=~ Re(S(w)ed
(1) _ e‘([ (w)e”"daw

15



Razmatramo 1i jedino f'dio rjeSenja u (2) i rabimo (3), dobijemo

r=t-£7 f(t——j e dt=
If( ) et — c c _

—ia)ﬁ . o
:f(r)e‘”‘"e cdr =f(2')e_’“"e_’k’rdz'

:{j (1) "”’dt} 2 §(0,0)e

S(0,@) u izvoru,
ovisnost o  je izlu¢ena

Pretpostavimo spektar u izvoru oblika S(0,)= 4(w) e )y je spektar faze.

—_—
spektar
amplitude

Sada iz (5) slijedi:
w (7.0 = —Re j A(@)e ")y 6)

Jednadzba predstavlja val wkao superpoziciju ravnih valova svih mogucih
frekvencija. To je Fourierov princip superpozicije. Dakle, spektralna komponenta
od y(r,t) je oblika

5.7
1//(r,t,a)0):A(a)o)cos{a)o(t—p—j—zo(a)o)} (7)
amplituda ¢ g
faza

Iznos ywu (7) ne mijenja se ako ¢ zamijenimo s (¢ + 7y), gdje je T, = i)—” odnosno
period. Zato je wharmoni¢na funkcija obzirom na vrijeme. Mozemo Zoamij eniti i
p-¥ sa p-r+A, gdje je valna duljina 1 = % , Sto znaci da je y harmonickaiu
prostoru. Medu w, 7, A1 k. postoje relacije: O
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RjeSenja valne jednadzbe ne moraju uvijek predstavljati ravne valove. To ¢e se
dogoditi postavimo li /= g u (2). Tada promatramo superpoziciju dva progresivna
vala koja se istom brzinom rasprostiru u suprotnim smjerovima. (7) je dobiveno
uzimanjem u obzir samo dijela /. Razmotrimo li1 f1guz f = g (7) prelazi u:

y(rto)= A(a)o){cos{a)o (t —?j - ;(0} + cos{a)o (r + ?j - )(o}} =

a)O

=2A(w,) cos[
c

(P '7)}005(60(1 ~ %)

To su stojni valovi, kod kojih se profil ne mice, ali  iS¢ezava na plohama
(p-F)=x4/4,+31/4, ...¥t. To su ¢vorne plohe. Kod stojnog vala Cestice

titraju istodobno razlicitim amplitudama. Kod progresivnog vala Cestice titraju
jednakim amplitudama ali s razli¢itim fazama.

Separabilnost Helmhotzove jednadzbe

Helmhotzovu jednadzbu V?S+k’S=0 uobitajeno se rjeSava separacijom
varijabli. Diskutirat ¢emo rjeSenje u Kartezijevu sustavu. Neka je

§=X()Y(y)Z(2)
rjeSenje Helmholtzove jednadzbe. Tada imamo:

VS +k2S=0; S=XYZ

2 2 2
82+ 82+ 62 XYZ +k>XYZ =0
ox~ oy- 0Oz

2 2 2
0 X+XZa—Y+XY82

ox’ oy’ oz’

YZ +kIXYZ=0 /:XYZ

Parcijalne derivacije zamijenimo obi¢nima jer su sve funkcije samo jedne
nezavisne varijable.

7+7+7+k320 (8)

Stavimo k? =k; +k; +k; )

17



To su separacijske konstante. Jednadzba (8) je zadovoljena ako X, Y, Z
zadovoljavaju jednadzbe

X"k} X=0, Y'+k}Y=0, Z"+kIZ=0 (10)

Njihova rjeSenja (linearne jednadzbe s konstantnim koeficijentima) u opéem su
obliku:

+ik,x tik,y  +ikz
, € T, e

Uz notaciju k, =Ik,, k, =mk_, k, =nk_,10odaberemo li negativni predznak, imamo:

S oc e—ikc(lx+my+nz) — efilz-F

[N
XYZ
P+m’>+n° =1

k=kp

Zasvaku vrijednost k, postoji bezbroj rjeSenja Helmholtzove jednadZbe (4) takvih
da je (8) zadovoljena.

Parametri /, m, n mogu biti i kompleksni, ali uz uvjet /> + m> +n° =1.

MozZemo pisati:

—ik,. |:lx+my+le 1-12—m? }

Soce

7i[kxx+ky yrzyfk2—kE-k? }

Soce

Ako je (*) rjeSenje, onda ¢e 1 suma takvih rjeSenja biti rjeSenje! Sumirajmo po

valnim brojevima uz odabir konstante proporcionalnosti = )2 A(kx,ky,a))
T
~ ! i 7i[kxx+kyy+zﬂ/kcszifkf,}
S(F,w) = ey jw :[OA(kx,ky,a))e dk dk, (11)

A(k,,k,,)]je ovdje dvostruka prostorna Fourierova transformacija od S(7,w), te

mozemo pisati
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A(kx’kyaa)): I J‘S(F’a))el[kxx+k},y+z\/mj|

—00 —00

dxdy . (12)
Imali smo da je
S(F,w)= J w(7,t)e”dt §to uvrsteno u (12) daje:

Ak, k@) = T T Tl//(?,t)ei“’tei’;'Fdxdydt

—00 —00 —00

Inverzna Fourierova transformacija dat ¢e nam sada rjeSenje valne jednadzbe:

1
27y’
(13)

w(7,1) = T T TA(kx,ky,a))ew-“)dkxdkydw

Jednadzba (13) predstavlja opéi princip superpozicije. Opcenito rjeSenje valne
jednadzbe je harmonicki poremecaj koji se rasprostire u smjeru p u 3-D prostoru

brzinom c. Funkcija 4 djeluje kao funkcija tezina 1 odgovara udjelu ravnog vala
karakteriziranog s (k,,k,,®) koji tvori superpoziciju y . lako je ovo sve izvedeno

u Kartezijevom sustavu svi zakljucci vrijede 1 u bilo kojem drugom koordinatnom
sustavu. Ovdje smo razmotrili jedino ravne valove koji su vazni jer se sferni
valovi daleko od izvora mogu lokalno aproksimirati ravnim valovima.
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Elasticki potencijali; P i S valovi
Kako smo vidjeli, polje pomaka prikazano je jednadZzbom gibanja
pli=f+(A+2u)V(V-ii)— 1V xV xii (14)

gdje je f vanjska sila. RijeSit ¢emo tu jednadzbu bez vanjske sile primjenom

Helmholtzovog teorema koji kaze da se svako vektorsko polje # moze prikazati
kao suma bezrotacijske 1 bezdivergentne komponente:

i=Vo+Vxy (ovo nije isti y kao u (13)!)
uz Vxp=0 (¢ jeskalar) i (*)
V=0

@ 1 ¥ nazivaju se skalarni 1 vektorski potencijal.

Uvrstimo (*) u (14):
PV P+ xip)=(A+2uV[V-(Vo+Vxii) |- u[ VxVx(Vo+Vxi7)]
Iskoristimo vektorske identitete:

V- (Vxp)=0 i VxVe=0,padobijemo:
PV G+Vx§)=(A+2u)V[ V|- u| VXV x(Vxi) |.

Upotrijebimo sada

VxVxyg=V(V-§)-Vy=-Viy
—

=0
Vit Vs = 22500 0) + 2 (0 x Vi)
Y2
ﬁ[(p —MV2¢]+§X(¢) —ﬁvzg/?jzo.
P P

Jednadzba se sastoji od dva ¢lana od kojih prvi ovisi jedino o skalarnom, a drugi
o vektorskom potencijalu. Jasno je da ¢e jednadZzba biti zadovoljena ako svaki od
njih bude jednak nuli neovisno o onom drugom. Dakle,
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A+2u

Vzgp

yoj
y="Vy.

SRS

To su valne jednadZbe koje znamo rijesiti! Konstante na desnoj strani su kvadrati
brzina rasprostiranja valova ¢ i . Oznacit ¢emoihs a i .

o = ﬂ/+2ﬂ, ﬁ:\/z.
\ »p P

Te brzine ovise jedino o fizikalnim svojstvima medija kroz koji se valovi
rasprostiru.

U slucaju da vanjsku silu ne zanemarimo (f#0 u(14)) i nju ¢emo prikazati

pomocu potencijala: f = %é’ +Vx 3 ,uz V- f =0. Tada ¢e vrijediti:

+a’Vip (15)

Vo i Vxiy nazivaju se longitudinalna (P) i transverzalna (S) komponenta
pomaka .

Na taj smo nacin razbili elastodinamic¢ku jednadzbu gibanja u jednadzbe koje su
lakSe za rijeSiti. Cijena koju smo za to platili je da sada imamo 4 nepoznanice (3
komponente 7 1 @) umjesto 3 komponente pomaka # . Dodatna nepoznanica
ograni¢ena je 1 dodatnom jednadZbom (15/2). Zbog toga, potrazit ¢emo takav
referentni sustav u kojem ¢emo gibanje mo¢i izraziti s tri osnovne vrste gibanja.

Definirat ¢emo ih pomocu veli¢ina @, (V xy)_, .. Za svaku od tri osnovne vrsti
gibanja dvije od tih veliCina e iS¢ezavati.
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1)

2)

3)

¥ =0

(Vx). =0 pa jerotacija u horizontalnoj ravnini —

y je vertikalan; ali .= 0 pa je 1 vert. komp. =0

Sadaje i =Vg

=0,y =0: i=Vxy

v

"
\ "

¢:Ov (ﬁXl/_/’)ZZO

(16/1)

Kako V ima smjer rasprostiranja vala, / , to znaci

da je i paralelno s / , tj. da se radi o
longitudinalnom valu.

(16/2)

w.=0 znaCi da je ¥ u horizontalnoj ravnini, pa
zato # =V xi mora biti u vertikalnoj ravnini. %

je takoder okomito na V (tj. /). Cestice dakle
osciliraju okomito na smjer rasprostiranja u
vertikalnoj ravnini. To je S-val polariziran u
vertikalnoj ravnini 1 zove se SV.

(16/3)

Ocito se radi o S-valu jer je ¢ =0 . Kako je
u,=(Vxw).=0, nema vertikalne komponente

pomaka. Radi se o horizontalno polariziranom S-
valu koji se zbog toga naziva SH.

Dakle, u homogenom, izotropnom sredstvu trebamo poznavati samo 3 skalarne

potencijalne funkcije (@, 1 (ﬁxy?)z) koje odgovaraju P, SV i SH

komponentama pomaka. Da to bolje vidimo, razmotrimo ravni val koji se
rasprostire u smjeru / brzinom ¢ .
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X

U seizmologiji je uobicajeno koordinatni sustav postaviti sa z-osi prema dolje, a

x-os definirati da leZi duZ horizontalne komponente od / . Kut i odreduje smjer
rasprostiranja vala. U takvom koordinatnom sustavu nema ovisnosti o y-
koordinati, te u tom smjeru nece biti promjene svojstava vezanih uz valno gibanje

0

™ = 0] Prividna brzina rasprostiranja vala, npr. duz osi x, jednaka je ¢/ (sini)
y
1vecajeodc.

Pomak S-vala je ii =V x 1; U slucaju ravnog vala kao na slici, w ovisi jedino o x,
z, t. 1z ograni¢enja V -7 = 0 slijedi

v . g |9 g (17)
o oz oy

Ako se radi o SV valu, y komponenta pomaka (v) jednaka je nuli:

v=(Vxp), ==

v _g

To je gibanje 2. wvrstt za koje je 1w, =0.Zato (18) postaje 3
—_— Z

i (17) postaje % =01z (17) i (18) tada slijedi
X

v, =0 jer je W, v, _ o, =0.

x" &y &

o .
sve der. po y=0  ¥x 1z (18)

Dakle ostaje samo y-komponenta od .
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Zaklju€ujemo da se najopcCenitiji ravni SV-val moze izraziti pomocu potencijala
oy o ov
oz ox
jednadzba (15/4) reducira na skalarnu: | 8>V = /.

v =(0,,0) , s pomakom ﬁx:ﬁ:[— . Time se vektorska valna

U slucaju ravnoga SH-vala nema potrebe pomak izrazavati potencijalnom
funkcijom jer se gibanje sastoji samo od jedne komponente (v) koja je skalar.
Dakle, # = (u,v,w) se za SH val reducira na u = (0,v,0), uz v =v(x, z,t).

y-komponenta elastodinamicke jednadzbe gibanja
pli=f+(A+20)V(V i) - uVx(Vxii), [f=0
o
V(Vii)-Vu
pii =(A+ )V(V i)+ Vi =(A+ )V O + uV3ii
y —komponenta: pv =(A+ y)? + uV3y
y
tada prelazi u pi = uV>y,

jerje =0 i 2=O.
oy

Opet, dakle, imamo skalarnu valnu jednadibul LV =1,

Situacija za P valove je jasna jer su oni opisani skalarnom jednadzbom (15/3):
a’Vip=p.
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% ok ok sk ok

Proucit ¢emo sada efekte granice na rasprostiranje ravnih valova (dakle ne
razmatramo vise neomedeno sredstvo u svim smjerovima). U tom slu¢aju postoje
dvije vrste grani¢nih (rubnih) uvjeta: oni koji su vezani uz pomak (kinematicki) i
oni koji su povezani s komponentama napetosti (dinamicki rubni uvjeti).

Za dva kruta tijela u ¢vrstom dodiru, kinematicki rubni uvjet je da se sve tri
komponente pomaka neprekinuto mijenjaju pri prijelazu iz jednog sredstva u
drugo. Dinamicki rubni uvjet je neprekinutost napetosti na granicnoj plohi koja
dijeli dva sredstva.

Komponente napetosti za nas izbor grani¢ne plohe z = 0, okomite na z-os su
T.,T.,,T

zx? " zyd Tzz*

Ako su (7_,7_,,7_) = (0, 0, 0) na z = 0 radi se o slucaju graninih uvjeta na

zx2 " zy?2
slobodnoj povrsini. Znaci, ispod granicne plohe je kruto sredstvo ili tekuéina, a
iznad je vakuum. Ovo je prakticki slu¢aj povrSine Zemlje ili oceana, jer su
elasticke konstante atmosfere puno manje nego kod stijena ili vode.

Refleksija ravnih P i SV valova na slobodnoj povrsini
r v l — o
Uvest ¢emo novu veli¢inu: vektor slowness (sporost) —=5 (ovu veli¢inu
c

mozemo vektorski dodati u neki izraz, dok s brzinom to ne mozemo uciniti), te je
§ usmjeru 7 jednostavno §-7.

Sporosti

Sporosti se, za razliku od brzina, mogu lako zbrajati, pa je 5§ u smjeru # jednako
s -7 . Npr.:

A a=30°=60°% r=10—>

o x:105in300210%:5;

NG

y=10cos300=107=5\/§

Neka je &, =10.Tada je c,= 5, ¢, = 54/3.

Ocito ne vrijedi ¢, =¢t,. +t,, (t,,=11,.=L11t,.=1). Promotrimo isti slucaj sa
sporostima!
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sporost:§=%
¢
sk
AB 10
. 1 1
=5 =—sin30°=——=—
CB X 2 0
J3 A3
=5 =—¢C0830°=——=—
oo 02 20
(t=rs)
t —IOL—I
AB 10
Lo =XS_ = L—l
¢ 720 4 tp =l !
33
[ —ys =533
1 TI TN Ty

Pretpostavimo da se ravni P val rasprostire brzinom a, a horizontalna komponenta
od § mu je u smjeru pozitivne x-osi (vidi sliku)

Naz=07_=7_=17_=0.

Y zz

P>
\
; X
|3
] \
&
l
\+smjer
/+smjer osciliranja
Cestica 4 P
)(‘rsmjer
\
AY
 §
\
SV «

Smjer rasprostiranja vala dan je kutem i, i*, ili j. Valne fronte su okomite na

smjer rasprostiranja. Pozitivan smjer osciliranja je onaj koji ima pozitivnu x-
komponentu.
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P-pomak je dan izrazom:

Jp - Op : .
u=V ,0,— |, e potencijal,
p= oY o @ )ep y

—— ——

a pridruZzene komponente napetosti su:

_Lfdu ow
e —+—
= 2lar ox
T =2ue_

8\/ ow
T, =2ue, , e,= 2( ] >

oz
7. =A0+2ue_ ¥

-~
komponente napetosti (stress) €. =

~
| komponente deformacije (strain) |

o ) o
, 2028 0, W+ 2uS Y
(t7) = L o " VT (19)

(izvesti sami!)

Za SV imamo skalarni potencijal y, te je pomak dan s

u=Vxy, y=(0,y,0),

. [ oy 81// . .. :

U= 3 ,0,—— | < to smo izveli maloprije, ¥ je skalar, a komponente
4

napetosti su:

aZl// aZl// 82W . .
0Tl ) = -5 ,0,2 , 8=0, jerseradi oSV valu. (20
(sz sz Tzz) |::Ll( axz 622 ﬂézax J valu ( )

Za SH val imamo samo jednu komponentu pomaka:

u=(0,v,0),
1 jednu komponentu napetosti:
ov
T_,7T.,,T 0,u—,0 |. 21
(ravtor) (0020 e
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Vektor s za upadni P val izgleda ovako:

b
=

|
N
|
|

|
l(—cos i)/ a (cos i*)/ai
|

- sini COSI
§ = 505_
a a

(sin 7)/a (sin i*)/a

Kako ovim valom nije pobudena z,_(odnosno 7,,) komponenta napetosti, nema

ni SH vala, te su kandidati za reflektirane valove jedino P 1 SV, kod kojih vektor
§ ima ove komponente:

. ok oK
sini COS1
za P: ,0,
a a

za SV: (Sm],O,COS‘]j.
p p

Ukupni potencijal valnog polja @tada ima upadnu (¢ ) i reflektiranu (™)
komponentu:

ia)(sxx+szz—t)

p=0" +9", akakoje p~e

. (sini_ cosi
— X2zt

¢W::A6W(a 2 (22)

. (sini*  cosi*
X+——z—t

refl __ m}( a a
¢ =Be

Amplitude 4 1 B su konstante u svakom valu.

Ukupni SV val dan je s:
y =y

l//reﬂ — Ceiw[ Si;j x+ COSJ'Z#] (23)
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Nema kinematickih rubnih uvjeta koji nas zanimaju, jer nema smisla govoriti o
pomacima iznad slobodne povrSine. Netrivijalni rubni uvjetisu 7, =7_=0 naz
= 0, koje ¢emo raspisati koriste¢i jednadzbe (19), (20) (za komp. napetosti), te
(22) 1 (23) (za potencijale).

Npr. za 7_= 0 na z = 0 trebamo:

0’ 5>
Tzz:ﬂvzgo_i_zﬂ_?_i_zﬂ_w:ozzo

Oz 0zOx

Piz (19) SV iz (20)
6¢ COSI iw[@X—&Siz—t) COS l-* ia)[ Sini*ﬂ@z—t}
—=-iwA——e % ' +ioB e La @
82 o o
_ i : ini* _ cosi*
62§0 2 0082 l ia)(ﬁx—%z—t) COSz l* ia)(SIHI x+7z—t]
= - - a a 2 . "

aZZ =0 A az e +w B aZ e

itd...(jo$ nam trebaju parcijalne derivacije  u SV dijelu) ...

.* . .
. COSi _ cosi . coSs
Za z =0 otpadaju z, z1 /.

o o p

Svi izrazi sadrze ¢lanove oblika
‘(sini j .(sini* j ,[sinj )
o] —x—t )| x—t 10| ——x—t

o o g ﬁ
sin i
—Xx—t

1
ili e
ia)( ) ta)(sml* ] za)[ﬂx—tJ
r.=0 >ae '\ ‘+be ' * ‘+ce '’ =0

e

Kako ovo vrijedi za svaki x, ovisnost o x mora nestati, Sto je moguce jedino tako
da su svi ¢ jednaki pa se mogu pokratiti:

. (sini . [ sini* . [sinj
o —x—t 10, x—t o —=x—t
a _ a _ B

e =e =e
sini sini”  sinj s
= = =s.,= p pajei i=i.
o o o) ~
parametar
staze

Snellov zakon

Znaci da je saCuvana horizontalna komponenta vektora s pri refleksiji 1 pri
konverziji P u SV val. Time smo dosli do vazne spoznaje da je sustav valova
uspostavljen refleksijom i transmisijom ravnih valova (u ravnom slojevitom
sredstvu) karakteriziran vrijedno$¢u njihove zajednicke horizontalne komponente
od 5. Cesto je nazivamo parametar staze vala, ali to je zapravo parametar cijelog
sustava zraka, a ne samo jedne od njih.
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Pogledajmo sada u kakvom su odnosu amplitude potencijala reflektiranih valova
(B, C) u odnosu na A, kako bismo odredili omjere amplituda reflektiranih 1
upadnih valova.

Relacije za pomak 1 napetost kod P vala moZemo napisati malo drugacije.
Npr. x-komponenta pomaka (i =V ¢):

( [smz COSI D
@ =Aexp|io| —x— z—t
o o

op . sini ( {smz cosi D .
= iw—— Aexp| io| —x————z—t | |=iope.
ox o a o

—

p

pomak: (ia) DO, O,a—(pj
0z

P L (24)
. 2. 0@ _ A P22y, 2
komp. napetosti: | 2 pf za)pa—,O, p(1-20"p o ¢
A
7.
TZX

(19) 2
=2u o =2ppB" — g (8@): (iz gornje jednadzbe) :Zpﬂzia)pa—(p

0z0x 0z \ Ox 0z

(Dalje dokazati za vjezbu!)

(19) 2 2 2 2
_,1v2¢+2ﬂ2¢ /1(8‘/’ ¢ j+2y89‘):

2 ox* oz’ o
sini ? cosi
—i(za)—j o+ i(—za)—j (o+2,u(—za) j Q=
a o o
—q1 2
P /la) —sin 1(0_2/“021 312n l(pz
o

= JPPp - W+M

—i ,U

Y i 2uw o=

2 22

0P+ 2uw’ p’p=—po’p+2pfe’p’p=

%,—J
-p

=—p(1-28°p")o’p
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refl

Z

pomak (— alg , O,ia)pgoj

N4

v~

Tz)c

komp. napetosti | p(1-28>p* )’y 0, Zp,b’zia)pa—

refl (2 5 )

oy

Z

Tzz

Cilj nam je dobiti jednadzbe za omjere B/4 1 C/A koji daju amplitudu potencijala
reflektiranih i konvertiranih valova kao dio amplitude potencijala upadnog vala.

Dvije jednadzbe koje mozemo upotrijebiti su:

up refl
.= 2pﬂ2iwp(a¢ + % j+ pU=25p )0’y =0

oz 0z g
(25), od S—vala
(24), od P—vala
a l//reﬂ
7. ==p(=25" P (9" +¢™) +2pfiop=7—=0
z

*na z=0 (26)

Supstituirajmo sada relacije (22) i (23) (za ¢*, ¢, ") u (26):

up .
007 Sl iz (22))
0z o
0" _ cosi(omﬂ
0z o
io)| px+&5iz—t
l//h?ﬂ —Ce [ B J

7., = 2pﬂ2iwp(—iw@¢”’” Fio =t ! j +p(1-28°p )’y =
a a

COSI
= 2,0,320)2177(

_ 2pﬂ2a)2p&8i{Aeiw(pX(;(‘ji2t] B Beiw(pHC(:iZtJ] N
a

q)up _ (oreﬂ) n p(l_zﬂzpz)wzwreﬂ _

31



Naz=0,17,=0:

2 5 i @A B) 4# T 4 f(1-28p*) af C

25%p COS’( ~B)+(1-24°p*)C=0 27)

Na sli¢an nacin dobije se i druga jednadzba iz uvjeta 7., =0 na z = 0:

(I—Zﬂzpz)(AHB)+2ﬂ2pC(§jC:0 (28)

Sjetimo se da nas zanimaju omjeri B/A 1 C/A:

(27)—>A—B=—(1_2'B2p2).c
28°p=2"
a
(28)>C= (1=2577)(4+5)
2p2p %7
B

Uvrstimo C i1z druge jednadZzbe u prvu:

(1-28°p*) (4+B)

4 o COSICOSJ

48" p of

4 COS1 COS]A_4IB4p2 COS;;,OSJB=(1—2ﬂ2p2)2fl+(1—2ﬂ2p2)2B

A-B=

aff

4 o COSI COSj

44'p ~(1-2p7p*)

A, .4 ,COSiCOSj 2 (29)
48 p a+(1—2ﬂ2p2)
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48 p COSI COS j —(I—Zﬂzpz)z
B= <A 4
4 2 COSI COS J

44°p +(1-28°p*)
48 p? COSi COS j —(1—2ﬂ2p2)2
~(1-2pp*)| 4+ 4 T ;
4ﬂ4p2w+(1_2ﬂ2p2)
C= af
cos J
28°p
P

2/;

(1_2ﬂ2 2) cosz c ﬁ/Q«ﬁ/Jrﬁ;/COSl ¢ pz)z
C=
}ﬂ’?%[w"pz Coslzosj +(1—2ﬂ2p2)2}

COS1i -

c AP (1 28°p’) o0
COSI COS 2
A 45° p? e J+(1—2,52p2)

Omjeri B/A 1 C/A su omjeri amplituda potencijala. Mi smo, medutim, Zeljeli
1zvesti izraze za omjere amplituda ulaznog i reflektiranih valova. Za progresivne
prostorne valove harmonic¢ke u vremenu 1 prostoru, amplitude ¢e biti — prema
Helmholtzovom teoremu — proporcionalne prostornim derivacijama. Kako se

opcenito potencijal ¢ moZe napisati kao go:Ae"(’;;_“”) (1 slicno za vektorski
potencijal, 1/7 ), to ¢e njegova derivacija po prostornim koordinatama biti

proporcionalna s valnim brojem k = @/, odnosno s @//3 za vektorski potencijal 1
S-valove. Dakle, omjer amplituda reflektiranog 1 upadnog P-vala bit ¢e 1 dalje

0,
—B
B
Z)— :E’ dok ¢e omjeri amplituda reflektiranog S-vala 1 upadnog P-vala biti
—A
o
e .
'f)— = A—a. Ovi se omjeri zovu koeficijenti refleksije. Za slu¢aj reflektiranog P-
— A4
a

N
vala koji opisuje izraz (29) pripadni koeficijent oznacit emo s PP (Cita se: P gore,
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P dolje), dok ¢e u slucaju reflektiranog S-vala (izraz (30)), pripadni koeficijent

/N
biti oznacen s PS .

Ako na slobodnu povrSinu upada SV-val, refleksijom ¢e se opCenito generirati P-

/N N
val i SV-val, a pripadni koeficijenti refleksije bit ¢e SS 1 .SP.

Iz jednadzbi (29) i (30) slijedi, koriste¢i (1-28°p*) = f* (ﬂ ~2p j

. . 2
4p° COSI COS j _(1 B 2p2j

/N 2
PP ftﬂ . ﬂl : (31)
g pcosicosj (1, 5
p 70{,3 B p
Ovaj se koeficijent refleksije odnosi na pomake.
o cosi
4= pp? 1-28°p°
}/):S, _ Ca _ ,Bp o ( pp ) _
COSI COS J 2
Ap 45° p? ‘]+(1—2,32p2)
aff
o CoSsi |
5o )
= = (32)

2

COSI COS 1 )

Ty
yd e Y4 e

4 peosif g
p-a\p

2
S
gpc08icosj (1 5 5
Pap g7

Izrazi za koeficijente refleksije mogu se napisati i drugacije, npr. kao funkcije
dvostrukih kuteva. Primjerice, koriste¢i

, sin’

—1—2sin2j=1—sin2j—sin2j:coszj—sinzj:cos2j

1-28°p* =1-2p

brojnik izraza (32/1) prelazi u:
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42 p,BZCOSl(l—2,32p2)— 4ﬁﬂﬂzcos’c052]_
B P a
2
:—Zgﬂ—2 2sinicosi cost:—ZﬁsinZi cos2j
pa o
a nazivnik:
COSI COS j ) 4 SIni sin j cosi cos j 2~
4p'p* ———L+(1-2p°p*) =48 +cos’2j =
afp ( ) g af
2
p
g B
.. . .o . 2 A . . .. . 2~ -
= pEy?s 2sini cosi 2sin jcos j +cos” 2 j =-—s8in2isin2j+cos" 2
Dakle:
a . . :
N —2Esin2i cos2j —2ﬁ5m21 cos2j
PS = 5 a = (33)

2
?sin 2isin2j+c0s’2j  gin2isin 2j+ (;J cos’2j

/N
Koriste¢i dvostruke kuteve PP izgleda ovako:

2
sin2isin2j — (;j cos’2j

7\
PP = (34)

2
sin2isin2j + (;j cos’2j

Primijetimo da ovi koeficijenti ne ovise o iznosima brzina ¢ 1 £ nego samo o
njihovim omjerima. U slu¢aju upadnog P-vala pomaci dakle izgledaju ovako
(pozitivni smjer osi z je prema dolje!):
. (sini cosi j
0| —x— ——z—t
a a

Upadni P-val: S - (sini,0,—cosi)e
%/—J
komponente

amplitude S
upadnog vala

(tu je minus u eksponentu kod
z-komponente jer val ide
prema gore)
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Reflektirani P-val:
‘ . [sini cosi j
.. . NI ——x+ ——z—t
S-(sini,0,cosi)PPe ** “
%—J
komponente

amplitude S
upadnog vala

Reflektirani SV-val:

. /N ia{
S -(cos j,0,—sin j) PSe

komp(;nente
amplitude S v
upadnog vala

—sin j

sin _jx+ cos jz—t
B

cos j

U sluc¢aju da na slobodnu povrSinu upada SV-val nastat ¢e reflektirani P-val 1

/N /N
reflektirani SV val, s pripadnim koeficijentima refleksije SS 1 SP . Opet
razmotrimo iste rubne uvjete, dakle 7, =7_ =0 na z = 0. Upadni kut sada je .
Koeficijenti refleksije u ovom su slucaju:

. 4ﬁpwsz[lz_2pzj (ajsm,-
spo—2 L oA (3)
COSi COS j 2 PR 21 2m
4p2+[—2p J s1n2zs1n2]+(j Cos 2]
aof Vin p

. . 2 2
4p2COSZCOSJ—(1—2p2j sin2isin2j—(2j cos’2j

G- BT =PP| (6)
. . 2 2
4p200510051+(12—2p2J sin2isin2j+(aj cos’2j
aff p

Upadni SV-val daje dakle ovakve pomake:

Upadni SV-val: S -(cos j,0,sin j)e * 7 7 ]
%,—/

komponente
amplitude S
upadnog vala

. . . /N ia)(yyﬁ &Siz—tj
Reflektirani P-val: S -(sin7,0,cosi)SPe * “ ¢
—_———
komponente

amplitude S
upadnog vala
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. . . /N ia{w)ﬁ Mz—t]
Reflektirani SV-val: S-(cos j,0,—sin j)SSe 4
komp(;nente

amplitude S
upadnog vala

U ovom, najjednostavnijem primjeru refleksije prostornih valova na slobodnoj
povrsini krutog poluprostora dobili smo izraze za Cetiri moguca koeficijenta
refleksije, koji se obi¢no prikazuju u obliku matrice rasprsenja:

NN

PP SP
~ o~
PS SS

Ukoliko 1znad granicne plohe nije vakuum nego ona razdvaja dva kruta
poluprostora, postoje 4 vrste upadnih valova (P 1 SV odozdo, te P 1 SV odozgo),
a svaki od njih generira 4 novostvorena vala — lomljeni (transmitirani, refraktirani)
P 1SV, te reflektirani P 1 SV. U tom slu¢aju matrica rasprSenja ima 16 elemenata.

Kratka diskusija rezultata:

1. Normalni upad P-vala na slobodnu povrsinu:

B
z':O—)j:O,Z:PP:—l 1z izraza (34)

Ca N
i=0->;=0, E =PS=0 iz izraza (33), pa nema reflektiranih S-
valova.

Dakle ukupna amplituda je: S -(0,0,—1)+5-(0,0,1)-(=1)=-28, $to znaci da
\ / \ e

u ad'ni P re ektlv'rani P a
P 4 PP

povrsina oscilira gore-dolje|dvostrukom amplitudom|upadnog vala (naravno,
nema horizontalne komponente). Ovo je vazno zapamtiti 1 mora se uzeti u
obzir pri analizi seizmograma zapisanih seizmografima na povrSini (tzv.
korekcija za slobodnu povrSinu). Do toga dolazi zbog zbrajanja upadnog i
reflektiranog valnog polja.

2. Tangencijalni upad P-vala na plohu z = 0:

T . IB 7N\ 7N\
i=5, j=arcsin—; PP=-1,PS=0; .. §(,0,0)+5(1,0,0)(-1)=0
a

37



Nema reflektiranih SV valova, a ukupni povrsinski pomak jednak je nuli. Ovo
je fizikalno nepostojeci slucaj, jer u tom sluaju P-valovi ne interagiraju sa
slobodnom povrSinom.

. Potpuna konverzija valova P—>SV:

Postoji 1i takav kut upada P-vala na povrsSinu, da uop¢e ne bude reflektiranog
P-vala, nego se cijela energija reflektira kao SV-val?

Iz (34) slijedi:
2
. L. . (04 2~ -
sin2isin2j=| — | cos”2;j (™)
— \F
L %f—/

D

L =sin2i 2sin jcos j = (rijjeSimo se j) = 2sin 2i ﬁsinz\/l—sinzj =
o

—

sin j

2 2 2
o / . 2. o a .
:2£sm2zsmz 1—'B—zsm2z:2s1n21s1nl’8—2 —2—s1n21
o o a \fp

2

2
D:(%j cos22j:{cos2j:1—2sin2 j}:(%j (1—2s,in2j)2 =

= (gj (1 - Zﬂ—isin2 ij
p a

2 2

%— sin Z—Z— 1—2ﬂ—2sin2i
\/ a

2 2 2
sin 2isini /%—sm i= %) 1—2’B—2sin2i _{

a

P 2

2sin2isini /——sm i= %—ZSin2 i] (37)

Rjesenja od (37) za sluCaj Poissonovog tijela (%=\/§j su: i; = 60°,

L=D

2sin 2isini

Q‘mw

2
ip="77°13". Uz uvjet (*), @ w 1z (33) sljjedi:
p cos”2j
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sin2isin2j

N -2 oY sin2icos2j TR
PS= — sif12isin2 ' == ljm. / cthj:—gctg2j
sin2isin2j+—2.J9083/27 cos” 2] B
cos* T
—

(alB)

Za i = 60°, po Snellovom zakonu je j= arcsin(ﬂsml ) = arcsin (%) =30°,
a

pa je
/N
PS=—-3 ctg(2-30°)=—1. Amplituda reflektiranog SV-vala je tada:
/N
S(c0s30°,0,—sin30°) PS = §(—cos30°,0,sin30°)

Vidjeli smo, dakle, da u opcenitom slucaju P i SV valove moramo razmatrati
zajedno. Cak i u slutaju da seizmi¢ki izvor emitira samo npr. P-valove
(eksplozija), u dovoljnoj udaljenosti od izvora zabiljezit ¢emo sigurno i1 SV-
valove nastale konverzijom na nekom od brojnih diskontinuiteta u unutrasnjosti
Zemlje. Interferencijom P 1 SV valova nastat ¢e 1 Rayleighevi povrSinski valovi
koje ¢emo razmotriti malo kasnije.

ZADATAK ZA POTPIS:

a= 5.8 km/s, f=3.2 km/s (nije Poissonovo tijelo!). Varirati i, pa izracunati
Jj = arcsin(vs sin i /v, ), 1 grafiki predociti koeficijente refleksije za upadne P 1 S-
valove. Zadatak predan 5 dana prije zavr$nog kolokvija donosi +3 boda.

35

Koeficijent refleksije
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Kut upada P-vala
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SH-valovi

Vidjeli smo da pri refleksiji SH-valova na slobodnoj povrSini mogu nastati samo
SH-valovi, jer niti s P-valovima, niti s SV-valovima SH-valovi ne dijele
zajedniCke komponente. Zbog toga je problem refleksije SH-valova na povrSini
poluprostora trivijalan, jer reflektirani val zadrzava amplitudu upadnoga vala, a
kut refleksije jednak je upadnom kutu. Zato ¢emo problem loma 1 refleksije SH-
valova razmotriti na modelu dva poluprostora koji su u ¢vrstom kontaktu duz
plohe z = 0.

M;: B1 P

Definirajmo veli¢inu s. kao omjer vertikalne 1 horizontalne komponente valnog
broja:

1) c
- Cx: . .
k., c c SIJ | _C0S] _ o 1—sin” j
S = = = == = :C = =
k., @ c c sin j sin j
had c =
C, ©ocosj
2
c
-
c c. ¢ ¢’ c’
=<sinj=—;= =t - =, 51
C, ¢ c C., c
c

Nadalje, kako je

c, c, c, , { 1} COSj . , . cos j
§,=—t=—"—=-2¢c0sj=qC =— = , bitéeinpr. s, =
c p)  pec pB

cos j

Pomak v u razmatranom modelu mozemo dakle pisati (kz =5k ) :

X
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. _ i(wt—kx—k.sp,2) 1 _i(ot—kx+k.spz)
M;: v, =De + Dje

M2 : v, = D2 ei(a)tkaxkasﬂzz)

Zbog rubnih uvjeta na diskontinuitetu z = 0 (jednakost pomaka i napetosti
neposredno iznad 1 ispod granice) imamo:

a) Vi=Vy |20

Dlei(a)t—kxx) + Dlrei(a)t—kxx) — Dzei(rut—kxx)

D, +D|=D, (1*)

b) u=w=0 (SH-vall) - 7_=7_=0

Kako je diskontinuitet horizontalan, ostaje samo komponenta napetosti 7_, = ﬂ(?j
/4
Zaz=0:
Mz, = (_/LllilexSﬁl + ﬂll'Dlrkam )ei(wt_k*x) 5
: —=0!
M,: 7, = (_:uziDzka 2 )el(m_kXX) oy

sz(M1)=sz(M2)Z:

0
:ul%sﬂl(Dl _D;):ﬂz%Dzsﬂz

S gy (Dl - Dll) = 1,D,s 4,

S
D, _D1, :&ﬁDz (2%)
M Sp
Rijesimo (1%*) 1 (2%):

1. Eliminirajmo D) :

D, _ 2#1%1 _psH (3%)
12

2. Eliminirajmo D, :

D' s, — U,S
_1: 1 g1 2 B2 :RliH (4*)
D, HiSg + S g,
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Kako je s, :%slijedi (uz 1 =p,f*):

pi '
TSH 2p, 3, cos j,
= . 5
P, €08 ji + pyf5, cos (5%)
RSH P, cos j, — p, 5, cos j,

PP, cos j, + p, b, €os
Koeficijenti transmisije i refleksije ovise dakle o kutu incidencije 1 o seizmickim
(akustiCkim) impedancijama p;,f;, a ne o apsolutnim iznosima gustoce 1 brzine
rasprostiranja elastickih valova.
Promotrimo sada 1 slucaj upada SH-vala na slobodnu povrsinu. Tada je 5 =0, pa

je R’'=1 bez obzira na upadni kut, $to znaci da je totalni pomak dvostruko veéi

od amplitude upadnog vala (D, = Dy).

Ako valovi na granicu izmedu M, i M, upadaju vertikalno (j;» = 0) tada (5%)
postaju:

TlgH _ 2pp

plﬂl+p2ﬂ2 (6*)
R1S2H _ ,01131 2y

plﬂl + pZﬂZ

Ovo se lako pamti 1 sluzi kao dobra procjena kad se ne zna kut upada, jer su u
stvarnosti, zbog malih brzina u povrSinskim slojevima tla, zrake gotovo vertikalne.

Koeficijenti transmisije (refrakcije) i refleksije ovise dakle o kontrastu gustoca i
brzina, dok kutevi po Snellovom zakonu ovise samo o brzinama. Ta ¢injenica daje
veliku vaZznost mjerenju amplituda valova ako se Zele seizmoloskim postupcima
procavati elastiCka svojstva unutrasnjosti Zemlje. Od tri veliCine: p, f u samo
dvije su nezavisne. Uzmemo li npr. kao takve pi £, kutevi loma i refleksije daju
informacije o brzinama (Snellov zakon), dok ¢e amplitude dati dodatne podatke o
gustocama.

NEHOMOGENI VALOVI

Do sada smo promatrali ravne valove s realnim komponentama vektora sporosti.
Takvi se valovi jo§ zovu 1 homogeni valovi. Jednadzbe gibanja, medutim,
zadovoljavaju 1 valovi s imaginarnom vertikalnom komponentom sporosti i oni se
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zovu nehomogeni valovi. Vidjet ¢emo da je u tom sluc¢aju nuzno da im amplituda
u velikim dubinama trne prema nuli pa se oni najces¢e zovu|povrsinski valovi.

Ranije smo za P-val nasli da je vektor sporosti
5 :(a‘l sini, 0, J_ra‘lcosi):(p, 0, ++/1/a’ —pz).

Ako je z komponenta od s imaginarna, onda je p >1/a, tj. horizontalna fazna
brzina, p~!, je manja od brzine rasprostiranja P-valova. Veli¢ina koju smo zvali
'sin i' je jo§ uvijek realna:

sini:pazﬁz{p>l/a}>l,

ali je sada veca od jedan, tako da kut i viSe nije realan. Ako je p takav da je
p>1/p>1/a,ondajeipridruzeni S-val takoder nehomogen, a njegov vektor

sporosti je (p,(),\/l /B> - p’° )

Valovi koje smo razmatrali bili su harmonicki u vremenu 1 prostoru, s faznim

faktorom oblika ¢““*"), te se podrazumijevalo da su stvarne promjene vala u
vremenu 1 prostoru opisane realnim dijelom ovog faznog faktora, tj.

cosm(S - X — t). Sada, kada je s. imaginarno, stvarna fluktuacija vala izraZena je

faktorom e+ 10s:2

cosa)( px—t) , gdje realna veli€ina e’ (Jer je s. imaginarno!)

opisuje eksponencijalni porast ili pad amplitude vala s dubinom, ovisno o tome
je li ms; negativan ili pozitivan imaginarni broj.
Za primjer, razmotrimo SV-val koji upada na slobodnu povrsinu poluprostora.

/N /N
Ranije smo odredili jednadzbe (35) 1 (36) za koeficijente refleksije SSi SP .
Pogledajmo posljedice pretpostavke da vrijedi |1/ a<p<1/p|. Tada je

a>1/ p> f,paSV-val ima realni kut incidencije j=arcsin(Sp) jerje Bp <1.

U ovom intervalu cos j je realan 1 pozitivan. Medutim, oS _ — = p’ je &isto
o o
imaginaran! Vidjeli smo da upadni SV-val daje pomak P-vala:

. [ cosi
X+ —z—t L

a’ a )zS‘(Sini,O,cosi)SPe(“ )em{sz“ j, (38)

/N o

S-(sini,0,cosi)SPe

( sini  cosi

a kako ne mozemo dozvoliti da P-val raste eksponencijalno s dubinom slijedi da
je
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] / 1
08 _ 4 pl - — €Im, uskladus ®Z0. Za pozitivne frekvencije (38) postaje:
o o

Y 2 2—%2.
S-(ap, 0, i\/azpz—l)SPe e (39)

e Vo aTy gornjoj jednadzbi sada je realan, $to znaci 1 fazni pomak od /2. Tome

valja jos dodati 1 fazni pomak povezan s ¢injenicom da niti koeficijenti refleksije
/\ . /\ . . . . . . . . .
SP 1SS vise nisu realni jer je 'cos i' sada imaginarna veli¢ina.

Kako smo pretpostavili da vrijedi 1/ a < p <1/ £, to pridruzenom reflektiranom
SV-valu amplituda ne opada s dubinom , te ima realni cos j. Njegov je pomak:

\1=-8"p°,0,— SSe ﬂl_z_.
s(Ji=5p" 0 ﬂp)SS*ew[mJjZ ) (40)

Ipak, 3‘3’ je drugaciji nego prije zbog faznog pomaka, te oblik pulsa reflektiranog
vala viSe nije jednak onome upadnog vala. Opcenito je pravilo da ¢e svi
koeficijenti refleksije ili transmisije povezani s nekom plohom postati kompleksni
ako je barem jedan novonastali val na toj plohi nehomogen. Naravno, i ovdje ¢e
fizikalni smisao imati samo realna komponenta.

Ovdje smo razmatrali homogene upadne valove pri Cemu se energija Siri prema
granici, 1 uzduz nje se na neki nacin koncentrira. U slu¢aju da su svi upadni valovi
takoder nehomogeni, razmatramo slu¢aj u kojem je cjelokupna energija
kanalizirana duz granice.

Postkriticni SH-valovi

U poluprostoru nehomogeni SH-val ne moze postojati, Sto ¢emo pokazati nesto
kasnije, kada ¢emo proucavati Loveove valove. Kao primjer nehomogenih valova
tipa SH razmotrit ¢emo postkriticno reflektirane SH-valove na granici izmedu dva
homogena poluprostora.

44



M1

Y

M2

Prema Snellovom zakonu

c, = _'B = .ﬂ 2—,  zakriti¢ni upadni kut j, .'B — =4, (j, =90°)
sinj, sin j, sin j,

Ako je 5 <Jj. =>c.>p,c.>p (sinusi su < 1.0!)

Ako je Ji=j. = smnj,=1, ¢ =/, (horizontalno rasprostiranje)

Ako je j1>jc:>sinj1>sinj0:>.L1.<,Ll.:>cx<,82
sin j, sin j,

c, B,

Pogledajmo §to znaci Cinjenica da je ¢, < . Sjetimo se da je lomljeni val u ovom
modelu prikazan kao:

| ot—k x—k,
v,(x,z,t) = Dzel(wt ki)

(7%)

2
Akoje ¢y < B, tada je 5, ==+ sz —lelm, paje iks, €Re. (7*) sada vise ne
2
prikazuje ravni val koji se rasprostire u z-smjeru. Izaberimo predznak '-' (da
sprijeCimo da amplituda — c© za z — oo, §to bi znacilo da je njegov izvor u

beskonacno velikoj dubini, $to je fizikalno neprihvatljivo), te postavimo:

. o% * 1 Ci

S, =—1IS S, = — >
Yo B’ " ph 2
\ A

pa vertikalni &lan faktora rasprostiranja postaje ¢ " = ¢ " Taj &lan dakle
eksponencijalno trne s dubinom u M; pa val postaje nehomogen. Sada i koeficijent

refleksije postaje kompleksan broj. (4*) sada prelazi u (s 5 > —iS,’,;2 ) :
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RSH — IS gy T 1S g
12 .
S g1 — LS gy

Ovo je kompleksan broj podijeljen svojim konjugirano kompleksnim parom. Zato
je magnituda koeficijenta refleksije = 1 (totalna refleksija), ali postoji 1 dodatni
fazni pomak:

b
exp| 7arctg — .
Cl+ib_ p( gaj B e’ _ei2£

a—ib ( —bj_e’g
exp| tarctg —
a

. s
RS =1-€%, &= arctgm. (8%)
HiS gy

Ovaj fazni pomak od 2¢ ovisi o0 upadnom kutu. Za kriti¢ni upadni kut ¢, = / pa
je s, =0 i &=0.Kako raste preko j., tako i raste sve dok za horizontalni upad

(G = 90°) ¢» postane jednak [, s, = /;—x—l =0 i ¢=arctg(wo)=90°. Fazni
1

pomak je tada 2 - 90° = 180° Sto zna¢i mnoZenje s (—1). Fazni pomak utjece na
sve frekvencije ulaznog vala.

Rayleighevi valovi

Razmotrimo sada nehomogene valove P-SV tipa u poluprostoru. Njihovi ¢e
pomaci biti proporcionalni s:

o1,
(ozp,O,z\/ofp2 —l)e T el g nehomogeni P-val, te s (41)
2 1
—o|pt——5z
(i\/ pp’ —1,0,—,31?)6 7 &) 7a nehomogeni SV-val (42)

Ova su dva vala povezana grani¢nim uvjetima (z, = z. = 0, na z = 0). Kao 1 kod
homogenih valova, ovi rubni uvjeti odreduju omjere amplituda, ali s bitnom
razlikom — ovdje ne identificiramo upadne valove, pa moramo odrediti manje
omjera amplituda, uz isti broj rubnih uvjeta.
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Ako su prisutni valovi tipa (41) 1 (42), a udio svakoga od njih je dan s PisS ,
onda iz uvjeta z, = 0 slijedi:

T, =2ue,_ _2ﬂ2—+2,u2—wz2luaUx+ ou,

0z ox
x-komponenta ukupnog pomaka=P. + SV =U_

z-komponenta ukupnog pomaka =P, + SV, =U.

szape_ r “Ar) py i B2p* —1 J: “p) g
U.= im e_w\/azeiw(p ) p_ Bp ewﬂzeiw(p 1) §

Sada derivirajmo (*) po x i po z te izjedna¢cimo s nulom. Na z = 0

-0 P —*Z -0 /p ——z
jednaki su jedinici, pa imamo:

oU

| aporlr - L i1 [ - Ls }
62 z=0 a IH
U\ _ —a)p\/a »’ —1P—iofp® S} wlps)

ox |, L

*)

Zbrojimo to da dobijemor_ (neCemo mnoZiti s 2 jer ¢e se svuda pokratiti kada
izjedna¢imo s nulom, bas kao i ¢"*™):

{—apa)‘fp ———a)p\/ap —1} —{za)\/ﬂzpz—l /p ——+za)ﬂp }S 0
2ipa, | p* _a_ _E[('szz )+ﬁ2p2]s 0.8

—1
@

2ia,8p‘/p2—%1%4(1—2,82]92)5\’:0 (43)

Sli¢no, uvjet 7. = 0 na z = 0 daje:

(44)

_ 22\_ﬁ3p- 2 1\:
(1 2,8p)P2a / 7
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\ \
Time smo dobili dvije odredbene jednadzbe za nepoznanicu P/S . Da bi ovaj
sustav imao netrivijalno rjeSenje, njegova determinanta mora iS¢ezavati:

2paﬂi,/p2——0:2 1-2p4%p°
3 1
1—243%p> —Zﬁ pi > b
ﬂp o p IBZ

te p mora zadovoljiti R(p) = 0, gdje je

NG P e I T
R(p)=(ﬂ2 2pj 4p\/ az\/p 2

Ova jednadzba definira uvjet za postojanje nehomogenog vala na povrsini
poluprostora. Njegova je svojstva opisao lord Rayleigh (John William Strutt)
1886. g. Funkcija R(p) poznata je kao Rayleigheva funkcija, a pripadni val kao
Rayleighev val. Primijetimo ovdje da je R(p) u nazivniku koeficijenata refleksije
za ravne valove na povrSini poluprostora — izrazi (31), (32), (35), (36).

Primijetimo da je fazna brzina Rayleighevog vala ujedno 1 horizontalna
komponenta brzine valnog polja jer se val rasprostire u +x smjeru, duz povrsine,
pa je pripadna sporost jednaka parametru staze vala:

a _ B

CpR =" .= . .= > {i>j€ImacR<a’cR<ﬁ}
Sm: Ssmjy; p

2
1 1 .1 11 1 [1 1
R(P)ZR(—jZ(—z—z—zJ —4—2\/—2——2\/—2——220
CR IB CR CR CR a CR ﬁ

Preuredimo li malo, te postavimo ¢ = cg radi kratkoc¢e pisanja:

[2—;—2] —4\/1—6—22\/1—;—22:0 (45)
(04

Jednadzba (45) je periodska jednadzba za Rayleigheve valove, a naziva se i
Rayleighevom jednadzbom. U razmatranom modelu homogenog poluprostora (ali
samo u njemu!) ona pokazuje da je brzina rasprostiranja Rayleigheva vala
neovisna o frekvenciji, Sto znaci da u poluprostoru Rayleighev val ne iskazuje
disperziju. To nije istina za bilo koji slozeniji model, npr. slojevitog poluprostora.
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Potrazimo korjene Rayleigheve jednadzbe. Najprije je raspiSemo prema
Newtonovom binomnom poucku:

[2—"—2} —4\/1—12\/1—6—22:0
B a B

2 4 6 8 2 2 4

c c ¢ ¢ c c c
16_16_2+24E_8F+F_16+16?+16F_16052—,32:O
Grupirajmo po potencijama od c:
CS C6 C4 C4ﬂ2 CZ cZﬁZ
F_Sﬁ-i_g 3F—2ﬂ4 > —16 —2— 2 2 =O
a pap
. c’
Supstituiramo & =—:
2 2
54—853+8§2(3—2ﬂ—2]—16§(1—’8—2j:0 A
o a &
2 2
53—8§2+8§(3—2ﬂ—2)—16[1—ﬂ—2J:0 (46)
a a

Ovo je kubna jednadzba za & pa naravno, ima tri rjeSenja. Fizikalni smisao imat
¢e samo ono rjesenje koje zadovoljava 0 < cz < fodnosno 0 < £< 1.

-2

Kako je f(0)=—16( —2j<0, a f(1)=1, vidimo da jednadzba (46),
a

2
f&=1 [%} =0, zaista ima korjen u trazenom intervalu 0 < cz < f. Npr. za
Poissonovo tijelo (6 =0.25, o/ B = \/g) rjesenja su:

2 2
5249 é: :2+_7 522——,
1 2 \/g 3 \/5
pa je pravo rtjeSenje (jedino koje =zadovoljava uvjet 0 < & < 1)
2
—_—, —> %zwlé ~0.9195 . Fazna brzina Rayleighevog vala u

983:2_\/59

poluprostoru jednaka je, dakle, priblizno 92% brzine S-vala.
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Zakljucimo dakle:

U poluprostoru mogu se rasprostirati nehomogeni valovi P-SV tipa (Rayleighevi
valovi). Njihova je brzina neSto manja od brzine transverzalnog vala (oko 92%),
te ne ovisi o frekvenciji vala (nema disperzije). Brzina cz ovisi dakle samo o
fizikalnim svojstvima sredstva. Kako nema SH-komponente a valovi se
rasprostiru vodoravno, paralelno s povr§inom, valovi su polarizirani tako da se
Cestice sredstva gibaju u vertikalnoj ravnini.

Zadatak: Neka je: f=3.55 km/s, a=5.36 km/s. Numericki ili grafi¢ki rijesi (46)
kako bi pronaSao brzinu Rayleighevog vala u tom sredstvu. PAZI — ovo nije
Poissonovo tijelo!

Pogledajmo sada kako osciliraju €estice pri prolasku Rayleighevog vala. Uvedimo
najprije sljedece kratice:

; . c’ c’ *
A=apP, B=ppS, 7a=\/1‘ya Vp= I_F:Sﬂ-

Sada izraz (*) za pomak pri prolasku Rayleighevog vala mozemo napisati kao:

—

U= [A(éx +iy,e )e’ " + B(i}/ﬂéx — é’z)e_yﬁla]ei(kx_”’) (47)

Rubni uvjeti sada izgledaju ovako:

zx

2
T =0L=0,iZI‘aZ(43) = 27/aA+i(2—%JB:O (48)

2

. _ c
7.=0 L:O , izraz (44) = —zA[Z—Fj+ 2y,B=0 (49)

zz
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kAdk ke HkxEx Tzvod jednadzbe (49):

\ 3 1 . a
12\ P-2PP |- Lgg
( ) a Jin B p’
a ﬂzl 2—2)1\)—231' p2—%5\’=0
p p
2 2

al S -2 |P-2pi 1-S-5=0

ﬂZ 2

¢’ \
o F—2jP—2ﬂi}/ﬂS=0 -ip

KoriStenjem izraza (47), (48) 1 (49), te uzimanjem u obzir samo realnog dijela
funkcije rasprostiranja, slijedi:

U, = [ Ae7* + iB}/,,J,e_y ﬂkz]ei(kx_wt). (x-komponenta od (47))
Izrazimo sada 3 iz (49):
2 2
75 :Li 2—6—2 A:ié 1--< = |5
2B Jij B 20

te uvrstimo gore:

U =| e v ipi (12 S| | gtieeen
) Bl 2

VoS

2
2
U. :A{eyakz _(1_ zcﬂz )emkz}[cos kx—a)r)+M]

X(z)
A=A(k) jerje A=apP=%pP=%kP
C w
U,.=A(k) X(z) cos(kx — o7) (50)




Izvedimo sada z-komponentu. 1z (47) slijedi:
U, =|iy,Ae7* — Be 7" |

Izrazimo B iz (48):

2y, A4 i 2y, i idy,

B = - — = —
. C2 I c2 1 CZ
2= 2= 5 T A2
p p 2p
U.=|iy Ae 7" _Le—mkz )
U 1-c* /2

U, =idy, (e‘“kz —ﬁewkzj[cos(kx ~wr)+isin(kx—wr)] |Re!
Uz = Aj/a (_e_]/akz + ﬁe_yﬂkz}sin(kx - O)T)
W(z)
U, = A(k) W(z) sin(kx — @7) (51)

Amplituda pomaka ovime je prikazana kao produkt dva faktora: prvi ovisi o
valnom broju (frekvenciji) te ovisi o spektru izvora i1 svojstvima medija kroz koji
se zrake rasprostiru, a drugi je funkcija dubine. Faktori X(z) i W(z) zovu se
svojstvene funkcije, 1 definiraju kako amplituda nehomogenog vala ovisi o dubini.
Postoje jos dvije svojstvene funkcije, koje opisuju promjenu napetosti s dubinom.
Amplitude osciliranja x 1 z-komponenata su opcenito razliite i na razlicit nacin
ovise o dubini. Kada z — « amplitude trnu prema nuli.

Za slucaj Poissonovog tijela za koje omjer ¢/ £ iznosi priblizno 0.9195 parametri
7, 1ygiznose y, =0.8475, y,=0.3933. (IzraCunati to za zadatak!) Jednadzbe

(50) 1 (51) izgledaju sada ovako:

U, = A(e‘o'g‘”s"z —0.5773¢ %% )cos(kx — 1) (52)

U, = A(-0.8475¢ %7 +1.4679¢ **** )sin(kx - wr) (53)
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Pogledajmo kako osciliraju ¢estice na povrsini. Postavimo u (52)1(53) z=0, pa
dobijemo:

U, = 0.4227 Acos(kx — wt)
U. =0.6204 Asin(kx — o)

Osciliranje ¢emo pratiti na x = 0:

U =0.4227Acoswt =0.42274 003277[1‘ (54)

U.=-0.62044sinwt =-0.62044 sinz%t (55)

Prikazimo to graficki (7 je period vala):

-0.62
t= 0 T/4 172 37/4 T
U, |0.424 0 -0424| 0 |0.424
U, 0 |-0.624 0 0.624 0 -0.42 042
>
c=2/3
0.62

oY

Da odredimo jednadZbu gibanja Cestica na povrSini u neparametarskom obliku
kvadriramo 1 zbrojimo (54) 1 (55):

2 2
(i) *loaia) =
0.424 0.624
Dakle, pri prolasku Rayleighevog vala Cestice na povrsini osciliraju po elipsi €ija
je horizontalna os priblizno jednaka 2/3 vertikalne osi. Omjer horizontalne i
vertikalne osi elipse naziva se elipticnost (¢) Rayleighevog vala. Kako je na
uzdignutom dijelu elipse pomak cCestica usmjeren suprotno od smjera

rasprostiranja vala, za Cesticu kaZzemo da oscilira retrogradno. Osciliranje u
suprotnom smjeru naziva se direktno (poput zakotrljane lopte).
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ZADACI ZA POTPIS:

1. Na kojoj su dubini, izrazeno u jedinicama valne duljine A, amplitude
pomaka U, 1 U, jednake nuli? Pretpostavite Poissonovo tijelo.

2. Na kojoj dubini, izraZzeno u jedinicama valne duljine A, amplitude pomaka
U1 U, imaju ekstreme?
3. Graficki prikaZi ovisnost amplitude horizontalne 1 vertikalne komponente

pomaka (u jednicama A) Rayleighevog vala o dubini (izrazeno u
jedinicama valne duljine 4) u homogenom poluprostoru uz pretpostavku da

se radi o Poissonovom tijelu.

\ 0k = c—— =
! )
A s
: 7
v o
-~
¥ / =
”
0.5 L
7
e
o
/
/
/
/
-1 /
/
/
/
/
/
/
1.5 I
/
I
I
I
|
-2 I
I
! = = VERTIKALNA KOMPONENTA
II ——HORIZONTALNA KOMPONENTA
]
J
Z/h
08 O08A

-0.1 0 01 02 03 04 05 06 07

(na ordinati je z/A!)
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Horizontalna koponenta pomaka ima ¢vornu to¢ku na dubini 0.1894. U toj dubini
postoji samo vertikalno osciliranje Cestica. Iznad te dubine osciliranje je
retrogradno, a ispod nje horizontalna komponenta mijenja predznak, pa se
osciliranje pretvara u direktno. Primijetimo i da se maksimum energije ne
rasprostire uz samu povrsinu. On ée biti to dublje sto je valna duljina veca.

Model homogenog poluprostora nije prikladan za opis povrSinskih valova u
realnoj Zemlji. Glavni su mu nedostaci:

1. Ne dozvoljava postojanje povrsinskih valova SH-tipa (Loveovi valovi) koji
s€ opazaju na seizmogramima

2. Rayleighevi valovi ne iskazuju disperziju koja je na seizmogramima jasno
vidljiva.

Spomenimo joS§ 1 da svojstvene funkcije realisti¢nih modela unutrasnjosti Zemlje
imaju svojstva kvalitativno sli¢na ovima koje smo upoznali u najjednostavnijem
modelu. Zbog Cinjenice da se dubina maksimalne amplitude nalazi dublje za dulje
valove (a to znaci 1 na dubinama gdje su brzine rasprostiranja openito vece nego
na manjim dubinama), energija dugackih valova na seizmolosku postaju ¢e doci
prije nego energija kratkih valova. Zato ¢e se 1 na seizmogramima uociti da prvo
stizu povrSinski valovi velikih, a zatim oni manjih perioda — primjecuje se
disperzija. Valja uociti da se ovdje ne radi o disperziji koja bi bila uvjetovana
fizikalnim svojstvima tijela (poput, npr., disperzije prostornih valova u
neelasticnom sredstvu), nego je ona uzrokovana razdiobom brzina valova u
unutra$njosti Zemlje.

Loveovi valovi

.....

jednim slojem iznad poluprostora. U takvom modelu vidjet ¢emo da mogu
postojati 1 nehomogeni (povrSinski) valova SH-tipa, koji se zovu Loveovi valovi,
prema znanstveniku (A. E. H. Love) koji ih je prvi opisao te razvio odgovarajucu
matematicku teoriju. Da bi to u¢inio modificirao je jednostavni model homogenog
poluprostora dodavsi na njega homogeni sloj kroz koji se valovi rasprostiru
manjom brzinom, kako je prikazano na crtezu.
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M;: Bi p1

M,: Bz p2 M2

Sredstva M1 M; su u ¢vrstom kontaktu duz grani¢ne plohe z = H. PovrSina je na
z = 0. Pri razmatranju koristit ¢emo Kartezijev koordinatni sustav s osi z
usmjereno prema dolje. PovrSinski valovi rasprostiru se horizontalnom u smjeru
osi x, a pomak Cestica polariziran je u smjeru y (SH-val). Opceniti takav val s
frekvencijom @ opisan je s:

i(x,y,z,t)=Z(z)e™™ (56)

Kao 1 prije, derivacije po y bit ¢e jednake nuli, a od svih komponenata napetosti
ostaje samo T, (z jer su plohe horizontalne, y jer postoje pomaci samo u tom
smjeru). Izraz (56) valja rijeSiti pod tri opcenita uvjeta: grani¢ni uvjeti
(iS¢ezavanje napetosti na povrSini, te kontinuiranost napetosti i pomaka na granici
sloja i poluprostora, z = H), pretpostavke o povrSinskom valu (amplituda trne kako
dubina — « ), te zadovoljavanje valnih jednadzbi. Pri tako restriktivnim uvjetima,
za prozvoljnu frekvenciju @ 1 proizvoljni valni broj & ne postoji netrivijalno
rjeSenje oblika (56). Ipak, rjeSenja mogu postojati ako za neku frekvencijuw valni
broj k poprima posebne vrijedosti k,(w). Ovdje se k.(®) zovu svojstvene
vrijednosti, a odgovarajuca rjeSenja i (z) su — kao Sto smo vidjeli kod
Rayleighevih valova — svojstvene funkcije. Tako za danu frekvenciju o,
povrsinski valovi (ako postoje) imaju jedinstvene valne brojeve ko(w), ki(w),
ko( @), ... kn(w) koji definiraju modove povrsinskog vala. Za odredeni mod n fazne
brzine ¢, = @k, su fiksne za razmatranu frekvenciju . Ovi pojmovi vrijede
opcenito za povrSinske valove u slojevitom sredstvu, a pokazat ¢emo to na
primjeru Loveovog vala.
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Pomak v (u y smjeru) Loveovog vala mora zadovoljavati valne jednadzbe:

vy, (0% N o%y
o p,\ox* o)
—_—
i
gdje se indeks 1 odnosi na sredstvo M; (sloj), a indeks 2 se odnosi na sredstvo M,

(poluprostor z > H). Pretpostavimo li rjeSenje oblika (56) te ga uvrstimo u gornji
izraz, dobijemo:

v=Z(z)e™)
2 a Z i(kx—ct)

2 2 /OCt 222 kxt
i? 0* Ze'™) = B2 Ze )
——
k22

2az

k27 =Bk

0°Z c
e —kz[l—FjZ =0

2
Oznacimo ¢ =k* {1 — %) ;

0°Z

——¢'7=0.

Opce rjeSenje ove jednadzbe je Z « e . rje konstanta koju treba odrediti tako da
bude zadovoljena prethodna jednadzba:

2 2
aeaz_é/eaz:()

a,, = ié’

Dakle, funkcija Z izgleda ovako:

Z:§16_412+$’1e§12 za0<z<H 5 c?

\ / gdieje (7, =k 1——
Z=58e+5,e” zaz>H 1812
S1,§1,§2,§2 su nepoznanice, konstante
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Pomaci u sloju su dakle predstavljeni jednadzbom:

\ / .
v = (S1 e + 8 e )e’(k””)
a u poluprostoru:

\ / o
y= (Sz e+ S, egzz)e’(kx o)

Kako je uvjet za povrSinski val da mu amplituda u +oo tezi k nuli, to mora biti

S,=0 , te je pomak u poluprostoru:

y =8, e )

* ok ok

DIGRESIJA: Dokaz da Loveovi valovi ne mogu postojati u poluprostoru:

Pomak &estica je i =(0,v,0), a napetosti su (rzx,rzy,rzz) = (0,/1?,0)
zZ

Zamislimo sada da je sloj vakuum (z4 = 0). Tada model postaje model homogenog

poluprostora, pa je cijeli pomak dans v = S, e el

Znaci;

7, = ﬂ% = —pg, Sae el

zy

Postavimo z = 0, te izjednac¢imo s nulom:

_ ,ng qu ei(kxfa)t) 0

z=0

Ty

/
Kako niti g niti ¢ opcenito nisu nula, to mora biti S2 =0, $to znaci i1 da je
amplituda jednaka nuli, odnosno val ne postoji.

* ok ok
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Nadalje, pomaci moraju zadovoljiti rubne uvjete:

1. Komponenta napetosti iS¢ezava na slobodnoj povrsini: 7, =0|__,

\ \
Tako su nam ostale samo dvije nepoznanice, S1 1 Sz, koje moraju zadovoljiti
grani¢ne uvjete na z = H. Primijetimo da je pomak u sloju sada:

y=Si (e‘glz +e ) e 228, cos (i¢;z)e'™ ). Kako je i¢; realna veli¢ina, u

sloju amplituda vala oscilira.

2. Jednakost pomaka neposredno iznad i ispod diskontinuiteta

v(M)) =v(M,)

=H
LS\H (e_ng + e‘:lH) = 6\’2 e !

{e{‘H +ei = 20h§’1H}

28 chd \H = Sye ot

2§1cos(i§1H):§2 e (*)

3. Jednakost napetosti neposredno iznad 1 ispod diskontinuiteta

7, (M) =7,(M,)

z=H

1S (=G + &) = =g, S1e
{sh¢H =—isini{ H }

2iud, S, sin(i¢H) = 1,4, Sre st (**)
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Ovime imamo dvije jednadzbe s 2 nepoznanice:

8y © 2c08(ig,H) ) 2ipd,sin(if,H)

S 1 e jINg 2e_§2H
. ﬂzgz
tg(ic,H) =452
1 G,

Ova jednadzba daje svojstvene vrijednosti &, kao rjesenja od F(k) = 0, gdje je:

F) =tg(ic,H) 52 ¢

g,
2 2 2
c(-5) 45
c
Preuredimo, koristeci
1 1 . I 1
=0 e ig=w 7e
11
2 2
tg{a)H %—%}=&¥ (57)
B« 4|11
ﬂ12 ¢’

Ovo je periodska jednadzba za Loveove valove, ili jednadzba disperzije. Ona
implicitno izrazava vezu izmedu fazne brzine ¢ i valnog broja k, odnosno
frekvencije @. Najprije primijetimo da brzina ovisi ne samo o fizikalnim 1
geometrijskim svojstvima sredstva (¢, f H) ve¢ 1 o valnoj duljini A = 2n/k
odnosno periodu 7' = A/c. To znac¢i da se Loveovi valovi razli¢itih valnih duljina
rasprostiru razli¢itim brzinama. Tu pojavu nazivamo disperzija.

Nadalje, kako je tangens periodic¢ka funkcija ¢ija se rjeSenja znaju do na «t (fnm),
opcenito ¢e postojati vise rjesenja koja zovemo modovima.

Pogledajmo §to se dogada kada se fazna brzina c priblizava brzinama £ 1 f».

1) Nekac— g,.

Tada brojnik na desnoj strani od (57) tezi nuli, pa i lijeva strana tezi nuli. Znamo
da je tg(0) = 0, pa [ ] na lijevoj strani takoder — 0. Kako niti H niti korjen nisu
nula, mora ® — 0. To znaci da ¢e valna duljina 4 — oo, §to znaci da se dugi valovi
rasprostiru brzinama bliskima brzinama u poluprostoru.

60




2) Neka ¢ — f,.

Tada nazivnik na desnoj strani u (57) tezi nuli, pa desna strana — c. Da bi 1 lijeva
strana — oo mora tg[ | = oo. To znaci da je izraz u [ | = arctg(oo) = 1/2:

oH %—Lz N
g 2
1

: : o o we 1
Prema zahtjevu da ¢ — $,, korjen na lijevoj strani tezi nuli: |— —— — 0. Da

C c
bi produkt u uglatoj zagradi tezio konacnom broju (7/2), uz H > 0, mora ® — o,
Sto znaci da A — 0. To znaci da ¢e valovi visokih frekvencija, odnosno malih
duljina biti sporiji od niskofrekventnih, dugackih, valova. Zato ¢e dugi valovi na
seizmogramu sti¢i ranije od kratkih, Sto se lijepo vidi na seizmogramu potresa
(slika dolje). Ovakva disperzija zove se normalna disperzija.

|

i:
JI]WMl*'l'MfM"#%“ﬁﬁ-} 1! |||'\ |”| Ii Jwﬁ,m 4; |I |I|||"~|'\'-'a'l'-"|.!'~"i“1l|'".'"n-"-.'--'»'P-‘r‘!"'-'m'-.fﬁ'.‘nw-r"r'-’-."ﬂw
I |

A §to je s brzinama manjima od f, i ve¢ima od £, ?

—é’zzei(kx—a)t)

\
Kako pomak u poluprostoru v=3S:e mora teziti nuli za z — o, to je

2
moguce samo ako eksponent u e ** ostane realan, a ¢, = [k’ [1——} €Re
2

jedino ako je ¢ < /. To znaci da brzina Loveovog vala ne moze biti veca od /.

Da pogledamo Sto se dogada kada je ¢ < 3, preuredimo malo periodsku jednadZzbu
(57):
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/Y _c
2 2
tg| kH C_2_1 HEN P
| /U1/|/ ¢’
— -1
C\ P
2
2 1_%
tg| kHi [1-S | =2 2
1 /u1l. l—i

I3

2

c? s

th| kH [1- |= -2 22

| H 1 c’

~ 2

> 0 jerje 1
th(x)>0 <0

zax >0

Dakle, kako su u tom slucaju lijeva i desna strana suprotnih predznaka,
F(k)#0 za c¢< f,, pa cne moze biti manje od brzine S-vala u sloju.

Mora dakle biti £ < ¢ < /3, §to implicitno sadrzi i uvjet £ < /5, §to je uvjet da bi
Loveov val mogao postojati u modelu sloja nad poluprostorom.
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Jednadzba (57) moze se za odredenu frekvenciju w, graficki rijesiti ovako:

i
2 2

2 2

€ H L_i
'812 CZ
1_1
2 2
Uvedimo x = H Lz—iz: tg[a)ox]:& < b
p o« w [1 1

/812 ¢’
Nacrtajmo desnu stranu (crtkano) u ovisnosti o x. Pri tome je:

za c= f, x=0, desna strana — oo,

1 1
zac=p,, x=H |—5——, desnastrana — 0
P o
c=p Lijeva strana ¢=f

\ A
\ (8

\

\

\

\\
\\\
\\
\\
Des,, S Rjesenja
s[l'an -~
\\\
\
[T
- — /1 = Bijc*
W ECAE g B
w w w
n=f1 2 3

Sada nacrtajmo lijevu stranu. To su funkcije tg(w,x) koje imaju nul-tocke za
@, x =nr,tj. x =nx / ®,. n = 0 definira osnovni mod, dok je najviSi mod odreden

uvjetom "y %—Lz (desna asimptota). Nule su dakle na
@, s B
0, 7/ w,, 27 / @,,..., a asimptote funkcije tangens su na polovici izmedu njih.

SjeciSta s crtkanom linijom su rjeSenja (tamo je desna jednaka lijevoj strani).
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Apscise xo, X1, X2, x3... tih to¢aka odreduju brzinu ¢, za n-ti mod Loveovog vala

preko x, = H Lz — Lz . Primijetimo da Ce, za istu frekvenciju, vi§i modovi imati

1 cn
vecu faznu brzinu c (jer je veci x), pa zato 1 vecu valnu duljinu A(an) =271 c(an)/ wy.
Kako smo vidjeli kod Rayleighevih valova (a to vrijedi za sve povrSinske valove),
dubina do koje val 'prodire' u unutra§njost Zemlje proporcionalna je valnoj duljini,

pa ¢e zato visi modovi, za istu frekvenciju, prodirati dublje u unutra$njost Zemlje.

Izvedimo sada disperzijsku relaciju za Loveove valove na drugi nacin. Sjetimo se
da smo uvjet da brzina u x-smjeru bude manja od brzine S-vala (c, < 3,) ve¢ susreli
kod postkriticno reflektiranih SH-valova, dakle kada kut incidencije premasSuje

A

b
. N

J, = arcsin

/ ' we surface
Y
v Z - ﬁh P1
Wave front Bz p:
h=H!

U slucaju sa slike valovi su totalno reflektirani 1 od poluprostora i od povrSine pa
su ,,zarobljeni‘ unutar sloja (trapped waves). Promotrimo dio puta ABQ na kojem
se dolaze¢i val reflektira dva puta. Ako promjena faze na tom dijelu puta bude
cjelobrojni viSekratnik od 2m, onda ¢e val u Q (plava fronta na slici) biti u fazi s
valnom frontom koja istovremeno prolazi kroz A 1 Q (debela crna linija), pa ¢e
do¢i do konstruktivne interferencije.

Promjena faze od A do Q ima dva doprinosa — jedan zbog refleksije 1 drugi zbog
prevaljenog puta.

Prije smo izveli da promjena faze za postkriticno reflektirane SH-valove iznosi

(8%):
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Ao —2arctg'u2—S;2 gdjeje s, = [1- <, S, = <, -
1 HiSg , & Jis T Vi

Dalje ¢emo koristiti ¢, = c. Kako refleksija na slobodnoj povrs$ini ne mijenja
fazu, ovome valja dodati jo$ promjenu faze zbog prevaljenog puta od A do Q:

Ap, = {put x valni broj, vidi eksponent u faktoru rasprostiranja ei(a)t—kx)}

=—(4B+BQ)k,

Prevaljeni put (AB + BQ) moZemo pisati kao:

AB+BO = BOcos2j +—1— (vidi sliku!)
%K_J

P N
50
: H :
AB+BQ =—-—c0s2j, + ——=——(cos2j, +1).
cos J, cos j, cosj,
50

Kako je cos2j, =2cos’ j, —1 imamo:

AB+BQ=———(2cos’ j, ~1+1)=2H cos j,.
CoS J,

Ukupna promjena faze je dakle:
. FhS
Ap =A@ + A, =-2k, H cos j, + 2arctg——=.
S

Ako je Ap =2nn dogodit ¢e se konstruktivna inteferencija u Q:

*

Zarctgﬂz—jﬁzz ,ZKk,b,chosjl + Znr (c,=c¢)

175
ﬂ:tg(kﬂHcosjl)ztg(sz)={sd§sz}:tg(kxsﬂl}[):
HiS 1 x

o |c 1(c 1 1
—to| HZ [ 1 |=te| 0H |~ £ —1||=tg| 0H || — ——
O W
Kako je:
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kona¢no imamo:

11
2 2
tg{a)H %—%}:&%, (57, opet!)
¢ g oL L
12 C2

Sto je ponovo izraz (57), odnosno periodska jednadzba za Loveove valove. Dakle,
dokazali smo da u razmatranom modelu Loveovi valovi nastaju interferencijom
postkriti¢no reflektiranih SH-valova u sloju iznad poluprostora.

DISPERZIJA, FAZNA I GRUPNA BRZINA

Kako smo vidjeli, uvjet da se pojavi disperzija je nehomogenost sredstva kroz
koje se valovi rasprostiru. Ona moZe biti posljedica kontinuirane ili skokovite
(diskontinuiteti!) promjene elastickih svojstava u prostoru (obi¢no s dubinom).
Seizmicke valove proizvode potresi, eksplozije, udari 1 sl. Oni su kompleksne
vibracije ograni¢enog trajanja, te se mogu prikazati pomoc¢u Fourierovog integrala.
U uvjetima disperzije to se komplicira Cinjenicom da se svaka harmonicka
komponenta vala rasprostire vlastitom brzinom. Kao posljedica toga mogu se
dogoditi dva slucaja: a) grupe harmonickih valova imaju istu fazu i
interferencijom im se povecava amplituda; b) grupe imaju suprotne faze i
interferencijom ponisStavaju jedna drugu. Ova kompleksna slika povecavanja i
smanjenja amplitude, u uvjetima disperzije nije konstantna 1 mijenja se kako se
valovi rasprostiru. S time u vezi pojavljuje se nova karakteristika valnog gibanja
poznata pod imenom grupna brzina.

Za pocetak, analizirat ¢emo jednostavni slucaj vala koji se sastoji od dvije
kosinusne komponente jednakih amplituda 4 1 malo razli¢itih frekvencija @ 1 @.
Ovo je najjednostavnija valna grupa.

Neka je pomak dvije komponente zadan s:
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u, = Acos(kx—wyr)

u, = Acos(kyx — ,1)

Rezultantno je gibanje tada:

u=u, +u, = A| cos(kx—amt)+cos(k,x—wy)].
Kako se frekvencije malo razlikuju, uvedimo:

®, — @, @, + o, .
T w:T,paJe.

w,=0+Aw, 0, =0—-Ao,

i analogno:

ky =k + Ak; k= k - Ak.
Supstitucijom tih relacija slijedi:
u=Acos| (k—Ak)x—(w—Aw)t |+ Acos| (k + Ak)x—(w+Aw)t ]

u = Acos| (kx— wt)—(Akx— Awt) |+ Acos| (kx — art )+ (Ak x — Awt) ]
a;ﬂ cos? —ﬂ}

{cosa+cosﬂ=2005 5

u= 2Acosa)(z — tjcosAa)(

X _t)
c Aw/ Ak

Veli¢ina Aa/Ak u drugom faktoru ima dimenziju brzine i zove se grupna brzina

A0 _ g,
Ak

vl oflz )
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(a) cos (@t — kx) w, = o+ Sw, k,=k+ 5k

cos (@ t — kyx) w,=w— dw, k, =k - 8k

VAAAAAAAAAN,
VAVAVAVATAVATAVAVATAY

Envelope Carrier

X -

Ova relacija predstavlja nose¢i val frekvencije @ moduliran dugovalnom
ovojnicom frekvencije Aw. Prvi od njih rasprostire se faznom brzinom ¢, dok se
ovojnica rasprostire grupnom brzinom U. Grupna brzina je brzina maksimalne
amplitude odredene grupe, pa je to ujedno 1 brzina kojom se rasprostire njezina
energija.

Opcenito vrijedi:

U= lim%: d(ke) =c+k£
Ak dk dk

(10%)

pa na temelju poznate ovisnosti fazne brzine o valnom broju mozemo
jednoznacno odrediti grupnu brzinu. Obrnuti proces — racun fazne brzine ako se
poznaje ovisnost grupne o valnoj duljini ukljuCuje integriranje, koje ne daje
jednoznacni rezultat zbog konstante integracije. Zbog toga postoji cijela familija
faznih brzina c(k) koje odgovaraju U(k). Naravno, umjesto valnog broja, moze se
relacija izmedu fazne i grupne brzine prikazati s npr. periodom (7) ili valnom
duljinom (A1) kao nezavisnom varijablom:
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d 2z d %
yded_\17)1_\T) 1
de dk de  dk de d(%}

dc

cT
dc
tarar
T>de  _  de dT _ ¢ _ ¢
1 1 dT T 1dT dc dc T dc
- —+— T'—+c ——+1
cT cT"dec ¢ cdec dT dT cdT
ili:
2mc 27 c 1
7 )al%)_as)e)
y_dedi "\ 2 k) g2 \2) \k)_
dA dk dA dk diA dk
dc

g e e

Ako je derivacija dc/dA dovoljno velika, grupna brzina moZe biti 1 negativna, $to
znaci da Ce se energija grupe (ekstremi ovojnice) gibati u smjeru suprotnom od
smjera rasprostiranja vala. Vidi se takoder da ¢e u sredstvu gdje nema disperzije
fazne brzine (dc/dA = 0), fazna 1 grupna brzina biti jednake, pa se profil valne
grupe ne¢e mijenjati. Opcenito, ako je dc/dA > 0, bit ¢e U < ¢, §to je slucaj kod
povrSinskih valova (normalna disperzija). Obrnuti slucaj predstavlja tzv.
anomalnu disperziju.

Da bismo razmotrili sloZenije slucajeve, najprije ¢emo analizirati rasprostiranje
ograni¢enog uskopojasnog valnog paketa bez disperzije. Neka se on sastoji od

superpozicije svih frekvencija iz intervala (@, ®,) = (@, — Ao, 0, + Aw), gdje je

Awmala veli¢ina u usporedbi s ay. Ukupnu vibraciju u tom slucaju lako nademo
primjenom Fourierovog integrala:

p e )
Fnt)=— j S(w)e “ deo.
2
Zamjenom varijable integracije ¢ = w — @, , te pretpostavkom da se amplituda S
ne mijenja znatno unutar razmatranog intervala frekvencija (S (w)=S (a)o)) ,

mozemo amplitudni faktor izlu€iti ispred integrala:
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é’ =0 -0, Ao X
1 i(+ay, )(;ﬂ‘)
fan=1¢=0-0,=0,-Ao-0,=-Ao 1=——S(v,) [e d¢ =
4 -Aw

C, =0, — W, =0, +Aw— @, =+Aw

1 Ao iwo(f—t) i;(f—tj iwo(f—t) 1 Ao i;(f—tj
= S(w.)— ¢ ¢ Jde =8 ¢ ¢ d¢.
(@Jzif e Jd=5(ay)e 2ﬂ£;2 s
2L I eig(itjd ¢ je inverzni Fourierov integral Box-Car funkcije B(w)
4 -Aw

(pravokutnog pulsa) Sirine 2A®. Njegov je Fourierov par, kao S§to znamo,
kardinalni sinus:

LT Ay Sm{A“’@ tﬂ |

272- -Aw ﬁ(x _t]
C

| = Sin{Aw(j_tﬂ Re!

o

sin Aa)()cc—tj *)
e

Fon =L stape™
T

C

f(x,t)= lS(a)o) cos{a)0 (f —t
V4
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Kosinusni ¢lan frekvencije an, kao 1 dugoperiodicka ovojnica oblika sinc putuju
istom brzinom, ¢ jer smo pretpostavili da nema disperzije fazne brzine. Ako
disperzija postoji, onda se valni broj k£ moze razviti u Taylorov red, pri ¢emu ¢emo
se zadrzati samo na linearnom dijelu razvoja:

dk
k—c(a))—k(a)o)+[dw} <.

[} w—ay
VU

Sada imamo:

@t A® @t A® i ky+¢ Jv—ion
f(x,t):i%LQS(a)) ill=on) 4 w:i%jmsm)e(k ) do={{ =0-a,.)=
:LJrjA'.wS(a))e (koJrU;)x l(§+w0 dé’ __+j‘wS(a)) kox a’o i(;_tjgdé’ =

272- -Aw —Aw
(or-a) 1 TF Gk
—S(a)) i(k E,L}e(l] jd{

Po analogiji s prethodnim slu¢ajem imamo:

sin Aa)[x —t)
f(x,t)=— S(a)o)cos{a)0 [—tﬂ v .

(@)
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Opet, kosinusni Clan je val nositelj frekvencije an 1 8irt se faznom brzinom ¢, dok
se ovojnica oblika kardinalnog sinusa frekvencije A@ rasprostire grupnom
brzinom, U. Ovojnica ima nul-tocke (za x = 0), na vremenima ¢ = 2n/Aw. Dakle,
povecamo li interval frekvencija (a pri tome S drzimo konstantnim!), puls ¢e se
suzavati i povecavati. U realnosti, interval frekvencija je vrlo Sirok, a S nije stalan,
pa realne seizmograme mozemo promatrati kao sumu ovakvih grupa, koje imaju
razli¢ite srediSnje frekvencije 1 amplitude.

Ako za neki potres znamo vrijeme kada je nastao (), 1 udaljenost (D) epicentra
od seizmoloSke postaje na kojoj je zapisan, tada ¢emo grupnu brzinu valne grupe
s periodom 7 lako odrediti kao U(T) = D/(«(T) — wn), gdje je «(T) vrijeme (ocCitano
sa seizmograma) nailaska vala s periodom 7 na postaju. Na taj nacin je relativno
lagano, koriste¢i podatke samo jedne seizmoloSke postaje, odrediti krivulju
disperzije grupne brzine na putanji od ZariSta do seizmoloske postaje. Kako smo
ranije vidjeli, integriranjem je nemoguce iz poznavanja disperzije grupne brzine
jednoznacno odrediti faznu brzinu. Njezino izravno mjerenje na temelju podataka
jedne postaje takoder nije moguce, ako se ne poznaje pocetna faza, tj. fazni spektar
seizmickog i1zvora. Njega se moze pretpostaviti na temelju analize ZariSnog
mehanizma potresa. Koriste¢i dvije seizmoloSke postaje koje se nalaze priblizno
na istoj velikoj kruznici s epicentrom, moguce je procijeniti faznu brzinu pojednih
spektralnih komponenti, tako da se promatra razlika nastupnih vremena iste faze
(npr. prvog maksimuma, druge nul-tocke, petog minimuma, ...) na te dvije postaje,
te se njihova udaljenost podijeli tom razlikom vremena, a brzina se pripiSe
srednjem periodu koji se ocita sa seizmograma. Naravno, seizmogram je u
svakom slucaju prije analize potrebno korigirati za odziv instrumenta kako bi se
eliminirao njegov utjecaj kako na amplitudu, tako 1 na fazu.

Tipicne krivulje disperzije za jednostavni kontinentalni model prikazuje sljedeca
slika. I dok fazna brzina kontinuirano raste s periodom, grupna brzina iskazuje
tipicni minimum na periodu od priblizno 20 s. To znaci da ¢e valovi perioda oko
15-30 s na postaju do¢i na samom kraju, posljednji u skupini povrsinskih valova.
Ta se grupa zove Airyjeva faza. Primijetimo takoder da su vis§i modovi ograniceni
na relativno male periode, te im je disperzija izrazenija nego kod osnovnog moda
(n = 0). Naravno, maksimalna brzina koju je moguce postic¢i tezi prema brzini u
poluprostoru.
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Kako valovi perioda blizu 20 s dolaze posljednji, te im brzina slabo ovisi o periodu,
oni ¢e se svi zbrajati, te ¢e amplituda te grupe biti vrlo velika. Na seizmogramu
dalekih potresa ta grupa vrlo Cesto ima najve¢e amplitude, te je iskoriStena za
definiciju magnitude povrsinskih valova, Ms. To je jedina prakticki
monokromatska klasi¢na magnituda te se racuna u strogo odredenom intervalu
perioda (najcesce 18-22 s, ili 10-30 s).
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