Poglavlje 1

Prostor radijvektora 1 sustavi linearnih
jednadzbi

1.1 Sustavi 2 x 2

Opceniti 2 x 2 sustav izgleda kao
mz + by =c

(1.1)

as + by = ca,

gdje su a;, b;,c; € Rji=1,2.
Analiticko-geometrijska interpretacija: rjeSenje sustava je skup svih tocaka koje se nalaze u presjeku
pravaca a1x + biy = ¢1 1 asx + bey = co. Medusobni polozaji dva pravca u ravnini su

(a) pravci se sijeku u jednoj tocki < postoji jedinstveno rjesenje sustava.
(b) pravci su paralelni (ne sijeku se) < sustav nema rjesenja.

(c) pravci se podudaraju < sustava ima beskona¢no mnogo rjesenja.

T+y=2
xr—y=0

PRIMJER 1.1. 1)

Rjesenje: x =y =1
2)
T+y=2
204+ 2y =1
Nema rjesenja.
3)
T+y=2
—r—y=—2

Ima beskona¢no mnogo rjesenja.
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1.2 Sustavi 3 x 3

Nema se puno vise za re¢i o sustavima 2 X 2 pa prelazimo na 3 x 3 sustave. To su sustavi oblika

x4+ by +crz =d;
s + boy + coz = ds, (1.2)
aszr + b3y + c3z = d3

nge su a;, bi, C;, dz € R, 1= ]_, 2, 3.

Analiticko-geometrijska interpretacija: Svaku jednadzbu mozemo shvatiti kao jednadzbu ravnine u

prostoru. Za slike moguéih polozaja tri ravnine u prostoru vidjeti npr. ovaj link.
Mogucdi slucajevi:

(a) ravnine se ne sijeku < sustav nema rjesenja.
(b) ravnine se sijeku u jednoj toc¢ki < postoji jedinstveno rjeSenje sustava.

(c) ravnine se sijeku u pravcu < sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja, regulirano jednim parame-
trom.

(d) ravnine se podudaraju < sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja, regulirano s dva parametra.
Propozicija 1.2. Neka su o, 5 € R, a # 0. Tada sustavi linearnih jednadzbi (1.2) i

alarz + by + c12) + Blasx + bay + c22) = ady + Bdy
o + boy + oz = dy (1.3)
aszr + b3y + c3z = d3

imagu st skup rjesenga. Isti rezultat vrijedi ako zamijenimo poredak jednadzbi u sustavu.
Prethodna propozicija nam daje strategiju rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi.

1. Zamjenom redoslijeda jednadzbi sustava zapisat ¢emo sustav (1.2) kao sustav

CNLlJZ + [N)ly + 612 = cil
dgl’ + [;Qy + 622 = JQ, (14)
ELgl’ + E3y + 632 = dg

pri ¢emu je a; # 0.

2. Uzastopnom primjenom propozicije konstruiramo sustav

!

z+by+éz =d;

0

boy + Goz = dy (1.5)

n

533/‘1'532 = ds

koji ima isti skup rjeSenja kao i polazni sustav (1.2).


https://www.sangakoo.com/en/unit/relative-position-of-three-planes
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3. Ponavljamo korake 1. i 2. s elementima 132 1 53 da bismo konacno dobili sustav

13

dlx—i—l;ly—i— 612 = daq
byy+ Caz=dy (1.6)
ggz = dg

koji ima isti skup rjeSenja kao i polazni sustav (1.2).

Za sustav linearnih jednadzbi (1.6) kazemo da ima trokutastu formu i njegovo rjeSenje je moguce
direktno ocitati uvrstavanjem trece jednadzbe u drugu i onda rjesenje druge u prvu. Takav postupak
se zove povratna supstitucija. Svodenje na trokutastu formu daje siguran put k rjesenju i u
slucajevima kada sustav nema jedinstveno rjesenje. Naglasimo da je jednadzba rjesena samo onda
kada smo odredili cijeli skup rjesenja!

PRIMJER 1.3.
211 + 4x9 + 623 = 18

4xq1 + Dxo + 623 = 24,
3x1+ a0 — 223 =4
Rjesenje: x1 =4, x9 = =2, x3 = 3.
NAPOMENA 1.4. RjeSenja sustava se mogu provjeriti na www.wolframalpha.com

ZADATAK 1.1. a)
2x1 4+ 4x9 + 623 = 18

4x1 + bry + 613 = 24,
21‘1 + 71’2 + 121‘3 =40
(nema rjesenja)
b)
3$1 —|—6LL’2 — 6.733 =9
2.1'1 — 5.252 + 41’3 = 3,
-1 + 161‘2 - 141‘3 =3
Rjesenje: x1 =1t, xo =4t — 9, 23 = gt — %, teR.
c)
T1+ To— T3 = 0
2:E1 + 21‘2 — 21’3 = 0,
—T] — Lo+ T3 = 0
Rjesenje: x1 = —t+ s, 20 =1, x3 =35, s,t € R.
ZADATAK 1.2. Odredite h, k € R tako da sustav
r+2y==~F
dr + hy =5
ima
1. jedinstveno rjeSenje,

2. beskonacno mnogo rjesenja,


www.wolframalpha.com
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3. nema rjeSenja.

Ukoliko sustav ima rjesenja, odredite ih.
RJESENJE Rjesavamo sustav

c+2y=k [-(-4)+1I

dr + hy =5

r+2y==~Fk
(h—8)y=5—4k

Ako je h =8, ondazab—4k =0, tj. k = Z, sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja oblika z 42y = %

odakle slijedi da je x = % —2t,y=t, teR.
Za h =815 — 4k # 0 sustav nema rjesenja.

Za h # 8 sustav ima jedinstveno rjesenje dano sa

ZADATAK 1.3. Odredite 3,7 € R tako da sustav

28x+ By+
2z+ y+
dr+ (2 - P)y+

ima

1. jedinstveno rjesenje,

2. beskonacno mnogo rjesenja,
3. nema rjesenja.

Ukoliko sustav ima rjesenja, odredite ih.
RJESENJE

2Bx+ By+
22+ y+
de+ (2= P)y+

Zamjena prve i druge jednadzbe.

22+ y+
2Bx+ By—+
dr+ (2 - P)y+

Bz=1+~
Bz=1
(B +2B)z=2+7

Bz=1+7
Bz=1
(82 +2B8)z=2+7

Bz=1
Bz=1+7~
(8 +2B)z=2+7

Mnozimo prvu jednadzbu s —f i dodajemo drugoj. Zatim mnozimo prvu jednadzbu s —2 i dodajemo

trecoj.

2z+ y+

(8-

—By+

Bbz=1
fz=1+7-8
Bz =1
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Zamjena druge i tre¢e jednadzbe.

2z+ y+ Bz=1
—By+ Bz =1
(B=P%2=1+7y-5

Sveli smo sustav na gornjetrokutasti. Sada gledamo slucajeve.

1) B #0,1. Tada moZemo zadnju jednadzbu podijeliti s 3 — 32 pa je

Z_1+7—ﬁ
B —p?
odakle povratnom supstitucijom slijedi i da je
_14+9-8 v $:1(1_1+7—5+1_ 1+7—ﬁ)
1-p B’ 2 1-p g 1-p

2) a) f = 0. Tada zbog trece jednadzbe mora vrijediti 0 = 1 4+ 7. Dakle, ako je v # —1, nema
rjeSenja. Ako je v = —1, onda treca jednadzba glasi 0 = 0. No, druga jednadzba je 0 = —1 pa
ni u ovom slucaju nema rjesenja.

b) 5 = 1. Tada mora biti 0 = v pa ako je v # 0, nema rjeSenja. Ako je v = 0, onda dobivamo

sustav
22+ y+ z2=1
—y+ z=0
0=0
koji ima beskona¢no mnogo rjesenja
1
xzﬁ—t, y=t, z=1t, teR.

Dakle, za § ¢ {0, 1} sustav ima jedinstveno rjesenje. Za 8 = 0ili § = 1, v # 0 sustav nema rjeSenja.
Za 8 =1, v = 0 sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja. O
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1.3 Radijvektori u ravnini

Osnovni pregled teorije radijvektora (za vise detalja vidjeti skripte predavanja).

Dana je ravnina E? koju shvac¢amo kao skup tocaka, u E? je dan pravokutni koordinatni sustav s
ishodistem u tocki O. Svakoj to¢ki A € E? pridruzujemo radijvektor O—1>4, tj. strelicu s pocetkom
u O i zavrSetkom u tocki A.

Skup svih radijvektora u ravnini oznacavamo s V?(0). Radijvektor (ﬁ zovemo nulvektor i ozna-

_ — s —
¢avamo s 0. Modul od OA oznac¢avamo s ‘OA i definiramo kao duljinu duzine OA. Radijvektor

0 je jedini vektor ¢iji modul je 0. Smjer od OA definira se kao pravac OA (smjer nulvektora se ne

definira). Kazemo da su OA i O? kolinearni ako O, A i B leze na istom pravcu. Nulvektor je
kohnearan sa svakim radijvektorom.

Neka su OA i O? kolinearni i razli¢iti od nulvektora. Kazemo da su jednako orijentirani ako Ai B
leze s iste strane tocke O na pravcu OAB. Inace kazemo da su suprotno orijentirani. Orijentacija
je relativan pojam, nijedan radijvektor sam za sebe nema orijentaciju.

Svaki netrivijalni radijvektor je jednoznac¢no odreden svojim modulom, smjerom i orijentacijom. Za
radijvektor @ # 0 definiramo suprotan radijvektor —a kao radijvektor koji ima jednak modul i
smjer kao @, ali suprotnu oruentacuu Dodatno, za nulvektor definiramo —0 = 0.

Zbrajanje radijvektora. Neka su OA i O? nekolinearni. Tada OA—i—@ definiramo kao radijvektor

OC, pri ¢emu je C' jedinstvena tocka ravnine sa svojstvom da je ¢etverokut OAC'B paralelogram.
Ako su @ i b kolinearni, onda ¢emo @ + b definirati na sljede¢i nacin:

i+0=0+ad=ad, V2(0), (1.7)
a+<—a):—a+a=6, va;&ﬁ (1.8)

Akosudib kolinearni, netrivijalni i nisu jedan drugome suprotni, zbroj a + b definiramo kao
radijvektor koji ima isti smjer kao a i b. Ako sudai b jednako orijentirani, a + b definiramo tako da
ima modul |@| + |b| i orijentaciju istu kao @i b. Akosudib suprotne orijentacije te ako je @l > |b],
onda @ + b definiramo kao radljvektor ¢iji modul iznosi |@| — |b| kolinearan je s a i b, i ima istu
orijentaciju kao a. Ako je |d| < \b[, definicija je analogna, samo je orijentacija zbroja ista kao b.
Svakoj tocki A € E? mozemo pridruziti par koordinata u odabranom pravokutnom koordinatnom
sustavu.

Propozicija 1.5. A = (x1,y1), B = (22,92) = 071 + @ = O?, gdje je C = (x1 + x2,y1 + Yo).
Propozicija 1.6. Zbrajanje radyvektora ima sljedeca svojstva:

(a) Ya,b e V2(O) @+be VO0).

(b) (@+b)+E=d+ (b+ @), Va,b,c.

(¢) vrijedi @ +0=0+a=a, va € V*(0).

(d) za svaki @ € V*(O) vrijedi @+ (—@) = —a + d = 0.

(¢) @+b="b+a,Vabe V(0).

Definiramo jo$ jednu operaciju nad radijvektorima koju zovemo mnoZenje radijvektora skalarom.
DEFINICIJA 1.7. Neka je « € R i ¢ € VZ(O). Radijvektor at’ definiramo kao radijvektor ¢iji je

e modul |at] = |af - |V],
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e smjer isti kao i smjer od v,
e Uit su iste (suprotne) orijentacije ako je @ > 0 (v < 0).
Ako je o = 0 ili 7 = 0, tada je a@ = 0 pa u tom slucaju ne govorimo o smjeru i orijentaciji.
Vrijedi da je
1-v=19, VYieV?*O0), (1.9)
(1) o= -7, VieV*O0). (1.10)

=
Propozicija 1.8. a € R, T' = (z,y) = «- Oﬁ = 0T, gdje je T' = (ax, ay).

Propozicija 1.9. Neka je @ € VX(0), @ # 0. Za svaki b € V(O) kolinearan s @ postoji jedinstveni
A € R takav da je b = \a.
Vrijedi i obrat (direktno iz definicija): svaki vektor b oblika b = A@, za neki A € R, je kolinearan s a.

NAPOMENA 1.10. Vrijedi i sljedece: vektori @ i b su kolinearni ako i samo ako postoji netrivijalan
izbor koeficijenata «, f € R takvih da vrijedi ad+ 65 = 0. Za ovo posljednje kazemo jos da su vektori
a, b linearno zavisni.

Ti: vektori @ i b su nekolinearni ako i samo ako je jednakost aa + /Bl; ispunjena samo na trivijalan
nacin, tj. za a = = 0. Za ovo kazemo da su vektori a, b linearno nezavisni.

Ili: vektori @, b su nekolinearni ako i samo ako (ad+ b = a==0).

Propozicija 1.11. Neka sud,b € V2(0) nekolinearni vektori. Za svaki @ € V2(O) postoje jedinstveni
a, B € R takvi da je &= ad+ pb.

Drugim rije¢ima: svaki vektor ¢ € V?2(0O) moguée je na jedinstven nacin prikazati kao linearnu
kombinaciju nekolinearnih vektora @ i b. Kazemo da je {a@,b} baza za V2(O).

Bilo koja dva nekolinearna vektora ¢ine bazu za V2(O).

—_—
ZADATAK 1.4. @ = OA, b = OB, = OC, pri temu je A = (1,2), B = (1,4), C = (—1, —3). Pokazite
da vektori @, b nisu kolinearni te prikazite ¢ kao njihovu linearnu kombinaciju.

RJESENJE Zadatak ¢emo rijeSiti na nekoliko nacina:

1) ra¢unamo koeficijente smjera pravaca OA i OB:
_2-0 _4-0 4
OA=1_g= % foB=1_47
Kako koeficijenti smjera nisu jednaki, slijedi da @, b nisu kolinearni.
2) pokusajmo vektor I;zapisati kao b = Ad@. Prema propoziciji 1.8 slijedi da je (1,4) = (X, 2)).
Dobivamo sustav jednadzbi

A=1
2 =14

koji nema rjesenja. Dakle, ne postoji A € R takav da je b= \d.

3) Vektori a, b su kolinearni akko postoji netrivijalan izbor koeficijenata o, 8 € R takvih da vrijedi
ad + b = 0. Slijedi da je (a + f, 20 + 43) = (0,0). Dobivamo 2x2 sustav

a+ =0
204+ 45 =0

koji ima jedinstveno rjeSenje o = 8 = 0. Dakle, a, b su nekolinearni.
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Izrazimo sada vektor ¢ kao njihovu linearnu kombinaciju. Propozicija 1.11 nam garantira da postoje
jedinstveni «, f € R takvi da je ¢ = ad + pBb. Izjednacavanjem krajnjih to¢aka dobivamo

(v + B,2a+4P) = (—1,-3)

Sto daje sustav

a+fp=—
20+ 48 = —
koji ima jedinstveno rjesenje o = —%, b= —%. Dakle, ¢ = —% %[3
Oznadmo s i = 07 I=(1,0),ij = (ﬁ J = (0,1). Tada je o¢ito za svaki T = (z,y) € E?
ﬁ:x?+ y7. (1.11)

Nekolinearne vektore 7, j nazivamo standardnom ili kanonskom bazom za V2(0).

— - —
DZ 11.d = OA, b = OB, @= OC, d = OD, pri ¢emu je A = (1,2), B = (1,4), C = (~1,-3),
D = (0,1). Pokazite radijvektor d kao linearnu kombinaciju vektora @, b, ¢.

DZ 1.2. Istl vektori kao u prethodnom zadatku, samo se ovdje trazi da se prikaze vektor d kao
d=ad+ 5()—!— ~¢, pri ¢emu «, 3,7 € R zadovoljavaju a + 5+ v = 0.

ZADATAK 1.5. Neka su @,b nekolinearni (linearno nezavisni) vektori u V2(0). Odredite za koje su
a, B € R vektori

takoder nekolinearni (linearno nezavisni).

RJESENJE Pogledajmo linearnu kombinaciju
A(@+ b) + B(Bd + ab) = 0.

Zelimo da je jednakost zadovoljena samo za A = B = 0. Prethodni izraz mozemo zapisati u obliku

- —

(A+pBB)i+ (BA+ aB)b=0.
Kako su d, b nekolinearni vektori po pretpostavci, tada mora biti

A+ BB =0
BA+aB =0

Ovo shvatimo kao sustav linearnih jednadzbi s nepoznanicama A, B. To je homogeni sustav jer
su slobodni ¢lanovi na desnoj strani jednaki nuli. Homogeni sustav uvijek ima rjesenje A = B =0, i
to rjeSenje zovemo trivijalnim. No, u ovom zadatku mi Zelimo pokazati da mu je to jedino rjeSenje.
Pomnozimo li prvu jednadzbu s —f i dodamo drugoj, dobivamo

A+ pB=0
(o= BB =
Vrijedi da je B = 0 jedino rjeSenje ako i samo ako je o — 32 # 0. Ako je B = 0, onda uvritavanjem

u prvu jednadzbu dobivamo da je i A = 0, tj. traZenu jedinstvenost rjeSenja.
Dakle, navedeni vektori su linearno nezavisni ako i samo ako je o — 3% # 0.



1.4. RADIJVEKTORI U PROSTORU 9

1.4 Radijvektori u prostoru

Definicije su analogne onima za radijvektore u ravnini pa uglavnom izostavljamo detalje.

E? je trodimenzionalni prostor sa tockovnom strukturom. U njemu zadajemo pravokutni koordinatni
sustav s ishodistem u O i skup svih radijvektora u prostoru oznac¢avamo s V3(0). Sljedece su definicije
iste kao i za V?(0):

e modul

e smjer

e orijentacija

e suprotni vektor

e zbrajanje vektora

e mnozenje vektora skalarom

Prve tri tocke jedinstveno odreduju vektor iz V3(O). Nadalje, zbrajanje vektora i mnoZenje vektora
skalarom imaju ista svojstva kao i u V2(O).

. - - = == . . .
Ozna¢imo s i = 041}, I=(1,0,0),5 = 07}, J=1(0,1,0),k=0OK,K = (0,0,1). Tada je o¢ito za svaki
T = (z,y,2) € E3

OT = ai + yj + 2k, (1.12)
Vektore 7, j, k nazivamo standardnom ili kanonskom bazom za V3(0).
Ovdje imamo jedan novi pojam koji nismo imali u V?(0).

DEFINICIJA 1.12. Neka je {¢%,...,9,}, n > 2, konac¢an skup radijvektora u V3(O), v; = O?h i =
1,...,n. Kazemo da su vektori 7, ..., v, komplanarni ako postoji ravnina kroz ishodiste koja
sadrzi sve zavrsne tocke T;, ¢ = 1,...,n. U protivnhom kaZzemo da su ti vektori nekomplanarni.

Dva su vektora uvijek komplanarna. (Ako su nekolinearni, onda postoji jedinstvena ravnina kroz
tocke O, Ty, T).
Tri vektora mogu i ne moraju biti komplanarni. Na primjer, {;, 7, lg} nisu komplanarni, dok {;, 7, Z+;}
jesu. Skicirajte.

Propozicija 1.13. Neka su @, b € V3(0) proizvoljni nekolinearni vektori. Za svaki vektor ¢ € V3(O)
komplanaran s d@, b postoje jedinstveni skalari o, f € R takvi da vrijedi

7 = ad + fb.

Propozicija 1.14. Neka su d, 5, ¢ € V3(0) proizvoljni nekomplanarni vektori. Za svaki radijvektor
7 € V3(O) postoje jedinstveni skalari o, B,y € R takvi da vrijedi

7= ad+ Bb+ e

NAPOMENA 1.15. U V3(0) tri nekomplanarna vektora ¢ine bazu (u smislu da se svaki radijvektor
moZe na jedinstven nacin prikazati kao linearna kombinacija tih vektora).

NAPOMENA 1.16. Tri vektora @, b, @ su nekomplanarni (dakle, &ne bazu) ako i samo ako vrijedi

0464—55—1—75:6 — a=pF=~v=0.
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—
ZADATAK 1.6. Provjerite ¢ine li vektori @ = OA, b = @, = O?, gdje je
a) A= (170’ _1)’ B = (17273>7 C= (O, L, 1)7
(0,1,1),

b) A=(1,1,1), B=(1,2,2), C = (0,1,
(0,0,1)

c) A=(1,0,0), B=(0,1,0), C
bazu za V3(0).
RJESENJE Svugdje kre¢emo od jednakosti
ad@ + fb+ & = 0.
a) Po svojstvima zbrajanja vektora i mmnozenja vektora skalarom za zavrsne tocke dobivamo da
vrijedi
(&+ﬁ>2ﬂ+77_05+35+7) = <O7070>
Uredene trojke su jednake ako i samo ako je
a + B =0
26+ v =0
—a + 38+ v =0

Rjesavamo sustav elementarnim transformacijama. Dodajemo najprije prvu jednadzbu trecoj.

a + B =0
26+ v =0
464+ ~v =0

Zatim mnozimo drugu jednadzbu s —2 i dodajemo trecoj.
a + f =0
28+ v =0
—~ =0

Povratnom supstitucijom dobivamo jedinstveno rjeSenje o = 3 =~ = 0.

Dakle, dani vektori ¢ine bazu.

(a+B,a+28+v,a+28+7)=(0,0,0),

tj.

a + B =0

a + 28+ v =0

a + 264 v =0
Ovdje imamo dvije jednake jednadzbe pa se sustav reducira na sustav od 2 jednadzbe s 3 nepoz-
nanice koji ne moze imati jedinstveno rjesenje.

a + B =0

a + 264+ v =0
Rjesenje ovog sustava je a =t, = —t, y=t, t € R.

Na primjer za t = 1 dobivamo o =1, § = —1, 7y =1 pa je i—b+c= 0, tj. g:d’+5pavektori
d,b, ¢ ne ¢ine bazu za V3(0) (komplanarni su).
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c)
(Oz, B, 7) = (07 0, O)

Sto povlaci da je « = f = v = 0 pa navedeni vektori ¢ine bazu. To su vektori ‘,j’, k!

OJ
ZADATAK 1.7. Prikazite vektor d = O?, D = (1,—1,—4) kao linearnu kombinaciju vektora iz pret-
hodnog zadatka.
RJESENJE
a) d=ad+ Bg + ¢ vodi na jednakost zavrsnih tocaka
(a+ 8,28+, —a+38+7) =(1,-1,-4)
Sto je ekvivalentno sustavu
@ + B = 1
2+ v = -1
—a + 30+ v = —4
Zbrojimo prvu i trec¢u jednadzbu
a + B = 1
2+ v = -1
4+ v = =3
Pomnozimo drugu jednadzbu s —2 i dodamo trecoj
a + f = 1
28+ v = -1
—y = -1
Povratnom supstitucijom dobivamo jedinstveno rjeSenje v =1, § = —1, a = 2. Dakle,
d=2i—b+¢
b)
(@t B, a+28+7,a+28+7)=(1,-1,-4),
tj.
a + B = 1
a + 28+ v = -1
a + 28+ v = —4
Izjednacavanjem dvije zadnje jednadzbe dobivamo —1 = —4 §to je kontradikcija. Dakle, sustav

nema rjesenja.

Vektori @, b, ¢ ne ¢ine bazu za V3(0), nego razapinju jednu ravninu kroz ishodiste. Vektor d nije
komplanaran s tom ravninom.

Ako uzmemo d = (1,—1,—1), tada bismo d mogli prikazati kao linearnu kombinaciju vektora
a,b, ¢, ali ne na jedinstven nacin

a + p = 1
a + 28+ v = -1
a + 28+ v = -1
Rjesenja ovog sustavasua =t, § =1—t, v = —3+1t,t € R. Jedno rjesSenje je, na primjer, o = 0,

=1 v=-3.
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(QJ 677) = (17 _17 _4)
Sto ima jedinstveno rjesenje a =1, = —1, v = —4.

—

ZADATAK 1.8. Neka su @, b, ¢ nekomplanarni vektori u V3(0). Odredite za koje «, 3 € R vektori
@+ ab,b+ 8¢+ b+ of

takoder nekomplanarni.
RJESENJE Pogledajmo linearnu kombinaciju

A (6+al§> +B <5+65> +C(6+55+a5> =0.
Zelimo dobiti A = B = C' = 0. Napisimo prethodni izraz u obliku

(A+C)i+ (Aa+ B+ CB)b+ (BB +aC)é=10

—

Kako su @, b, ¢ nekomplanarni, vrijedi
A+ c =0
aA + B+ pC = 0
BB+ aoC = 0

Prethodne jednadzbe shvatimo kao sustav za A, B, C. Zelimo da taj sustav ima jedinstveno rjesenje
dano s A = B = C' = 0. Rjesavamo sustav. Pomnozimo prvu jednadzbu s —« i dodajmo drugoj.

A + C =0
B+ (B—a)C = 0
BB+ aC =0

Sada pomnozimo drugu jednadzbu s —f i dodajmo trecoj.

A + ¢ =0
B+ (B—a)C = 0
(a— A +aB)C = 0

Vidimo da je A = B = C' = 0 jedino rjesenje ako i samo ako je o — % + a3 # 0.

ZADATAK 1 9. ( ) Za koje vrijednosti parametra A € R su vektori @ = i+ )\/;, b = 27 + M oi
C=—i—2j+ k komplanarni?

(b) Postoji li vektor d € V3(0) (koji ne ovisi o A) takav da vektori @, b, d nisu komplanarni niti za
jedan A € R.

RJESENJE

(a) Zelimo da ad + Bl; + ~& =0 ima netrivijalna rjeSenja. Uvrstimo vektore @, b, €.
a (?+ AE) +4 <2Z+ Aj) ( —2j + E) =0,
(@428 —7)i4+ (A8 —27)] + (Aa+7)k = 0.
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Kako su vektori 7, j, k linearno nezavisni (nekomplanarni), slijedi da je

a + 28— v =0
AM— 2y = 0
pYe! + v =

Mnozimo prvu jednadzbu s —A\ i dodajemo trecoj.

a + 28— voo=
AB— 2v = 0
=2M\6+ (A+1)y =0

Mnozimo drugu jednadzbu s 2 i dodajemo trecoj.

a + 28— v =0
AB— 2v = 0
(A=3)y =10
Gledamo slucajeve
1) Imamo sustav
a + 26— v =0
36— 2y = 0
0 0

koji ima rjeSenje o = —%t, 8= %t, vy=t,teR.

Za A = 3 vektori su komplanarni.

2) U ovom slucaju tre¢u jednadzbu mozemo podijeliti s A — 3 i dobivamo

a + 28— v =0
AM— 2y = 0
v =0
Ako pomnozimo tre¢u jednadzbu s 2 i dodamo drugoj te dodamo treéu jednadzbu prvoj,
dobivamo
a + 20 =
AB =
0 0
Sada opet imamo dva slucaja
2a) Imamo sustav
a + 28 0
0 =0
v =20

¢ije rjesenje je a« = —=2t, f =1t, v =0, t € R. Dakle, i za A = 0 vektori su komplanarni.
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2b) Imamo sustav

a + 206 =0
p =0
v = 0

koji ima jedinstveno rjesenje a = f =y = 0.

Kona¢no, za A # 0, 3 vektori su nekomplanarni, a za A = 0 i A = 3 su komplanarni.

(b) Pitamo se postoje li z,y, z € R takvi da za d= :1:;+yj+ 2k vektorska jednadzba ad+ 654— vcf: 0
ima samo trivijalno rjesenje za svaki A € R. UvrsStavanjem vektora dobivamo

o <Z+ AE) + 8 <2Z+ A]’) + <x5+ yj + 2k) =0,
(a+ 28+ 27)i + (A8 +y7)j + (Ao + 27)k = 0.

Slijedi da je
a + 284+ xy = 0

A8+ yy = O
A + 2y =0
Pomnozimo prvu jednadzbu s —\ i dodajmo je trecoj.
a + 28+ a7y =0
B+ yy = 0
=200+ (z—zA)y =
Pomnozimo drugu jednadzbu s 2 i dodajmo trecoj
a + 280+ xvy =0
AB+ Yy =
(z—axX+2y)y =

Vidimo da u slu¢aju A # 0 mozemo izabrati z,y,z € R takve da ovaj sustav ima jedinstveno
rjeSenje. Jedan (ali ne i jedini moguéi) izbor je x = 1,y = 1,z = A, i tada imamo sustav:

a + 264+ v =0
A+ v =0
2y = 0

Sto ako je A =07 Tada imamo sustav

a + 2604+ xy =0
Yy =0
(z+2y)y = 0

odakle ne mozemo dobiti jedinstveno rjesenje.

Zasto je A = 0 problemati¢no? Jer za A = 0 imamo vektore a = ;, b=2i koji su kolinearni pa ¢e
svaki trec¢i vektor d lezati u istoj ravnini s njima.
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1.5 Radijvektorska interpretacija sustava

1.5.1 Sustavi 2x2

ar+ by = (113)

s + boy = co

% —_
Uvodenjem vektora @ = OA, A = (a1,as), b = O?, B = (by,by), ¢ = O?, C' = (¢1,¢2), prethodni
sustav mozemo zapisati kao
(c1,¢0) = (a1 + bry, asx + boy) (1.14)

Sto se moze zapisati i preko vektora kao
¢=xd+yb (1.15)

i obratno, jednadzbu (1.15) raspisivanjem svodimo na sustav (1.13). Analiticko—geometrijska inter-
pretacija tretirala je sustav “po retcima”, dok na ovaj nacin sustav tretiramo “po stupcima”.
Vrijedi sljedece:

1. Ako su vektori @, b nekolinearni, onda sustav (1.13) ima jedinstveno rjeSenje.

2. Ako su d@, b kolinearni i

(i) ¢ kolinearan s njima, onda sustav (1.13) ima beskona¢no mnogo rjesenja.

(ii) € nije s njima kolinearan, onda sustav (1.13) nema rjeSenja.
T+y=2
z—y=0

T+y=2
2r+2y =4

PRIMJER 1.17. (a)

r+y=2
204+ 2y =2
(a) Sustav ima jedinstveno rjeSenje x = y = 1 jer su vektori @ = i+ j‘, b=1i— j ocCito nekolinearni.

(b) Sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja oblika x = t, y = 2 —t, t € R. Vektori @ = i+ 27,
b =i+ 2 su odito kolinearni, a za vektor € vrijedi & = 2i + 4j = 2d + 2b.

(¢) Sustav nema rjeSenje jer je @ =i + 2] = b, dok &= 2i + 2] = 2(7 + j) nije s njima kolinearan.
DEFINICIJA 1.18. Definirajmo determinantu sustava (1.13) kao

det | b = det (™ by =
(05} bg a9 b2

a; by

= CleQ — agbl.
ag by
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Rjesavanjem sustava (1.13) mozemo pokazati da sustav ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako je

det Zl Zl # 0. Tada je rjesenje dano u obliku
2 02
. Clbg — Cgbl
N albg — a2b17
Q102 — a2
N albg — agbl ’

Time smo dobili i kriterij kada su vektori a, b nekolinearni. Dakle, vektori @ = aﬁ—l— (Igj, b= b1§+ bgj
su nekolinearni ako i samo ako je

ap by
az by

@%@@: £ 0.

Geometrijska interpretacija determinante: ‘det (c?, g)’ je povrsina paralelograma razapetog s @ i b.
Pokusajmo rijesiti zadatak 1.2 preko determinanti.
ZADATAK 1.10. Odredite h, k € R tako da sustav

x+2y==~Fk
dr + hy =5
ima
1. jedinstveno rjeSenje,
2. beskona¢no mnogo rjesenja,
3. nema rjesSenja.

Ukoliko sustav ima rjesenja, odredite ih.

RJESENJE
a) Sustav ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako je 2 0 ako i samo ako je h — 8 # 0. Tada
4 h
je (kao i prije) rjeSenje dano s
~ kh—10 5 —4k
T YT h—w

(b) Sustav ima beskona¢no mnogo rjeSenja ako i samo ako je = h—8+# 01 cje kolinearan s @

2
0
i b. Kolinearnost mozemo opet provijeriti preko determinante. Zadnji uvjet je ekvivalentan tome
da je
1 k
4 5

Dakle, sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja ako i samo ako je h =81k =

0:®uaa:’ =5 — 4k.

5
1

To smo mogli vidjeti i rjeSavajuci sustav.
2 1 k
4 h 4 5

Naravno, zadnji uvjet smo mogli dobiti i iz prva dva sluc¢aja kao preostale vrijednosti za h i k.

(c) Sustav nema rjeSenja ako i samo ako je

~0i)

#Oakoisamoakojeh:&k;é%
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1.5.2 Sustavi 3x3

ar + by + iz =dy

aox + boy + oz = dy (1.16)

aszr + b3y + c3z = ds

H —
Uvodenjem vektora @ = OA, A = (a1,as,a3), b = O?, B = (b1, b9,b3), € = O?, C = (c1,c9,c3),
U= @, D = (dy,ds,d3), kao i prije dobivamo
T = xd + yb + =€ (1.17)
Svako rjeSenje (x,y, z) sustava (1.16) ujedno je i rjesenje vektorske jednadzbe (1.17), i obratno.
Analizirajmo sustav (1.16) razmatrajuéi geometrijski polozaj vektora d, b, ¢, v
(A) Ako su vektori @, b, @ nekomplanarni, onda rjeSenje sustava postoji i jedinstveno je.

(B) Ako su vektori @, b, ¢ komplanarni i nekolinearni, imamo sljedece sluc¢ajeve

(B1) Ako ¥ nije komplanaran s d, 5, ¢, onda rjeSenje sustava ne postoji.

(B2) Ako je v komplanaran s @, b, ¢, onda rjeSenje postoji i skup rjesenja je beskonacan te ovisi
o jednom slobodnom parametru.

(C) Ako su vektori @, I;, ¢ kolinearni, onda imamo sljedece slucajeve

(C1) Ako ¥ nije kolinearan s @, l_;, ¢, onda rjeSenje sustava ne postoji.
(C2) Ako je ¥ kolinearan s a, I;, ¢, onda rjeSenje sustava postoji. Skup rjeSenja je beskonacan i
ovisi o dva slobodna parametra.

ZADATAK 1.11. Rijesite sljedece sustave i kod svakog vektorskom interpretacijom ustanovite razloge
(ne)postojanja rjeSenja. Ako rjeSenje postoji, opravdajte strukturu skupa rjesenja geometrijskim
(vektorskim) argumentima.
(a)

25171 + 4.%'2+ 61’3 = 18

4$1 + 5[L‘2—|— 6{23'3 = 24

3.1‘1 + To— 21‘3 = 4
(b)

2[E1 + 4ZL‘2+ 61’3 = 18

4371 + 5$2+ 6373 = 24

2.CE1 + 7$2+ 125B3 = 40

35171 + 6.1'2— 633'3 = 9
21‘1 — 5I‘Q+ 41‘3 =
—x1 + 16x9— 1l4z3 = -3
(d)
T + X9— xT3 = 0

4.131 — Zo+ 5333 =0
6331 + T2+ 3{E3 =0
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RJESENJE

(a)

Primijetimo da je ovo isti sustav kao u primjeru 1.3, gdje smo metodom svodenja na trokutasti
sustav dobili jedinstveno rjeSenje z; = 4, x5 = —2, x3 = 3. Promatramo tocke A = (2,4, 3),
B =(4,5,1), C = (6,6,—2), D = (18,24,4). Razlog tome $to smo dobili jedinstveno rjesenje je
Sto su vektori @, g, ¢ nekomplanarni, Sto se moze utvrditi direktnom provjerom. Jednadzba

a@+ Bb+é=0
daje isti sustav, samo homogen
2. + 4B+ 6y = 0
doo + BB+ 6y =
3o + f[B— 2y =

Rjesavajuéi ga na isti nacin, dobivamo v = § = vy = 0.

Primijetimo da je ovo isti sustav kao u zadatku 1.1 pod a), gdje smo pokazali da nema rjeSenja.
Vektorska interpretacija: A = (2,4,2), B = (4,5,7), C = (6,6,12), D = (18,24,40). Vektori
a, b, ¢ su komplanarni, ali ¥ nije s njima komplanaran. Kako to vidjeti? Na primjer, ¢ = aad + £b
daje sustav

20+ 45 =6
4o+ 56 =6
200+ 76 =12
koji ima rjesenje « = —1, = 2. Dakle, a, g, ¢ su komplanarni. Da ' nije s njima komplanaran,

dobijemo upravo rjeSavajuéi pocetni sustav.

Sustav ima beskonacno mnogo rjeSenja. Na primjer, ;1 = 3 + %t, To = %t, r3 =1t,t € R. Mogli
smo i drugacije izabrati slobodni parametar. Na primjer, x1 = 3 — itv To =1, T3 = %t, teR.

Vektorska interpretacija: uzmemo tocke A = (3,2,—1), B = (6,—5,16), C = (—6,4,—14), D =
(9,6, —3). Vektori @, b, ¢ su komplanarni jer je

2@ + 8b + 97 = 0.

Nadalje, ¥ = 3d pa je ¥ komplanaran s a, 5, c. I odavde mozemo doé¢i do skupa rjesenja. Na
primjer,
v=3a=3d+z2c—z2(=3d—z| —=d— = zC=d —z —z z C oz :
9 9 9 9 ~—"
3

x1 €2

Uoc¢imo da se radi o homogenom sustavu pa on sigurno ima rjeSenje. RjeSavanjem sustava
dobivamo x; = —%t, To = %t, r3 =t, t € R. Interpretacija je ista kao i u prethodnom zadatku.
Uzmemo tocke A = (1,4,6), B =(1,—-1,1),C = (-1,5,3),D = (0,0,0).

Tada vrijedi
4 9-

4G —9b =58 —> C= —-d— =b
a C C 5(1 5

pa su oni komplanarni. Nikoja dva nisu kolinearna (provjerite!). O¢cito je tada

(=1

4, 9.
G=0=t(——d+-b+¢),VteR.
v (5 5 C)’ ©
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- — — -

DZ 1.3. Odredite za koje sut € R vektori @ = i+2j+3k, b =i+1j + E, C=1i+4] +k nekomplanarni.
(Rjesenje: t # 1)

DZ 1.4. Odredite za koje su p € R vektori @ = (p — 1)i + 27, b = (p + 4)i 4+ (p — 2)j kolinearni.
(Rjesenje: p = —1,6)

-

DZ 1.5. Jesu li vektori i+ j + k, j — k, i + 2k, i — j — k komplanarni? (Rjesenje: Ne)
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