Poglavlje 3

Matrice

DEFINICIJA 3.1. Preslikavanje A : {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — F zove se matrica tipa (m,n) (ili
m x n), odnosno realna (kompleksna) matrica s m redaka i n stupaca. Oznaka za skup svih takvih
matrica je M, (F).

Uvodimo sljedece pojmove i oznake:

1.

2.

10.

11.

12.

13.

Tabli¢ni zapis A = (a;;) = [a;;].

Za skalare a;; € F kazemo da su elementi matrice A.

. Uredena n—torka (a;1, a, ..., a;,) je i—ti redak od A.

. Uredena m—torka (aij, as;, ..., an;) je j—ti stupac od A.
. Nulmatrica 0 € M,,,(F) zadana je s a;; = 0, Vi, j.

. Matricu tipa 1 X n nazivamo (jedno)retéanom.

. Matricu tipa m X 1 nazivamo (jedno)stup¢anom.

. Matricu tipa n X n nazivamo kvadratnom.

. Uredena n—torka (aq1, ass,. .., an,) je glavna dijagonala od A.

Uredena n—torka (ain, as,_1,...,a,1) je sporedna dijagonala od A.

Operacije: zbrajanje matrica iz M,,,(F) i mnozenje matrica iz M,,,(F) skalarom iz F. Tada je
M,n(F) vektorski prostor nad F dimenzije m - n.

Ulancane matrice mozemo mnoziti: Ako su A = (a;j) € M,,,(F), B = (b;j) € M,,(F), tada je
C =A-B=/(c¢j) € My,(F), gdje je

n
Cij = E a'ik:bk:ja izl,...,m,jzl,...,p.
k=1

Svojstva mnozenja:

(1) A(B+C) = AB + AC (desna distributivnost)
(2) (A4 B)C = AC + BC (lijeva distributivnost)
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POGLAVLJE 3. MATRICE
(3) (e¢A)B = A(aB) = a(AB) (kvaziasocijativnost)
(4) (AB)C = A(BC) (asocijativnost)

14. Mnozenje nije komutativno, ¢ak ni ako su oba produkta definirana

1 i
15. Jediniéna matrica [ € M, (F) dana je s I = (d;;), gdje je 6;; = {0’ Z #j
o LFE]

16. Za mnozenje kvadratnih matrica vrijedi
(5) AT =TA= A, VA € M,(F)
pa je M,(F) asocijativna algebra s jedinicom.

.. . (2 3 (4 3 6
ZADATAK 3.1. Pomnozite matrice A = (1 _5>, B= (1 9 3>.

RJESENJE Produkt AB je definiran i iznosi

11 0 21
AB—(—1 13 —9)’

a produkt BA nije definiran.

ZADATAK 3.2 (mnoZenje nije komutativno ¢ak ni kad oba produkta postoje). Izra¢unajte AB

: . 1 2 -2 0
1BA,ngeJeA—(3 4),B—<1 _3).

RJESENJE
0 -6 -2 -4
as= (0, 7). ma= (25 )

17. U M, (F) postoje djelitelji nule, npr. ((1] 8) (8 ?) = (8 8)
18. U M,,(FF) definiramo potenciranje kao
A=1A'=A . A"=A"1A, neN.
ZADATAK 3.3. Vrijedi da je

(a) AmAM = Amin,
(b) (A™)" = Amm,

za sve m,n € Nj.

RJESENJE Dokazujemo indukcijom po n, uz m fiksan.

a8 g,

Am,An—i-lCi:efAm(An_A) asoc (AmAn)AI):lAm+”A(1:efAm+”+1

D7 3.1. Izracunajte <(1) 1) .



19.

20.

; g (1 1\" (1 n
RJESENJE Indukcijom dokazati (0 1) = (O 1).

D7 3.2. Dokazite da je:
(AL A pAnt
“\0 N) \O A )
9 cosx —sinz n_ cosnr —sinnz
" \sinz coszx ~ \sinnz cosnz /°
ZADATAK 3.4. Dokazite da je (A + B)? = A% + 2AB + B? ako i samo ako je AB = BA.

Za A € M,(F) definiramo transponiranu matricu A" = (b;) € M, (F) s b; = aj.
Dokazite

(a) (A7)" = A, A € My (F),

(b) (aA+ BB) = aAl + B8BT, A,B € M,,,(F), o, 3 € F,

(c) (A-B)" =BT . AT, za A, B ulancane,

(d) (Ay-Ay-- A" =AT - AT ... AT za Ay, ..., A}, ulancane.
(a) ocito

(b) imali smo ve¢ prije

(c) Neka su A = (a;;) € Myun(F) i B = (by;) € M,,(F). Tada je (A- B)T € M,,,(F). Kako je
AT € M,,,(F), BT € M,,(F), onda je B - AT € M,,,(F) pa se dimenzije danih matrica
slazu. Pogledajmo (i, j)-ti element od jedne i druge matrice:

((A ‘ B)T> =(A-B)ji= zn:ajk:bk:i

ij
(BT-AT) = (BT, (AT),, = D Budj =D buiay
k=1 k=1 k=1

(d) indukcijom iz (c)

ZADATAK 3.5. Neka je D € Mj dijagonalna matrica na ¢ijoj su dijagonali «, 3,~. U ovisnosti
o a, 3,7 odredite dimenziju prostora M = {A € M3 : AD = DA}.

RJESENJE ...

Za A = (a;;) € M,(F) definiramo trag kao Tr(A4) = > "7 | a;.
ZADATAK 3.6. (a) Dokazite da je Tr(AB) = Tr(BA),

(b) Dokazite da je Tr(aA+ B) =aTrA+TrB, «,8€F,A Be M,(F).
RJESENJE

(a) Neka, je AB =C = (Cij), Cij = 2:21 aikbkj, BA=D = (dm‘), dij = ZZ:l bikakj. Tada je

- Zcii - Z Z Qikbri = Z meazk = Z dir, = Tr BA
=1

i=1 k=1 k=1 i=1
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(b) Imamo

n n

Tr(aA+ BB) =Y [aA+ BBl = > alAl; + (B
=1

=1

= Zn: Z ia=aTrA+ pBTrB.
i=1 i=1

ZADATAK 3.7. Dokazite da ne postoje matrice A, B € M,, takve da vrijedi AB — BA = 1.
RJESENJE

ZADATAK 3.8. Neka je T € M,,. Dokazite da je M = {A € M,, : AT = T A} potprostor od M,,.
Moze li se dogoditi da je M nul-potprostor? Moze li se dogoditi da je M jednak M,? Odgovore
obrazlozite.

RJESENJE ...

21. Za A = (A;;) € My, (C) definiramo njoj konjugiranu matricu A = (b;;) € M, (C) s by; = a3
DZ 3.3. Dokazite da za A, B € M,,,(C), o, 5 € C vrijedi

= A ako i samo ako je A realna matrica

22. Za A = (A;j) € My, (C) definiramo njoj adjungiranu (ili hermitski konjugiranu) matricu
A=A = AT,
D7 3.4. Pokazite da vrijedi

= AT ako i samo ako je A realna

b

(a) A
(b)
(c)
(d)

)

(A*)" =

(A + BB) = aA* + fB*

(A ) = B*A* za A, B ulancane

(A, A ) =A7A; - Af, za Ay, Ay, oo, Ay ulancane.

d
(e
DEFINICLJA 3.2. Kazemo da je A € M, ()
simetriéna ako je AT = A,
antisimetri¢na ako je AT = —A.

Za A € M,(C) kazemo da je

hermitska ako je A* = A,

antihermitska ako je A* = —A.



ZADATAK 3.9. (a) Simetri¢ne matrice reda n ¢ine potprostor od M, (IF) dimenzije

(b)
(c)
(d)

n(n+1)
—5 -

n(n—1)

Antisimetri¢ne matrice reda n ¢ine potprostor od M, (F) dimenzije =5

M,,(F) je direktna suma simetri¢nih i antisimetri¢nih matrica.

Svaka se kvadratna matrica moZe na jedinstven nacin prikazati kao suma simetri¢ne i antisime-
tricne matrice. Konkretno, vrijedi

LA+ AT A AT

A
> 39

Produkt dvije simetri¢ne (antisimetri¢ne) matrice ne mora biti simetri¢na (antisimetri¢na) ma-
trica.

Produkt dvije simetri¢ne matrice A, B je simetri¢na matrica ako i samo ako je AB = BA.

Produkt dvije antisimetri¢ne matrice A, B je antisimetri¢na matrica ako i samo ako je AB = —BA.

Za bilo koji A € M,,,,(F) matrice AAT € M,,(F) i ATA € M,(F) su simetri¢ne.

Ako je A € M, (F) simetri¢na (antisimetri¢na) matrica, tada je to i produkt TT AT, za svaki
T € M, (F).

RJESENJE

(f)
(2)

Produkt dvije simetri¢ne matrice ne mora biti simetri¢na matrica:

1 2 -1 3 5 11
a=(o3)m=(5 9)am=(0 1)
Produkt dvije simetri¢ne matrice A, B je simetri¢na matrica ako i samo ako vrijedi BA = AB:

Vidi se iz rac¢una:

(AB)T = BTAT = BA
Produkt dvije antisimetri¢ne matrice ne mora biti antisimetri¢na matrica:

0 1 0 5 5 0
o= (4 op o= (5 3) er= (0 %)

Produkt dvije antisimetri¢ne matrice A, B je antisimetri¢na matrica ako i samo ako vrijedi BA =
—AB: Vidi se iz ra¢una:
(AB)' = B" A" = (-B)(—A) = BA.

DZ
DZ

ZADATAK 3.10. (a) Hermitske matrice reda n ne ¢ine kompleksan potprostor od M,(C), ali ¢ine

realan.

O



6 POGLAVLJE 3. MATRICE

(b) Antihermitske matrice reda n ne ¢ine kompleksan potprostor od M, (C), ali ¢ine realan.
(c¢) M,(C)g je direktna suma hermitskih i antihermitskih matrica.

(d) Svaka se kvadratna matrica moZe na jedinstven nacin prikazati kao suma hermitske i antihermit-
ske matrice.

(e) Produkt dvije hermitske (antihermitske) matrice ne mora biti hermitska (antihermitska) matrica.
Produkt dvije hermitske matrice A, B je hermitska matrica ako i samo ako je AB = BA.

Produkt dvije antihermitske matrice A, B je antihermitska matrica ako i samo ako je AB = —BA.
(f) Za bilo koji A € M,,,,(C) matrice AA* € M,,(C) i A*A € M, (C) su simetri¢ne.

(g) Ako je A € M, (C) hermitska (antihermitska) matrica, tada je to i produkt T*AT, za svaki
T € M,(C).

RJESENJE

(a) Primijetimo da je A = A* < a;; = aj;. Posebno je a; = a@; pa je dijagonala realna. Dakle,
hermitske matrice ne ¢ine kompleksan potprostor.

Cine realan potprostor jer za A, B hermitske i o, 8 € R
(aA+ BB) = aA* + fB* = aA + B.
Dimenzija tog potprostora jen +2(n —1+n—2+ ...+ 1) =n?

(b) Primijetimo da je —A = A* & —a;; = @;;. Posebno je —a; = a@; pa je dijagonala Cisto
imaginarna. Dakle, antihermitske matrice ne ¢ine kompleksan potprostor.

Cine realan potprostor jer za A, B antihermitske i o, f € R
(aA+ BB)" =aA* + BB* = a(—A) + (—B) = — (cA + BB) .
Dimenzija tog potprostora je n +2(n —1+n—2+ ...+ 1) = n? (isto kao za hermitske).

(c) Svaka se kvadratna matrica moze prikazati kao suma hermitske i antihermitske matrice:

1 1
A=-(A+ A"+ -(A—- A"
2 2
a jedina matrica koja je i hermitska i antihermitska je nul-matrica. Moglo se i druk¢ije, npr.
usporedivanjem dimenzija.

(d) iz prethodnog
1 7 2 2 4 %
(e) npr.A—(_i _1),8—(_% 1>,AB—(O 1).
T 21 (1) -7 =7
npr. ¢ = (22' i)’D_ (3@ 2) ¢D = (—5 —8)'

ostatak za DZ
(f) DZ
(g) DZ



ZADATAK 3.11. Kazemo da je matrica A € M,(F) dijagonalna ako je a;; = 0, @ # j. Skup svih
dijagonalnih matrica je potprostor od M, (F) dimenzije n. Dapace, on je i algebra, i to komutativna,
asocijativna algebra s jedinicom.

RJESENJE Neka je A = diag(ayy,...,an,), B = diag(bi1,...,bn,). Tada je
aA + BB = diag<aa11 + Bblla oo, Qpp + 6bnn)

Baza tog prostora je {E; :i=1,...,n}.
Takoder je

& & by, 1=7
(A-B);; = ZAikBkj = Z ;30310 0k = . j :
=1 =1 0, 17

Stoga je AB = diag(a11b11, - - -, Gunban)-
Asocijativnost mnoZenja, kvaziasocijativnost i distributivnosti naslijedene su iz M,,(F). Takoder
je I =diag(1,1,...,1) i vrijedi AT =IA = A. Ocito je

BA = diag(bnan, ey bnna,m) = diag(anbu, ceey annb,m) = AB.
U

DZ 3.5. Kazemo da je matrica A € M, (F) skalarna ako je A = al, o € F. Skup svih skalarnih
matrica je potprostor od M, (F) dimenzije 1. Dapace, on je i algebra, i to komutativna, asocijativna
s jedinicom.

DEFINICIJA 3.3. Za matricu A € M,,(F) kazemo da je regularna (invertibilna) ako postoji matrica
X € M,(F) takva da je AX = XA = I. Tada je X inverzna matrica ili inverz od A. Pisemo
X = A~ Ako takva matrica X ne postoji, za A kazemo da je singularna.

CINJENICE 3.4. 1. Ako A™! postoji, jedinstvena je.
2. I je regularna, 0 je singularna.
3. Ako su A, B € M, (F) regularne, tada je i AB regularna i vrijedi
(AB)"' = B4
4. (AHH = A

5. Regularne matrice s operacijom mnoZenja ¢ine grupu, oznaka GL(n,F) (op¢a linearna grupa
reda n nad F). Ta grupa nije komutativna.

ZADATAK 3.12. Neka je A = [CCL Z} takva da je det A = ad — bc # 0. Dokazite da je A € GL(n,F) i

nadite AL,
RJESENJE Neka je X takva da je AX = I. Tada je

_ a b |z x| |1 0
AX_I(:}L d] [xg xj_{o 1]

ary + brs =1
cx1 +drs =0
axs +b$4 =0

CTo + dl’4 =1
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Rjesenje tog sustava je

B d . B —-b B a
~ad —be’ x3_ad—bc’ $2_ad—bc’ $4_ad—bc'

pgu— {d —b]

:ad—bc —Cc a

T

Lako se provjeri da vrijedii XA = I, paje X = A~%.
ZADATAK 3.13. Ako je A € GL(n,F), onda je i AT € GL(n,F) i (AT)_l =AY,

RJESENJE Ako je A regularna, onda postoji X takva da je AX = XA = I. Ako transponiramo
matrice u prethodnim jednakostima, dobivamo

XTAT = ATXT =1" =1
pa je i AT regularna. Iz gornjih jednakosti ¢itamo da je (AT)f1 =XT = (A_I)T.

a
0 1
DZ 3.7. Neka su A, B € GL(n,F). Primjerom pokazite da A + B ne mora biti regularna.
DZ 3.8. Neka je A € GL(n,F), a € F, a # 0. Dokazite da je aA € GL(n,F) i nadite (a4)™".

DZ 3.9. Neka je A € GL(n,F). Tada su A, A* € GL(n,F) i vrijedi

DZ 3.6. Dokazite da je svaka matrica oblika [ ] ,a,b € F, a+#0, regularna i nadite njen inverz.

1

@0 = (@), (A7) = (A
DZ 3.10. Za A € GL(n,F) i p € N definiramo
A = (AT,

Dokazite da vrijedi
AP AT = APTE (AP)T = APY Vp,q € Z.

ZADATAK 3.14. Za matricu A € M, (F) kaZemo da je ortogonalna ako je ATA = AAT = . Ocito je
svaka ortogonalna matrica regularna i vrijedi A~! = AT. DokaZite da skup svih ortogonalnih matrica
O(n,TF) ¢ini multiplikativnu grupu.

RJESENJE Ako su A, B € O(n,F), onda je AB € O(n,F). Doista, inverz od AB je BT AT = (AB)T.
Asocijativnost je naslijedena iz GL(n,F). Jedini¢na matrica je ortogonalna. Inverz ortogonalne
matrice je opet ortogonalna matrica jer AAT = ATA = ] povladi (AT)flAfl = A-! (AT)f1 =
It =1, tj.

T

(AN At =at(Aa ) =1t =1

cosp —sing

PRIMJER 3.5. Primjer ortogonalne matrice A € O(2,R) je A = ( )
singp  cosp

). Provjerite!
ZADATAK 3.15. Neka je A = (a;;) € O(n,F). Tada vrijedi
(a) D5 aijar; = i, i,k =1,...,n.

(b) >0 ajiaje = 0, i,k =1,...,n.



RIESENJE Iz AAT = [ slijedi

n

O =T =Y AyATjp = aja;.

j=1 j=1

Slicno iz AT A = I slijedi

n

Oir = Lix, = Z ATijAjk = Z Aji k-

j=1 j=1
Uoci: posebno za i = k iz (a) dobivamo da je 377 a7, = 1. Zai # k je Y ', aja; = 0, tj. suma
kvadrata elemenata nekog retka je 1, a suma produkata odgovarajué¢ih elemenata dvaju razli¢itih
redaka je 0. Analogno za stupce iz (b). O

DEFINICIJA 3.6. Za matricu A kaZemo da je involutorna ako je A% = I.
Oc¢ito je svaka involutorna matrica regularna i vrijedi A=! = A.
ZADATAK 3.16. Dokazite da ako matrica A ima bilo koje od sljedeca dva svojstva:

(1) A je simetri¢na,
(2) A je ortogonalna,
(3) A je involutorna,

onda ima i treée.
RJESENJE

= (3): Akoje A= AT i AAT = ATA =1, onda je A?> = I.
,(3)=(2): Akoje A= AT i A2 =1, onda je [ = A2 = AAT = ATA.
,(3) = (1) : Ako je AAT = ATA =11 AA = I, iz jedinstvenosti inverza dobivamo da je
L= AT = Apaje A= AT,

DZ 3.11. Za matricu A € M, (C) kazemo da je unitarna ako vrijedi
AA* = A"A = 1.

Unitarna matrica je regularna i vrijedi A~! = A*. DokaZite da skup svih unitarnih matrica U(n) ¢ini
multiplikativnu grupu.

DZ 3.12. Neka je A = (a;;) € U(n). Dokazite:
(a) Z?Zl a;jQr; = ik, 1,k =1,...,n.
(b) Z?ZI a;itr = 0k, 1,k =1,...,n.
ZADATAK 3.17. Dokazite da ako matrica A ima bilo koje od sljedeca dva svojstva:
(1) A je realna,
(2) A je ortogonalna,

(3) A je unitarna,
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onda ima 1 trece.

DZ 3.13. KaZzemo da je matrica A € M,(F) idempotentna ako je A> = A. Pokazite da je idempo-
tentna matrica regularna ako i samo ako je jedini¢na.

DZ 3.14. Neka su A, B € M, (F) takve da je 2A — B = I. Dokazite da je matrica A idempotentna
ako i samo ako je B involutorna.

RJESENJE Ako je A2 = A, onda imamo

2A=1+ B/?

4A* =T+ 2B + B?
4A —2B = I + B*

2] = I + B?

B?=1.

Ako je B? = I, onda

B=2A-1)?

B =4A? —4A+ 1
4A% = 4A

A? = A.

DZ 3.15. Dokazite da je inverz simetri¢ne matrice (ako postoji) simetri¢na matrica.
DZ 3.16. Ako je matrica A? regularna, je li i A regularna?
RJESENJE Neka je X takva da je A2X = X A% = I. Ove jednakosti moZemo zapisati i kao

A(AX) = (XA)A=1.
Da bi pokazali da je A regularna, dovoljno nam je provjeriti da je AX = X A, sto slijedi iz

AX =1 AX = (XA)AX = XA(A’X) = XA - I = XA.

DZ 3.17. Ovisno o n € N: ako je matrica A" regularna, je li i A regularna?

DZ 3.18. Neka su A, B € M, takve da vrijedi A+ B + AB = 0. Dokazite da tada matrice Ai B

komutiraju.
DZ 3.19.
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