Poglavlje 4

Determinante

DEFINICIJA 4.1. Definiramo determinantu matrice A = (a;;) € M, (F) kao

det A = " (=1)"Payy)azp0) - dupin)-

PESn
Posebno za n = 2 je
det A = aj1a29 — ajgao;,

azan=23]je
det A = aj1a902a33 + a12a23a31 + A13021A32 — Q13022031 — Q12021033 — 11023032,
Sto mozemo pamtiti pomocu Sarrusovog pravila:

+ + +
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Napomenimo da Sarrusovo pravilo vrijedi samo za matrice reda 3, za matrice viseg reda nemamo
¢ak ni dobar broj sumanada u formuli za determinantu!

PRIMJER 4.2. Izracunajte:

— Ot DN
=~ W
W DN W

RJESENJE Pomoéu Sarrusovog pravila: det = 18 +2 4+ 60 — 9 — 15 — 16 = 40.
Zbog kompliciranosti ra¢unanja determinante po definiciji, koristimo sljedeé¢a svojstva:

CINJENICE 4.3. 1. det A = det AT, det A = det A.

2. Ako je matrica B dobivena iz matrice A zamjenom bilo koja dva retka ili stupca, onda je
det B = —det A.

3. Ako je matrica B dobivena iz matrice A mnoZenjem jednog retka ili stupca skalarom A\ € F,

onda je det B = Adet A.
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. det(AA) = A" det A.
. Ako matrica A ima bilo koja dva retka (stupca) proporcionalna, onda je det A = 0.

. Neka su A = (a;;), B = (b;;),C = (¢;5) € M,(F) matrice sa svojstvom da je za neki redak

ke{l,2,...,n}

Cij: aj ! Z ) ]:17...,71,
aij = bij, 1F#k

onda je det C' = det A + det B.

(analogno za stupce)

Cii = @i+ by, J=k i=1 n
l]_ . ) - VAR *
aij =by, JFk

Tada je det C' = det A + det B.
Ako A ima nulredak ili nulstupac, onda je det A = 0.

Opcenito det(A + B) # det A + det B.

Ako je matrica B dobivena iz matrice A dodavanjem nekom retku (stupcu) matrice A linearne
kombinacije ostalih redaka (stupaca) matrice A, onda je det B = det A.

Ako je neki redak (stupac) matrice A jednak linearnoj kombinaciji preostalih redaka (stupaca)
matrice A, onda je det A = 0.

det I = 1.

ar a1 ... Qip
0 a922 ... QA9p
. = G11022 " - - Apn
0 0 Ann
aiq 0 ce 0
asgy @22 ... 0
= 111022 * * * Qpn
Ap1 Ap2 ... QGpp

Ukratko: pri racunanju determinante koristimo elementarne transformacije nad matricom A:

1.
2.

3.

Zamjena dva retka (stupca) u A,
Mnozenje nekog retka (stupca) u A skalarom A # 0,

Pribrajanje s—tom retku (stupcu) u A r—tog retka (stupca) od A pomnoZenog s A € F.

ZADATAK 4.1. Ponovo izracunajte:

[l SA N \V]
= o =
W DN W
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RJESENJE
I1-(=1)
21 3 1 4 3| I(-5+I1 1 4 3 |r-n|l 4 3 1117 14 3
503 2 |5 3 of O g 17 g Tedil | 7 3| TCDHIT LG 7oy
1 4 3 21 3 0 -7 -3 0 17 13 “lo 0 40
:%-(1-7-40):40

NAPOMENA 4.4. Povrsina paralelograma razapetog vektorima @ = ai + agf, b= bii+ bg; e V0)
je dana sa
a; as

P = |d€t |:b1 b2:| | = |(11b2 — a2b1|.

ZADATAK 4.2. Odredite povrsinu paralelograma razapetog vektorima a = i+ 2}, b=3i+ 4;' e V2(0).
RJESENJE
1 2

P = |det [3 4

]y:\1-4—2-3y:2

NAPOMENA 4.5. Volumen paralelepipeda razapetog vektorima d = ari + asj + Clglg, b= byi + boj +
bsk,@ = c1i + o) + csk € V3(O) je dan sa

a; ag as
V:|det bl b2 b3 |
Ci Cy C3

— —

ZADATAK 4.3. eredite A € R tako da je volumen paralelepipeda razapetog vektorima @ = 7+ j, b=
i+ Mk, =7+ ke V3O) jednak 2.
RJESENJE Imamo

0
2 = |det AM|=10+404+0-0—-X—1=|A+1].
1

O = =
—_ O =

Dakle \+1 =42, paje A=11li A = —3.

4.1 Laplaceov razvoj determinante

Neka je A € M, (F), n > 2. Tada je

detA:Zaiinjy Vi = 17...,71, (41)
j=1

det A = Zaiinj, Vj = 1, e,y (42)
=1

gdje je Ajj = (=1)"A;;, a A je determinanta matrice (n — 1)-og reda koja nastaje uklanjanjem
i—tog retka i j—tog stupca iz originalne matrice A.

Jednakost (4.1) se zove Laplaceov razvoj po i—tom retku, a (4.2) se zove Laplaceov razvoj
po j—tom stupcu. Determinanta A;; se naziva subdeterminanta ili minora matrice A odredena
elementom a;;. Broj A;; se naziva algebarski komplement ili kofaktor elementa a;; matrice A.
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ZADATAK 4.4. Izracunajte:

4 -3 5
3 -2 8
1 -7 =5
razvojem po prvom retku.
RJESENJE
4t —3= 5t
3 —2 g8|=4/2 8 —(—3)3 51453 2 =4-66+3-(—23)+5-(—19) = 100.
-7 =5 1 =5 1 =7
1 -7 =5
ZADATAK 4.5. Izracunajte:
a b c
c a b
b ¢ a

razvojem po drugom stupcu.

RJESENJE
a boc c b a c a c
c at bl=-b +a —c = —b(ca—b*)+a(a®—bc) —clab—c*) = a* +b* +* — 3abe.
_ b a b a c b
b ¢ a
DZ 4.1. DZ 4.2.
1 11
1 2 3=1 a+zr x
1 3 6 xr b+x x| =abc+ x(ab+ ac+ be)
z x c+zx
DZ 4.3. DZ 4.4. DZ 4.5.
a 3 0 5 xr a b 0 ¢ 01 11
0 b 0 2] 0Oy 00 d 101 1]
| 2 ¢ g~ @b 0 ¢ 2 0 f|=ayzuv 1101|773
0 00 d g h k u l 1110
0000w
DZ 4.6. Neka su x,y, z # 0. Dokazite bez rac¢unanja determinanti
0 =z vy =z 0O 1 1 1
x 0 z yl |1 0 22 ¢
y z 0 x| |1 22 0 22|
z y x 0 1 3?2 22 0

RJESENJE Kao poseban sluc¢aj se moze raspisati kad je bilo koji od x,y, z jednak 0. Slijedi rjeSenje
za slucaj x,y, z # 0.

0 = y z| LW 0 T Y z I}(?{qf) 0 1 1 1
LT (zz) 2 o2 | ULy _2 2 2 2,2

x 0 2z y|l v 1 ryz 0 yz® yz| pve Y|l 0 2° y

y 2z 0 x| a2y |awyz w2t 0 2?z| 0 22222 |1 22 0 2P|

2y x 0 xyz xy? 2’y 0 1 y? 22 0
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DZ 4.7. Neka je S skup svih matrica reda n koje sadrze samo 0 ili 1.
vrijednost determinante matrice za taj skup jednaka 0, odnosno

1
— E A=0.
5] det 0

AeS

Dokazite da je prosjecna

DZ 4.8. Neka je A € M, matrica koja sadrzi samo -1 ili 1. DokaZite da 2"~! dijeli det A.

DZ 4.9. Sami si zadavati determinante i provjeravati na www.wolframalpha.com.

4.2 Metode racunanja determinanti n—tog reda

4.2.1 Svodenje na trokutasti oblik

ZADATAK 4.6. Izracunajte:

111 ...1
101 ...1
p=11 10 ... 1}
111 ...0

RJESENJE Prvi redak pomnozen s —1 ¢emo dodati svim ostalima.

1 1 1 1
-1 0 ... 0

D=0 0 =1 ... 0= gornjetrokutasti oblik = (—1)"".
0 0 0 -1

ZADATAK 4.7. Izracunajte:

a T T ... T
r oay T

D(ay,...,ap;x) =T T a3 ... T,
T T T ... ay

RJESENJE Ako su neka dva od a4, ..., a, jednaka x, onda matrica ima dva jednaka retka pa je njena
determinanta 0. Ako je a; = z, za samo jedan k, pretpostavimo da je to a; pa imamo

r Tr X X X X T T
T ay X T 0 ay—=x 0 0
. _ |l = a 1 | _ prvi redak pomnozen s -1 __ Aa — T ...
D(‘ru a2, ..., Ap; I) - 3 ~ dodajemo svim ostalima 0 0 3 0
r T T ... G 0 0 0 Ay — T

=z(ay — x)(az — ) - (a, — ).


www.wolframalpha.com
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svakom drugom

Analogno
D(ala ey A1, Xy At 1y -« + 5 A IE) = (al - 'I)(G'Q - :C) te (ak‘—l - $)$(ak+1 - IE) e (an - ':E)
Ako je a; # x, za sve i = 1,...,n, onda imamo
ag T T
T o ay T x
Dlar, .. an;x) = [T T G o = R e cetalina.
T T T Qn
ay x x x
T—a, Gy —T 0 o 0
—|lr—a 0 as—1T ... 0 = ii;h;ggg e
T — aq 0 0 cee Gp—X
a1 T T x
a1 —x as—x az—x an—2T
n —1 1 0 0
=[x —=2)| -1 0 1 ... 0 |=svstupce dodamo
Pl : : . ) )
—1 0 0 1
a n 1 T T T
alia: +x Zk=2 ap—x as—r a3—= ap—T
n 0 1 0 0
— H(ak — ) 0 0 1 0
k=1 :
0 0 0 1
= ﬁ(a —x) ( ag xzn: ! )
y a; —x ap —x
k=1 k=2
ZADATAK 4.8. Izracunajte:
1 2 3 n
-1 0 3 n
D,=|-1 -2 0 n
-1 -2 -3 0
RJESENJE
1 2 3 n 1 2 3 n
-1 0 3 ... n 0 26 ... 2n
D,=|—1 -2 0 ... nj=zpwirdakdodamo 10 ( 3 ... 2n|=1.92.3...p=nl

-1 -2 -3 ... 0 000 ... n
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ZADATAK 4.9. Izracunajte:

3 2 2 2
2 3 2 2
D, =2 23 2
2 2 2 ... 3

RJESENJE Primijetimo da je ovaj zadatak specijalni slucaj Zadatka 4.7 pa uvrstavanjem u formulu

koju smo tamo izveli dobivamo:

ﬁ 3—2) <1+2Z i2>—2n+1

k=1

No, rijesit ¢emo zadatak i direktno:

3 2 2 2 3 2 2 2
2 3 2 2 -1 1 0 0
D. =12 2 3 ... 2| = prviredak oduzmemo _ |—1 ( 1 ... (] — prvom stupcu dodamo
n ) od ostalih ) preostale stupce

2 2 2 ... 3 -1 0 0 1

3+(n—12 2 2 2
0 10 ... 0

= 0 01 ... 0)=3+2n—-1)=2n+1

0 00 1

ZADATAK 4.10. Izracunajte:

0 0 0 0 o
0 0 0 ay O
0 0 a3 00
D, = )
0 ap 0 0 O
o, 0 0 0 0

RJESENJE Racunamo po definiciji:

Dy =Y (1) ay,0)az,0) -+ tnpm)

PESn
. L N 1 2 3
Od cijele sume ostaje jedino sumand pridruzen permutaciji p = W on—1 n—2
kojaima I(p)=n—14n—-2+... 42+ 1= vaerzija:

D, = (-1)"ajay--- o, = (—1) (ngl)nalaz C Q.

2

n—1 n
1

(4.3)
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Determinantu smo mogli izracunati i tako da je svedemo na dijagonalni oblik pomocu zamjena
n

stupaca (prvog i zadnjeg, drugog i predzadnjeg, itd...). Takvih zamjena treba napraviti bJ pa je

Uvijerite se da je to jednako kao i (4.3).

ZADATAK 4.11. Izratunajte determinantu matrice A = (a;;) € M, (R) ako je a;; = min{s, j}, i,j =
1,...,n.

RJESENJE
1 1 11 1 1 1 1 1 1
1 2 2 2 2 —1 0 0 0 0
1 2 3 3 3 . -2 —1 0 0 0
rvi redak pomnoZen s (-k
detA=|; o 3 4 4| = P pommoren s =1 _3 o 4 0 0
1 2 3 4 n 1-n 2—m 3—m 4—n 0
-1 0 0 ... 0
-2 —1 0 ... 0
= peebe, = (<) =8 =2 —h 0= (T = L
1-n 2—-—nmn 3—m ... —1

ZADATAK 4.12. Izra¢unajte determinantu matrice A = (a;;) € M,(R) ako je a;; = |i — j|, 1,5 =
1,....n.

RJESENJE Uoc¢imo da je

i—j, 1> j (donji trokut matrice A)
li— 7] =<0, i = j (dijagonala matrice A)
Jj—1, <7 (gornji trokut matrice A)
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0 1 2 3 ...nmn—2 n—1
1 0 1 2 ... n—3 n—2
2 1 0 1 n—4 n—3
det A = 3 2 1 0 n—>5 n—4 = dod;jz?éigi;rtéloi?;lima
n—2 n—3 n—4 n—-5 ... 0 1
n—1 n—-2 n—-3 n—4 ... 1 0
n—1 n n+1 n+2 ... 2n—3 n-—1
n—1 n—2 n-—1 n .. 2n—5 n—2
n—1 n—-2 n—-3 n—2 ... 2n—7 n—3
—n-1n—-2n—-3 n—4 ... 2n—9 n—4:iizzlr:lrévifr>r;sos1tlugcla
n—1 n—2 n—-3 n—4 ... 1 1
n—1 n—-2 n—-3 n—4 ... 1 0
1 n n+l1l n+2 ... 2n—3 n-—1
1l n—2 n-—1 n .. 2n—5 n—2
1l n-2n-3 n-—-2 ... 2n—7 n—3
=(n-1)1 =2 n=3 n—d ... 2n =0 m— P e e
1 n—-2 n—-3 n—4 1 1
1l n—-2 n—-3 n—4 . 1 0
1 2 4 6 2n—4 n-—1
1 0 2 4 2n—6 n—2
1 0 0 2 2n—8 n—3
1000 ... 2n—10 n—4 razvijemo po
= (n_l) S S R . . — zadnjem retku
1 000 2 2
1 000 0 1
1 000 0 0
2 4 6 2n—4 n-1
0 2 4 2n—6 n—2
00 2 ... 2n—8 n—3
:(_1)n+1(n_1) 000 ... 2n—10 n—4 :(_1)n+1(n_1).2n—2,
00 0 . 2 2
0 0O 0 1
ZADATAK 4.13. Neka su ay,...,a, € C proizvoljni brojevi. Izracunajte tzv. Vandermondeovu'

! Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796)
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determinantu:

RJESENJE

POGLAVLJE 4. DETERMINANTE

1 1 1 1 1
ay a2 as ap—1 G
2 2 2 2 2
ay a3 a3 L
D(ay,...,a,) = ) :
n—2 n—2 n—2 n—2 n—2
aq : Gy ) Qs . an_% a,,
n— n— n— n— n—1
ay g as L,
ponistimo prvi stupac
ispod dijagonale
~ najprije mnoZimo (n — 1) redak
s —a1 i dodajemo zadnjem
1 1 1 1 1
ay ) as QAn—1 Qn
2 2 2 2 2
ay a3 a3 p—1 y,
n—2 n—2 n—2 n—2 n—2
ay 2“2 2“3 ) (p—1 O,
n— n— - —2
0 a3 (a2 —a1) a3 (a3 —a1) an_i(an-1—a1) ap~*(an — a1)
mnozimo (n — 2) redak s —a
i dodajemo predzadnjem
1 1 1 1 1
ay a2 as QAn—1 Qn
2 2 2 2 2
ay a3 as p—1 n,
n—3 n—3 n—3 n—2 n—3
ay 3a2 3(13 3%73 Uy,
n— n— n— -3
0 ay 2(a2 —a1) aj 2(a2 — a1) %51(% —a1) ap (ag —ay)
n— n— n— n—2
0 a2 —a) afa—a) ... @ Hapr—a) e, —ar)
postupak ponavljamo dok ne
ponistimo 1. stupac ispod dijagonale
1 1 1 1 1
0 as — Gy as — ay Ap—1 — Q1 an — a1
0 ax(az—a1)  az(az —ay) an-1(@n-1 —a1)  an(a, —a1)
n—4 n—4 n—4 —4
0 aj 3(a2 —ay) aj 3(a3 —ay) an_%(an,l —ay) a*(a, —a)
n— n— n— -3
0 aj 2(a2 —ay) aj 2(a3 —ay) anfé(an_l —ay) a'*(a, —ay)
n— n— n— n—2
0 ay“(az—a1) ay"(as —ai) ap_i(an-1 —a1) ay~*(an — ax)
razvijemo determinantu po prvom stupcu
T iiz k—tog stupca izlu¢imo faktor ap — ay, Vk > 2
1 1 . 1 1
n az as an-1  Gn n
= H(ak —ay)| : : S H(ak —a1)D(a, ..., an).
k=2 n—3 n—3 n—3 n—3 k=2
Gy ) as ) R anfé Q,, \
n— n— n— n—
s as Ap_1 ap
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Dobili smo determinantu istog tipa kao i pocetnu pa i kod nje radimo isti postupak. Dobivamo

n n

D(ay,...,an) = [ [(ax — 1) [ J(a — a2) D(as, ..., @)

k=2 k=3

T T - I -] b
o " ap—1 Gp

k=2 k=3 k=n—1

= H (aj — a;).
ij=1
1<j

Ocito je D = 0 ako i samo ako je a; = a;, za neke i # j.

DZ 4.10. Izra¢unajte determinantu matrice A = (a;;) € M,(R) ako je a;; = max{i, j},i,7 =1,...,n.
D7 4.11. Izracunajte:

1 23 ... n—2 n—1n
2 3 4 n—1 n n
345 ... n noon|=(—1)" T
nnn n n n

4.2.2 Metoda rekurzivnih relacija

Ideja ove metoda je da se determinanta n—tog reda, razvojem po nekom retku ili stupcu, zapise kao
linearna kombinacija determinanti reda n — 1 i n — 2 istog oblika.

Neka je D,, € F determinanta n—tog reda, n > 2, i neka su D,,_1, D,,_o € F determinante (n — 1)
i (n — 2) reda, ali istog oblika kao D,,. Pretpostavimo da je

D,=pD, 14+qD,_>, neN, (4.4)
gdje su p, ¢ konstante neovisne o n. Razlikujemo dva slucaja.

1. ¢g=0

Tada je D,, = pD,,_1 pa je

D, =pD,_1 =p?Dyp_o=...=p" 2D,

U ovom slu¢aju je niz determinanti (D,,) zapravo geometrijski niz s kvocijentom p.
2. q#0

Za ovaj slucaj pogledajmo karakteristi¢nu jednadzbu rekurzivne relacije

D, —pD,_1—qD, 2 =0.

To je kvadratna jednadzba 2% — pr — ¢ = 0. Neka su o, 3 njeni korijeni. Prema Viéteovim
formulama je

atB=p af=—q
Sada relaciju (4.4) mozemo pisati na dva nacina
Dn - ﬁDn—l =« (Dn—l - BDn—Q) ) (45)
Dn — OéDn_l = 6 (Dn—l - OéDn_Q) . (46)

Razlikujemo dva slucaja:
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(a)
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aF#p

Iteriranjem jednadzbi (4.5) i (4.6) dobivamo
D, — 8D, 1=« (Dn—l - 5Dn—2) =a’ (Dn—2 - 5Dn—3) =...=a""? (Dz - BDI) )
D, —aD,_ = B (anl - OCanZ) = ﬁ2 (Dn72 - aaniS) cee = 5n72 (DQ - OéDl) .

Dobili smo jednadzbe

Dn - ﬁDn—l = an—2 (DQ - BDl) )
D, —aD,_, = 3"%(Dy — aD,).

Prvu jednadzbu pomnozimo s «, drugu s —f pa ih zbrojimo:
(Oé — 5>Dn = Oénil(DQ — ﬁDl) — 6”71(D2 — OCD1>
Jer je a # 8, mozemo pisati

Oén_l(DQ — ﬁDl) — ﬂn_l(DQ — OéDl)

Dn - )
a—p
odnosno D, 6D D D
2~ 1 2 — Q)
o= " T BE-a) 4D
—r S———r
=, =Cy
a=p
Sada su (4.5) i (4.6) jedna te ista relacija
D,—aD, 1 =a(D,1 —aD, s), n>2 (4.8)
pa je
D, —aD,_1=a(D,_1 —aD,_3) =a*(Dp_y —aD,_3)=...=a" % (Dy —aD,).
Dakle,
Dn — OéDn,1 = Oéniz (DQ — OéDl) . (49)

Ta relacija vrijedi i za D,,_1 pa je
Dy —aDy_y = a"*(Dy — aDy),
tj. Dp_1 = a" 3 (Dy — aDy) + aD,_5. Uvrstimo u (4.9) i dobivamo:

D, =a"?(Dy—aDy) +a’D, 5+ a" 2 (Dy — aDy) = 22" 2 (Dy — aDy) + o*D,, _s.
(4.10)
Ako u (4.9) umjesto n stavimo n — 2, dobivamo

Dy_o—aD,_3=a""*(Dy — aD;)
paje D, o =a" 4 (Dy —aD;)+ aD,_3. Ovo uvrstimo u (4.10):
D, =2a""?(Dy — aDy) + a" ?(Dy — aDy) + o D,,_s.
Postupak ponavljamo i na kraju dobivamo

D, = (n—1)a"?(Dy —aD;) +a" ' Dy. (4.11)
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NAPOMENA 4.6. Primijetimo da ako su p,q, D1, Dy € S, gdje je S € {Z,Q,R}, tada jei D, € S.
ZADATAK 4.14. Izracunajte:

1 10 0 0 0
-1 1 1 0 0 0
0 -1 1 1 0 0
D, =|0 0 —11 0 0
0O 0 0 0 1
0 0 0 0 11
RJESENJE
1 1 0 0 O 1 0 0 0 0
-1 1 1 0 0 -1 1 1 0 0
razvijemo determinantu 0 -1 1. 0 0 0 -1 1 0 0
D, = po prvom stupcu - - : s :
0 0 0 1 1 0 0 0 1 1
0O 0 0 -1 1 0 0 0 -1 1
1 1 0 ... 0 0 11 0 0
1 1 1 0 o |, 0 0
razvijemo drugu determinantu 0 -1 1. 0 0 . .
= po prvom retku = : + :
O | O
0O 0 0 . -1 1

=D, + Dy_s.
Karakteristi¢na jednadzba ove rekurzivne relacije je 22 — 2 — 1 = 0. Njeni korijeni su

1+v5 1-45
2  B= 2

1 1
-1 1

D:<1_‘_\/g)n. 2_1—2\/5.1 +(1_\/§>n'2_1+2\/5.1

2 145 (ﬁ 4 Ls) 2
2 2 2

_ <1+\/5)n_3+\/5 (1—\/5>n 3-5

Kako je Dy =|1| =1, Dy = ‘ ia# B, iz (4.7) dobivamo

+ : .
2 5+5 2 5—5

Uoc¢imo da je, iako se mozda ne bi reklo iz ovog izraza, D, € N, za sve n € N.

NAPOMENA 4.7. Ne moramo znati to¢nu formulu da bismo odredili D,,, ve¢ je dovoljno samo znati
da je ona oblika D,, = A-a"+ B- " (ili D, = A-a"+ Bn-a™ ! ako je @ = 3) pa onda uvr§tavanjem
konkretnih vrijednosti determinanti D; i Dy za n = 1,2 (ako to ima smisla) dobijemo 2 x 2 sustav
iz kojeg kao nepoznanice dobijemo konstante A i B. Ako iz nekog razloga ne mozemo uvrstiti Dy ili
Dy, onda krenemo od najmanjeg n za kojeg vrijednosti D,, i D, imaju smisla. Takoder primijetite
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da formulu D,, = A-a™+ B- " mozemo zapisati i u nekom drugom obliku koji vodi na jednostavniji
sustav. Na primjer, ako je D, = A-a" ' + B - "' uvrstavanjem D,, za n = 1,2 dobivamo sustav

A+ B =D
aA+ BB =D,

D7 4.12. Izra¢unajte:

5 1200 0 0
4 3 2 0 0 0
01 3 2 0 0
D, = 0 01 3 00
00 0O 3 2
00 00 1 3
RJESENJE
3 2 0 . 0 0 4200 00
03 20 00
1 3 2 0 0
1 3 0 0 . 01 3 2 00
__ razvijemo determinantu __ '
Dn - ;0 prvom retku =5 . - 5 0 0 1 3 00
0oty oo
00 00O
3 2 0 .00
1 3 2 .00
.. . - 7 013 ... 00 - -
= rseme gy dtermivants 55, — Zoaf LT 25D, — 14D,
0 0 0 3
0 0 0 1 3
Sad ¢emo izracunati D,, n € N.
320 ... 00 200 ... 00
1 3 2 0 0 1 3 2 00
- 1 3 0 . ) - 1 3 0 0
D, = = raeno determinans — 3D,y 1|, |
000 ... 3 2 000 ... 3 2
O 00 ... 13 0O0O0 ... 13

__ razvijemo drugu determinantu __ o 7 9
- po prvom retku - 3Dn*1 2Dn*2'

Karakteristicna jednadzba ove rekurzivne relacije je 22 — 3x + 2 = 0. Njeni korijeni su o = 1,

B=2
Kako je Dy = [3| = 3, ﬁ2:’3 2

1 3‘ =T7ia# B, iz (4.7) dobivamo

C1(7-2-3)  2M(T—1-3)

D, = =l 1,
1i=2) ' 20@-0
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Kona¢no,

D,=502"-1)—14 (2" —1) =9 — 2"

ZADATAK 4.15. Izracunajte:

a 00 ... 00O

0 a 0O ... 0b 0

0 0a ... 500

D2n: . .
0b 0 ... 0aloO
b 00 ... 00 «a
RJESENJE

a 0 0 b 0 00 0 0 b
0 ... b 00 a 0 ... 0 b O
Dy = pssiivgm=al: i o5 (=)0 e b 000
b 0 ... 0 a O oonn el
00 ... 0 0 a b 0 ... 0 a O

__ obje determinate razvijemo __ 2 _(_1\2n32 (42 12
- po zadnjem stupcu =a DQ(N—l) ( ]‘) b DQ(n—l) - (a )DQ(n—l)

= (a2 — b2)2 Dz(nfg) =...= (a2 — b2)n71 DQ = (a2 — b2)n .

ZADATAK 4.16. Izracunajte:

n -1 0 0 ... 0 O

n—-—1 « -1 0 ... 0 0

n—2 0 xr =1 ... 0 O

2 0O 0 O rz —1

1 0O 0 O 0 =z

RJESENJE

z —1 0 0 0 n—1 -1 0 0 0
0 = -1 0 0 n—2 x —1 0 0
Dn = pvomren =T[5 1 b et ] Do
0 0 0O ... z -1 2 0 0o ... z -1
0 0 0O ... 0 =z 1 0O O 0 =z

-1 i -1 -2
=nz" ' 4 Dyoy ="M = na" T 4 (n — 1)a" 4+ Dy

=...=nz" '+ (n—-1)2""+(n—-2)2""+...+ 32> + Dy

— zn:ka?k_l +2r+1= Zn: kabt
=3 k=1

Posljednji izraz moZzemo zapisati i bez sumacije ako se posluzimo derivacijama:

- h—1 =\ /_ -1 ,_(n+1)x"(x—1)—(m"+1—1)-1_nx”“—(n—i—l)x"—i—l
;’“ _(kzzox> _< v 1 > - (@— 1) - (@—1)2 '

n

S
T

k=3
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Naravno, prethodni izraz nema smisla za * = 1 pa za tu vrijednost determinantu racunamo kao

n — n(n+1
Zk:lk'lk 1 (2 )_

D7 4.13. Izracunajte:

010 0 . 0 0
1010 ... 00

1 1 0 0

Dyp=1{: & 1 e ;
000O0... 10
0000 ... 1
000O0... 10

RJESENJE Razvoj po prvom retku pa po prvom stupcu pa je

Dn - _Dn72 = (_1)%’ "t patan .
0, n neparan

D7 4.14. Izracunajte:

1 11 111
110 0 0
011 0 00
Dn = . )
000 ... 110
000 ... 011
RJESENJE Ako je n paran, onda 2., 4., ..., n. redak pomnozen s —1 dodajemo prvom i dobijemo

nulredak pa je det Doy = 0.
Ako je n neparan, onda istim postupkom dobijemo gornjetrokutasti oblik i det Doy = 1.

D7 4.15. Izracunajte:

1 11 1 11
2 1 1 . 111
0 21 1 1 1
Dn: . ,
000 ... 211
000 ... 021

RJESENJE Determinantu razvijemo po prvom stupcu i dobijemo
Dn = Dn—l - 2Dn—1 = _Dn—l
paje D, = (—=1)"1

ZADATAK 4.17. Izracunajte:

a r T x

Yy a T x
D,=Y ¥ a x|

Yy vy a

ako je x # .
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RJESENJE Koristimo se trikom pomoc¢u kojeg ¢emo D,, izraziti na dva nacina.

a r T
a r T X
Yy a x X
Yy a T X
D =y vy a ... €T __ rastavimo determinantu __ y y a
n — po zadnjem retku - |- .
.o a—Y+
vy yy yTy 00 0
a r X
Yy a x
__ prvu determinantu razvijemo po zadnjem retku, _( N )D + Yy a
- a u drugoj izlu¢imo y iz zadnjeg retka =\a Y n—1 Yy .
y vy
111

a— 0 0
Yy—r a—=x 0
y—xr y—xr a—=x

__ ponistimo gornji trokut mnozeé¢i __ o
- zadnji redak s —x - (CL y)anl + Yy

Yy—r Yy—r y—=x

1 1 1
n—1
= (a=y)Dp1 +yla—x)".
Sad drugi nacin.
a r X
a r T xz -
Yy a T X y
D — y y a ... x __ rastavimo determinantu __ y y a
n - po zadnjem retku - :
... a—T+x
yuvy 00 0
a *r X
Yy a x
a
__ prvu determinantu razvijemo po zadnjem retku, __ . Yy
- a u drugoj izlu¢imo z iz zadnjeg stupca - (CL QZ)DTL*I +x .
Yy vy
Yy uyy

__ ponistimo donji trokut mnozeéi __ o
- zadnji stupac s —y - (CL x)DTL—l +

= (a—2)Dyy +a(a—y)" "

T
T
T
+
T
a—y
T x
T x
T x
a T
1 1
0
0
0
a—zx
1
T
T
T
+
T
a—x
z 1
z 1
z 1
a 1
y 1
r—y
r—y
r—y
a—y
0

<

O

o

<

< ...

—_ = =

Q

S

< ...

8

N
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Dobili smo

Dy = (a—y)Dp1 +yla— )",
D, =(a—2)Dy_1+z(a—y)" "

Pomnozimo prvu relaciju s a — z, drugu s —(a — y) pa zbrojimo i dobivamo

[(a—z)—(a—y) D= (a—2)"y—(a—1y)z,

tj.
p, M=oy —sa—y o
y—x

Ako je x =y, onda je ovo Zadatak 4.7.

D7 4.16. Izracunajte:

1 a a? a”
b 1 a ... av!
Dn+1 = b2 b ]. . CLniz .
bn bn—l bn—2 1
RJESENJE
1—ab 0 0 0
b 1 an—l
Dy = Mk o o | Vb e
K bn—l bn—2 1
1—ab 0 0 0
b—ba 1—ab O 0
reé¢i redak pomnozen s —a 2 n—2
=" dodailé{clljrugom retku b b 1 - a
b" e |
1—ab 0 0 ... 0
b—b%a 1—ab 0 ... 0
_ postuk B~ bl b—t%a 1—ab ... 0| = (1—ap)",
bn N e S |
DZ 4.17.
1 1 1
1 n 1 ... 1
D=1 1 n ... 1=@n-1)n-1)""
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D7 4.18.
1
n
D, ="
n
D7 4.19.
2 2
2 2
2 2
Dn: . .
2 n—1
n 2
D7 4.20.
D, =
DZ 4.21.
7 5
2 7
D, =0 2
0 0

S o3
3
S

W N
DN DN
DO

NI )

[
N

N = O

- O O

ot
(@)

Wl =

4.2.3 Binet—Cauchyjev teorem

CINJENICE 4.8.

det A = Z aiinj
j=1

1. Prisjetimo se Laplaceovog razvoja

19

2 (n—=2)L

=n+1.

<5n+1 - 2n+1) )

n
E aijAij,
i=1

gdje je A;; = (—=1)"*7A;; algebarski komplement elementa a;;.

2. Vrijedi

n

Z Gz‘inz =0,

=1

n
E aijAgj =0,
j=1

3. Za A€ M,(F), n > 2, definiramo adjunktu

All
A=
Aln

j#£l (4.12)

(4.13)
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gdje je A;; algebarski komplement elementa a;;.

4. Vrijedi

A-A=A-A=(detA) I (4.14)
5. Binet—Cauchyjev teorem: det(AB) = det A -det B, A, B € M, ().

6. Posljedice:

1
det (A71) =
(A7) = Fera
1 -
Aj 1 det A Al = A.
je regularna < det A # 0, et A

7. U dokazu Binet—Cauchyjevog teorema koristimo

A C
det (O B) =det A-det B,

A 0
det (D B) =det A - det B.

Na lijevoj strani su determinant blok—matrica, pri ¢emu su A i B kvadratne matrice, ne nuzno
istih redova.

ZADATAK 4.18. Neka je A matrica reda 2.
1. Dokazite da vrijedi A? — (Tr A) - A+ (det A) - I = 0.
2. Dokazite da je A? = 0 ako i samo ako je Tr A = det A = 0.
3. Provijerite je li skup N = {A € M, : A% = 0} vektorski prostor.
4. Odredite bazu i dimenziju za linearnu ljusku [N].
RJESENJE
(b) Ako je A% =0, tada prema Binet-Cauchyjevom teoremu slijedi det A = 0. Sada iz A% — (Tr A) -

A+ (det A) - I =0slijedi (TrA)- A=0,pajeTrA=0ili A= 0, uoba slucaja je Tr A = 0.
Obrat slijedi direktno iz A% — (Tr A) - A + (det A) - I = 0.

(c) Ne, na primjer [8 é] , [(1) 8] pripadaju skupu N, ali ne i njihov zbroj.
(d) Pokazuje se da je [N] prostor svih matrica traga 0, pa je trodimenzionalan, a jednu bazu ¢ine

ool 1ol B

ZADATAK 4.19. Nadite det A i ([1), za regularnu matricu A € M, (FF).
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RJESENJE Iz (4.14) dobivamo
det A - det A 25 det (A : 21) — det ((det A) I) = (det A)" det I = (det A)"

pa je det A = (det A)"_l. Posebno je A regularna ako je A regularna.

Nadalje,
A- (/1): (det fl) I=(det A" 'I /-A s lijeva)
A-A. (A) = (det A)" ' A
(21)~ — (det A)" A.
1 2 1
ZADATAK 4.20. Dokazite da je A= |0 —1 0] regularna i odredite A~
1 2 0

RJESENJE Sjetimo se da je A regularna akko je det A # 0. Ako det A razvijemo po tre¢em stupcu,
odmah vidimo da je det A =1 # 0.

1 1 . A Ay Az 0 2 1
A = A=- Alg A22 A32 =0 -1 O
det A 1 Az Agz Asg I 0 -1

ZADATAK 4.21 (Posljedice Binet—Cauchyjevog teorema).
a) Za Aq, Ag, ..., A, € M,(F), r € N, vrijedi
det (A1Ay--- A,) =det Ay - det Ay - - - det A,.

b) Za A € M, (F) je det A" = (det A)", r € N.
c) Za A, B € M,(F) je det AB = det BA.
d) Ako je A € O(n,F), onda je det A = £1.
e) Ako je A € U(n), onda je |det A| = 1.
RJESENJE

a) indukcijom po r

d) A je ortogonalna ako i samo ako je AAT = ATA =1 paje

1 =det ] = det (AA") = det A - det A = (det A

e) A je unitarna ako i samo ako je AA* = A*A =1 pa je
1 =detI = det (AA*) = det A - det AT = det A - det A = |det A|*.
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NAPOMENA 4.9. Tvrdnja za determinantu blok—trokutaste matrice indukcijom se proSiruje i na pro-
izvoljan broj blokova pa vrijedi:

All 0 Ce 0 All A12 ce Aln
Ay Ay ... 0 0 Ay ... A,
det ,21 ,22 . =det A;; - det Ay -+ -det A,,,, = det ) _22 . 2 ,
A A ... A 0 0 ... A,
pri cemu su Ay, As, ..., A,, kvadratni blokovi.

2
ZADATAK 4.22. Neka je A € M, (F) proizvoljna matrica. Nadite det (;142 ﬁ3>

RJESENJE Iskoristimo tvrdnju o determinanti blok—trokutastih matrica i na¢in na koji se mnoze
blok-matrice. Vrijedi

I —A
det (0 I ) =det]- -detl =1.

Dakle,

A A? A A? A A2 I —A\ Bc A A%\ (I —-A

. . A 0).
jer matrica A2 ima nulstupac.

I B . .
c D)’ gdje je D kvadratna matrica.

RJESENJE Koristimo det (é _IB

ZADATAK 4.23. Izracunajte det (

):det_f~det[:1paje

I B I B I —B)\ Bc I 0

D7 4.22. Izrac¢unajte det (é, l;), gdje je A kvadratna matrica.

RJESENJE Opet koristimo det (é _]B) =1 pa je

A B I -B A B\ Bc A—BC 0
det(C I):det<0 I).det(c I)B:det< C I):det(A_BC)detI:det(A—BC),

ZADATAK 4.24. Neka za matrice A, B € M, (F) vrijedi AB = BA te neka je A regularna. Odredite

A B
det (C D>'
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0 A

A B A B 1 A B I —B 1
det(c D):det<c D)-detA-m:det<O D)-det(o A)'M
se 1 (A BY(T -BY__1 , (A 0

Tt aNe p)lo A4 )T qa“"\c pa-cB

1
= . A DA—-CB) = DA — CB).
et A det A - det( CB) = det( CB)

RJESENJE Sjetimo se da je A regularna akko je det A # 0 i primijetimo da je det (I _B> = det A.
Stoga je

DZ 4.23. Neka za matrice A,C € M, (F) vrijedi AC' = C'A te neka je A regularna. Dokazite da je
tada

A B
det <C’ D) = det(AD — CB).

I 0 . A B . .. I 0
Uputa: det A = det (—C A> # 0. Matricu (C D> s lijeva mnozimo s (—C A)'

DZ 4.24. Neka je A € M,,,,(F) 1 B € My, (F). Tada je

det(l,, + AB) = det(I,, + BA).

I, A
-B I,)

Ovu ¢emo matricu transformirati na dva nacina: dodavanjem drugog stupca blokova pomnozenog s
B prvom, te dodavanjem prvog stupca blokova pomnozenog s —A drugom. Dakle, imamo

In A\ (L, 0\ _ (L., +AB A
-B 1,) \B ,) \ 0 L)’
Ln A\ (L. —A\ (L, 0
-B 1,) ' \0 1,) \-B I,+BA)"

L, 0Y I, —A\
det(B In>_det(0 [n)—l,

primjenom determinante na prethodne dvije jednakosti te Binet-Cauchyjevog teorema slijedi

I, +AB A
0 I,

I, A
= det (—B [n>

Lo 0
= det (—B I + BA)

= det (I, + BA).

RJESENJE Krenimo od blok matrice

odnosno

Kako je

det(I,, + AB) = det (
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