Poglavlje 6

Inverz

CINJENICE 6.1. 1. Elementarne matrice n—tog reda su

1

F; = S L =100 A

F} =diag(1,...,1, A ,1,...,1), A#£0
i—to mjesto

Fjy =1+ \Ej;.

MnozZenjem matrice A s elementarnim matricama s lijeve odnosno desne strane realiziraju se
elementarne transformacije redaka odnosno stupaca matrice A. Preciznije

(i) zamjena i-tog i j—tog retka (stupca): F;;A (AF};),
(ii) mnoZenje i—tog retka (stupca) skalarom \ # 0: F}A (AF}),

(iii) ?Ebiegjanje j—tog retka (i—tog stupca) pomnozenog s A i—tom retku (j—tom stupcu): Fi’]\-A
ij

2. Sve elementarne matrice su regularne i vrijedi
_ -1 x -1 _
F;'=Fy; (F) =F, (F) =F;"

3. A€ M,(F) je regularna ako i samo ako je r(A) = n.

4. A € M,(F) je regularna ako i samo ako je A produkt (kona¢nog broja) elementarnih matrica
A=FEy---E\IF,---F (D, =1).

5. A,B € M,,,(F) su ekvivalentne ako i samo ako postoje regularne matrice S € GL(m,[F),
T € GL(n,F) takve da je B = SAT.
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74 POGLAVLJE 6. INVERZ

ZADATAK 6.1. Regularnu matricu A € M,,(IF) mozemo elementarnim transformacijama samo po retcima
svesti na matricu I.

RJESENJE A je regularna ako i samo ako je r(A) = n, tj. A ima sve stupce linearno nezavisne.
Specijalno, nema nijedan nul-stupac.

a;pr a2 ... QAip
A= a1 Q22 ... d2p ~ Kako A nema nulstupac, u prvom stupcu postoji element a;; # 0.
- Dovedimo ga na mjesto (1,1) zamjenom 1. i i—tog retka
Qp1  Gp2 Ann
Qi1 A42 Qip,
Elementom a;; poniStimo prvi stupac.
~ ain a2 Qin ™ Dobijemo matricu Ay = (aE?) koja ima rang n
Ap1  Gp2 Anp
2 2 (2)
a1 Q9 ... Ay
0 CL(222) . a(z?n) Prvi i drugi stupac matrice Az nisu linearno zavisni pa postoji
~ ~v indeks i3 > 2 takav da je aj,2 # 0. Zamijenimo ¢2-ti i 2. redak
: i ponistimo drugi stupac u A2 s elementom a;,2.
(2) (2)
0 a5 ... am
3 6B (3 (3)
3 3 3
o G
3 3 Postupak nastavljamo dok ne dodemo
~ 0 0 Qg ... Qgy ~ do dijagonalne matrice
3 3
0 0 o alh)
n
agl) 0
n
ay 0 0 1
n .. o -
~1 0 0 a§3) ... 0 | ~ itiredak pomnozimo s (az(-:” )>
n
o 0 0 .. ¥
1 0 . 0
010 0
~ 10 1 . 0l =7
0 00 1

NAPOMENA 6.2. Elementarne transformacije nad retcima realiziramo mnozenjem matrice A s lijeva
elementarnim matricama. Prema tome, za svaku regularnu matricu A € M,,(F) postoje elementarne
matrice Sq,...,9, takve da je I = 5, --- S1A. Zbog jedinstvenosti inverza je

At=8,---8.

Napigemo li zadnji izraz kao A~! = S,, - - - S11, dobivamo metodu za invertiranje matrica: istovremeno
elementarnim transformacijama nad A i I iz A dobivamo I, a iz I dobivamo A~!. Dakle,

(AT )~ (11ATH)
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1 2 1
ZADATAK 6.2. Odredite inverzod A= |0 —1 0
1 2 0
RJESENJE
(1) 2 1100 1 2 1.1 00 1 2 11 0 0
(AiI)=| 0 -10010|~[0-=10:010]~(0( 00 -1 0
1 2 0:00 1 0 0 —1:i-10 1 0 0 11 0 -1
10 1:1 2 0 1000 2 1
~{01 0:0 -1 0 |~010i0 -1 0 |=(IA")
00 @il 0 -1 001i1 0 -1
0 2 1
Dakle, A=t = {0 -1 0
1 0 —1

NAPOMENA 6.3. Posve analogno mozemo dokazati da provodenjem elementarnih transformacija
nad stupcima regularne matrice A mozemo do¢i do jedini¢ne matrice I. Elementarne transformacije
nad stupcima realiziraju se mnozenjem zdesna elementarnim matricama. Dakle, postoje elementarne
matrice FY,. .., Fy takve da je AF1Fy---Fp, =1 pa je

At =FFy-- F,=IFF,y--F.

Stoga A~! dobivamo iz I istim elementarnim transformacijama nad stupcima koje A prevode u I.

1 2 1
ZADATAK 6.3. Odredite inverzod A= | 0 —1 0] elementarnim transformacijama nad stupcima.
1 2 0
RJIESENJE
(1) 2 1 10 0 1 0 0
0 —-10 0 -1 0 01 0
AN |12 0 10 (1) o0 1 | (I
(I) e Ry R R I s e T IR (T R (A—l)
0O 1 0 0 1 0 0 -1 0
0 0 1 0 0 1 1 0 -1

ZADATAK 6.4. Kako se mijenja inverz ako matrici A:
(a) zamijenimo i—ti i j—ti redak?
(b) i-ti redak pomnozimo s A # 07
(c) i—ti redak pomnozen s A dodamo j—tom retku?
RJESENJE
(a) (FyA)™" = AT F! = AT'F;,

1 — A1 (Fvi)\)_l — A—IF%
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(b) (FPA)°
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(o) (FjA) " = A7 (F) " = A7 F™

DZ 6.1. Kako se mijenja inverz ako matrici A:
(a) zamijenimo i—tii j—ti stupac?
(b) i—ti stupac pomnozimo s A # 07
(c) i-ti stupac pomnozen s A dodamo j—tom stupcu?

DZ 6.2. Odredite inverz sljede¢im matricama:

- i1 213
A=[10 1|, B=|[12 1|, c=
110 11 2 01 0 1
2 1 1 0
11 1 11 110 00
11 11 01 1 0 0
001 11 00 1 00
D= , E=1].
000 11 00 0 11
000 01 00 0 0 1
RJESENJE
1 -1 0 0 0
01 -1 ...0 0 0 .
o oo o1 0 0 B ’ .
D = . y E :<OZZ]),OQJ: 1’ 1=7.
0 0 0 1 -1 (=)™, i<y
0 0 0 0 1

6.1 LU faktorizacija

CINJENICE 6.4. 1. Neka je A € M,(F) matrica koja se elementarnim transformacijama, ali bez
zamjene redaka, moze dovesti do gornjetrokutaste matrice. Tada postoje matrice L, U € M, (F),
pri ¢emu je L donjetrokutasta s jedinicama na glavnoj dijagonali, a U gornjetrokutasta, takve
da vrijedi

A=LU.

2. Ako matrica A pri prevodenju na gornjetrokutastu matricu zahtijeva zamjenu redaka, to mo-
zemo naciniti unaprijed: neka je PA matrica koja ne zahtijeva zamjenu redaka, gdje je P
permutacijska matrica nad retcima. Tada vrijedi

PA=1LU.
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3. Postupak je sljedeci: neka su Ey, ..., £, elementarne matrice (koje ne sadrze Fj;) takve da je

E,---E1A = U (gornjetrokutasta).

Primijetimo da su Fj, ..., £, donjetrokutaste matrice s jedinicama na dijagonali pa je takav
i njihov produkt i inverz tog produkta (inverz postoji jer su elementarne matrice regularne).
Imamo

A=(E,---E) 'U=:LU.
Sljedeé¢i primjer pokazuje kako odrediti L.

PRIMJER 6.5.
@4_15 2 4 -1 5 2 4 —1 5
Al -4]-5 3 s [ | o[®]1 2 | _[o3 12 |_,
2 (-5 —4 1 0[—9|-3 —4 00 0 2
6|0 7 -3 01124 12 00 0 4
MNE
Od stupaca 5 | —9| “normiranih” tako da su na dijagonali 1, stvaramo L:
12
—6]
1 0 00
-2 1 00
=11 310
-3 4 01
Ocito se iz L istim elementarnim transformacijama nad retcima dobiva I. Pritom vrijedi A = LU.
3 =7 =2
ZADATAK 6.5. Odredite LU-faktorizaciju matrice A= [ -3 5 1
6 —4 O
RJESENJE
3) -7 -2 3 -7 -2 3 -7 —2
A= —3 5 1 ~ o@_1 ~lo —2 —1| =0
4 0 0 -1
3 -2
Stupci | —3 i[ ]odreduJuL— 1 . Provjera:
10
6 -5
1 0 0 3 =7 =2 3 =7 =2
Lu=[-1 1 0 0 -2 -1|=1-3 5 1 ]|=A
2 =51 0 0 -1 6 —4 0

U

NAPOMENA 6.6. LU-faktorizaciju koristimo pri rjeSavanju sustava Axr = b. Taj sustav mozemo
zapisati kao L(Uzx) = b. Ako uvedemo supstituciju y = Uz, onda se rjeSavanje polaznog sustava
svodi na rjeSavanje sustava

Ly=1>

Ur=y

pri ¢emu su L, U trokutaste matrice.
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-7
ZADATAK 6.6. RijeSite sustav Ax = b, gdje je A iz zadatka 6.5, ab= | 5
2

RJESENJE Najprije rijeSimo sustav Ly = b, tj.

1 0 0 U1 -7
-1 1 0 w|l =125
2 -5 1 Y3 2
Dobivamo sustav
yr=—7
Y1 +y2=25

21 —OYy2 +yz3 =2

-7
¢ije rjesenje je y = | —2 | . Sada mozemo rijesiti sustav Uz =y
6
3 —7 —2 T —7
0 -2 —1 D) = -2 ,
0 0 -1 x3 6
tj.
3r1 — Txg — 2253 = —7
—21'2 — T3 = -2
—T3 = 6
3
Cije rjesenje je x = | 4
—6

SloZenost LU dekompozicije je O(N?3), isto kao i sloZzenost Gaussove metode eliminacije za rjesavanje
sustava. Stoga se postavlja pitanje koja je prednost LU dekompozicije. Do prednosti dolazi kad
moramo vise puta rjesavati sustav koji ima istu matricu koeficijenta, ali razlicite slobodne koeficijente.
Naime, ako imamo faktoriziranu matricu koeficijenata, samo moramo napraviti supstitucije unaprijed
i unazad da bismo rijesili sustav. Ta operacija ima slozenost O(N?). Ako je moramo ponoviti k puta,
Gaussova eliminacija bi nam dala ukupnu slozenost O(kN3), a pristup preko LU dekompozicije
O(N? + kN?) jer moramo dekompoziciju napraviti samo jednom, a onda k puta supstitucije.
Mozda bismo na prvu pomislili da je prostorna slozenost Gaussove metode bolja jer radimo samo s
jednom matricom, a kod LU dekompozicije imamo dvije matrice iste veli¢ine. No, znamo da je L
donjetrokutasta i U gornjetrokutasta pa kod L moramo samo pamtiti (strogi) donji trokut (jedinice
su na dijagonali i to ne moramo spremiti u memoriju), a kod U moramo pamtiti samo gornji trokut.
Dakle, pamtimo isti broj elemenata kao i kod A.



