Poglavlje 7

Sustavi linearnih jednadzbi

CINJENICE 7.1. 1. Opéi sustav od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica nad poljem F je
ary+ ...+ ATy = bl
211 + ...+ Q9T = b2
A1 L1+ o+ Ty, = by,
Skalari a;; se zovu koeficijenti sustava, a by, ...,b,, slobodni koeficijenti. RjeSenje sus-
tava je svaka uredena n-torka (v1,...,7,) € F" za koju supstitucija 1 = v, ..., T, = Y,

zadovoljava sve jednakosti.

2. Matri¢ni zapis sustava dan je s AX = B, gdje je

a1 ... Qip T bl
as1 ... QAgp T bQ
A= . , X = , B=
Am1 Amn T, bm
T
Prirodna identifikacija (y1,...,7,) = | : | je bijekcija skupa svih rjeSenja sustava na skup
Tn

rjeSenja matri¢ne jednadzbe.
3. Kod sustava nas zanimaju tri stvari:

(1) Kada je sustav rjesiv?
(2) Opisati rjesenje!

(3) Naci metodu rjesavanja!
U nastavku ¢emo odgovoriti na svaku od prethodnih tocaka:

(1)
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TEOREM 7.2 (Kronecker—Capelli). Sustav je rjesiv ako i samo ako je r(A) = r(A,), gdje
je

aiyp ... Qin i bl

A 921 ... Qo i bg
P : Do

Am1l - Qmn . bm

KOROLAR 7.3. Svaki homogen sustav AX = 0 je rjesiv.

Skup svih rjeSsenja homogenog sustava AX = 0 je vektorski prostor. Skup svih rjesenja
nehomogenog sustava AX = B je linearna mnogostrukost

00+Q:{CO+OZCEQ},

gdje je Cy bilo koje rjesenje sustava AX = B, a () je prostor rjeSenja pridruzenog homo-
genog sustava AX = 0.

Ako je {C},...,Cy} baza za Q (tzv. fundamentalni skup rjeSenja), tada je svako
rjeSenje sustava AX = B oblika

d
C() + Z )\sz N €.
i=1
Pritom vrijedi d = n — r, gdje je r = r(A).

Metoda: Gaussova metoda eliminacije. Elementarnim transformacijama nad retcima mat-
ricu A, svodimo na

10 ... 0 dj,yy ... d, it
01 ... 0 ab,;q ... ab,ibth
Ay | 00 o 1 od,yy . d, il
00..0 0 ... 010
00..0 0 ... 00

Naime nekih r stupaca se moze elementarnim transformacijama redaka dovesti do oblika
kakav ima prvih r stupaca u gornjoj matrici. NaSa pretpostavka kako je to sluc¢aj upravo
s prvih r stupaca ne predstavlja smanjenje opéenitosti.

Ako je sustav rjeSiv, u zadnjem stupcu na mjestima r + 1, ..., m su nule. Vidimo da je
jedno partikularno rjesenje dano s

/ /
00:( 1,...76,’,,0,...70).
Treba jos nac¢i bazu prostora rjesenja pripadnog homogenog sustava. IS¢itavamo je iz
gornje matrice (uz by = ... =10, =0).
— / / l
C]_ — (—CLLT_H, _a277._,’_1, ey _ar7r+17 1, 0, e 70)
— / / l
CQ — (_a/17,,,+2, _a/2’7.+2, ceey _a,,.7,,,+2, 07 17 ... ,0)

/ / /
Cnfr = (—alvn,—%vn,...,—a 0,0,...,1) .

rn?
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ZADATAK 7.1. Neka je A € M,,,(R) matrica ranga r. Ako za matricu B € M,,,(R) vrijedi AB = 0,
dokazite da je r(B) < n —r.
(Uputa: Promatrajte stupce matrice B.)

RJESENJE Nekasu S, ..., .S, stupci matrice B. 1z AB = 0slijedi AS; = ... = AS,, = 0, pasustupci
matrice B rjeSenja homogenog sustava AX = 0, dakle, pripadaju prostoru 2 = {X € M,; : AX = 0}.
Odavde slijedi r(B) = dim[{S},...,S,}] <dimQ =n —r.

7.1 Cramerov sustav

Sustav je Cramerov ako je m = n i matrica sustava A je regularna (& r(A) = n < det A # 0).
Cramerov sustav je uvijek rjesiv i rjesenje mu je C = A~!B. RjeSenje Cramerovog sustava mozemo
dobiti i kao

gdje je D = det A, a D; je determinanta matrice u kojoj je i—ti stupac B, a ostali su isti kao u matrici

A.
ZADATAK 7.2. RijeSite sustav
T+ 2ZEQ+ 3173+ 41’4:0

7[L‘1 + 14I2 + 201’3 + 27£L'4 = O
51‘1 + 10332 + 16.’E5 + 1933’4 =-2
31’1 + 5&32 + 6373 + 13$4 =5

RJESENJE

3 410 1

20 2700 | |0

16 19: -2 0

6 13 5 0

716

—_
NG

A, =

—
(e

—11-2

S O O =
o
|
—
S O O
— o O O
S O = O
|
—_

0:-1
0:-1

— [
o O O O O O C«OCY!\]@
ot

OO = O = OO N
O R OO OO O
[\]

—_

1
—1
-1

1

Sustav ima jedinstveno rjesenje x = .y =1, 09 =—-1, 23 =—1, x4 = 1.

ZADATAK 7.3. Neka je n > 21 A € M, regularna matrica. Za koji B € M,; e rjeSenje sustava
AX = B biti jednako drugom stupcu matrice A~!? Na ovaj nacin (bez racunanja itave matrice
A~Y) odredite drugi stupac od A7, ako je

A:

w O =
W — DN
ot —= O
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RJESENJE ...

ZADATAK 7.4. Rijesite sustav

10521 — 17529 — 31523 + 24524 = 84
90z — 15023 — 270x3 + 21024 = 72
7527 — 12529 — 225213 + 17524 = 59

RJESENJE
105 —175 —315 24584 3 =5 -9 7% 3 -5 =9 7 2
A,=|( 90 —150 —270 210:72 |~ |3 -5 -9 7:2 |~[0 0 o0 0! 0
75 —125 —225 17559 3 =5 =9 72 00 0 0;—5
Primijetimo da je r(A) # r(A,) pa sustav nema rjesenja.
ZADATAK 7.5. RijeSite sustav
211 — bxg +4a3+ 324 =0
3%1—4%24‘7%34‘51'4:0
4$1—9$2+8$3+5J}4:0
—3ZE1—|—2ZL‘2—5ZL‘3+3$4:0
RJESENJE
2 -5 4 3 2 -5 4 3 0 -7 -2 (1) 0 -7 -2 -1
A3 475 1 1 3 2 1 1 3 2 1 -13 -1 0
P~ 14 -9 8 5 4 -9 8 5 0 —13 —4 -3 0 8 2 0
-3 2 =5 3 -3 2 5 3 0 5 4 9 0 =58 —14 0
o 7 2 1 0 -1 0 1 0001
1 —-13 -1 0 1 -9 0 0 1 0 00
0 4 (o 0 4 10 0010
0 29 7 0 0 () oo 0100
0
Sustav ima jedinstveno rjeSenje x = 8
0

ZADATAK 7.6. RijeSite sustav
201+ a9+ 4dx3+ x4=0
3r1 + 29— x3—624=0
Tx1 4+ 4xo + 623 — 024 =0
1 +8x3+Try =0
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RJESENJE
2 1 4 1 01 —12 —13 0 (1) —12 -13 01 —12 —-13
|3 21 6] Jo2 -2 27| |0 2 -25 -2 00 (1) -1
P17 4 6 =5 0 4 —50 —bH4 0O 0 0 0 00 0 0
(1) o 8 7 10 8 7 10 8 7 10 8 7
01 0 —1 100 -1
001 1 010 —1
000 O 001 1
1 00 —1 000 O
Posljednji sustav mozemo zapisati kao
Ty —x4=0
T2 —13420
x3+x4=0
odakle slijedi 1 = x4, 19 = x4, 3 = —x4. Stavimo x4 = t, t € R, pa je rjeSenje
t 1
t 1
r=1_, =t 1| teR
t 1
ZADATAK 7.7. RijeSite sustav
( Txy — Bry — 203 —4x, = 8
—3$1+2$2+ ZE3+2$4:—3
21‘1— To — 5(73—2174:]_
—I + (L’g+2$4:1
L — X9+ x3+2x4=3
RJESENJE
7 -5 —2 -4 8 (1) =1 0 0: 2 1 -1 0 02
-3 2 (1 2 -3 -3 2 1 2i-3 0 -1 1 23
A, = 2 -1 -1 —-2:1 ~l -1 1 00: =2 |~ 0 0 0O0:0
-1 0 1 21 2 —20 0! 4 00 00:0
0—112}3 3 =3 00:6 0 0 00:0

Zadnji sustav mozemo zapisati kao

T1 — X =2
— X+ a3+ 224 =3

Sto daje x1 = 2 + w9, x3 = 3 + 19 — 2x4. Ako stavimo x5 =t, x4 = s, za t,s € R, rjeSenje mozemo
zapisati kao

241 2 1 0
t 0 1 0
T = 3.t 95|~ 3 + t 1 + s 9 , t,seR.
S 0 0 1
S~ ~~
partikularno rjesenje opce rjeSenje

sustava pripadnog homogenog sustava
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DZ 7.1. Rijesite sustave

(a)

(221 — T9— 23— x4— 25=0
—x1+289— x3— 24— 25=0
4r1+ x9 —5x3—dry — O25 =0
14+ To4+2x34+ x4+ x5=0

[ 71+ 22+ 23+ 204+ 25=0

7.2 Sustavi u ovisnosti o parametru

ZADATAK 7.8. U ovisnosti o A € R rijesite sustav

SUSTAVI LINEARNIH JEDNADZBI

2I1+ To — ZE3+2IL‘4—JZ5:1

.1’1—.’172—|—2.T3+ .’,12‘4:1

I —

T3 + ZL’4:2

2ZL‘1—$2—5I‘3+)\I‘4:3
To+ Ar3+ x4=1

RJESENJE
1) -1 2 1:1 1 -1 2 1
4| 1 —11§2N0@—3 0
2 —1 —5 Ai3 0 1 -9 A—2:
0 1 A 11 0 1 X 1
10 —A—4 0:2
01 -3 0:1
00 =A2—X 0i0
00 A+3 110

—21’1—|— X9 + $3+4ﬂf4 =-3
S5r1 — g+ 2x3+ 324 =-2
31’1 — 4.732 + 3.7,‘3 — 5.734 =0

1 10 -1 1 2

1 01 -3 0 1

1] ]100 -6 x=20

1 00 A+3 (10

Jedini preostali pivotni element je —\% — X pa razlikujemo slucajeve:

1) =A2= X =0, tj. A e {0,-1}

0
0
0
1

O O~ N

tj. 11— (A +4)xg =2, 29 —3x3 =1, (A + 3)z3 + x4 = 0. Stavimo x3 =t pa dobivamo

10 —A—4
01 -3
00 0
00 A+3
2+ (A +4)t 2
B 1+3t 1
— ol 1
)\+3 0
2.) A#0
10 -A—4 0:2
01 -3 0:1
00 (1) 00
00 A+3 1:0

A+4

3

] , teR.
—(A+3)

1 00 0:2
01 00:1
0010:0
00010
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2
pa imamo Cramerov sustav koji ima jedinstveno rjeSenje x = (1)
0
ZADATAK 7.9. U ovisnosti o A € R rijesite sustav
(A +4)z + Y+ z=1
4+ (A+4)y+ z=A+3
T+ y+A+4)z=(\+3)?
RJESENJE
A+4 1 11 L 1 A+4i(A+3)
A, = 1 A+4 1 + A+3 ~| A+4 1 1 1
1 1 A+4;(A+3)? I A+4 1 | x+3
1 1 A4 } (A+3)?
~1 0 —(A+3) —(A+3)(A+5) 11— (A+4)(A+3)?
0 A+3 —(A+3) 1 —(A+3)(A+2)
Razlikujemo slucajeve
1) A+3=0,tj. A=-3
1110
~1 00 0:1
000 0
odakle slijedi da sustav nema rjesenja.
2) A# -3
11 A+4 } (A+3)? 10 -1 s -(A+3)
~[ o0 () ~(+5) m—(A+4)(A+3) ~1 01T A5 T A+HHN+3) - 5
0 1 -1 —(A+2) 00 (A+6)1A—+3—(/\2+8/\+14)
Diskutiramo slucajeve po A + 6
a) A\+6=0,tj. A\=—6
10 —-1:-%
~(01 1%
LT
00 0. —3
pa sustav nema rjeSenja.
b) A # —6
; A246A+7
10A—1 Am;(wria) 100 _(“Elﬁﬁ
~]1 01T A+51(A+4)(N+3 ~ 1 0 5=
00 @ | (A2+8A+)1E1 _ ) 1 Hg g 0 (1) ‘ )\3+)1\1+>? +A3J§§+41
L A6 (A+3)(A+6) LT O3)(46)
Sustav je Cramerov i njegovo (jedinstveno) rjeSenje je
] —(A2+61+7)
x = 20 +5

(A3 A+6) \ )3 4 1102 4 380 4 41
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ZADATAK 7.10. Odredite polinom 3. stupnja koji prolazi tockama (1, —2), (2,—4), (3,—2) i (4, 10).
RJESENJE TraZimo polinom oblika p(z) = ag + a1z + asz? + aszz®

dobivamo sustav

. UvrStavanjem danih tocaka,

ap+ a1+ as+ az3=-—2
ap + 2a1 + 4as + 8az = —4
aog + 3a1 + 9as + 27a3 = —2
ag + 4a, + 16as + 64as = 10

Determinanta ovog sustava je transponirana Vandermondeova determinanta, a znamo da je ona # 0
ako i samo ako su brojevi koji je definiraju medusobno razliciti, $to je ovdje slucaj. Dakle, nas
sustav je Cramerov i ima jedinstveno rjesenje. Mozemo ga rijesiti ili pomoc¢u determinanti ili putem
Gaussove metode eliminacije. RjeSenje je ag = —2, a1 = 3, as = —4, a3 = 1, tj. traZeni polinom je
p(r) = a3 — 42 + 3x — 2.

DZ 7.2. U ovisnosti o A € R rijesite sustave
(a)
201 — a9+ 3x3+ 4x4=05
4xr1 — 229+ dx3+ 624 =7
621 — 3x9 + 723+ 8xs =9
Axy — 4x9 + 923 + 1024 = 11

3ZE1 +2ZL‘2 +5ZL‘3 —I— 4$4 = 3
211 + 319 + 623+ 814 =05

r1 — 6x9 — 913 — 2024 = —11
4.7)1+ $2+4JI3+ )\%4:2

AT+ 2o+ x3+ wy=1
T+ AT+ a3+ 214=1
T+ TotArz+ wy=1
T+ Tot+ a3+ Ary=1

Y

201 + 3xo+ x3+ 224=3
4xr1 4+ 629+ 323+ 424 =05
6x1+ 929+ dxs3+ 624 =7
8r1+ 12x9 + 723 + Axy = 9

)

RJESENJE

(a) Za A\ =8 imamo rjeSenje

+1

o w o
o O =
|
)
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Za )\ # 8 rjesenje je

0 0
4 -2
r= |, +t| 5| teR
0 1
(b) Za A = 0 nema rjeSenja. Za A # 0 rjeSenje je
4-2 3
X1 8
— ) 5
T St | teRr
1
1 0
1
(c) Za X # 1,—3 sustav ima jedinstveno rjeSenje z = )\+r3 1 . Za A =1 rjeSenje je
1
1 -1 -1 -1
0 1 0 0
=1 +r 0 + s 1 +1 0 | r,s,t € R.
0 0 0 1
Za A\ = —3 nema rjesenja.

(d) Za A = 8 rjeSenje je

0 1 0
0 0 1
r=1_4 + s 0 +1 o | t,s € R.
0 -1 -3
Za \ # 8 rjeSenje je
0 1
4 2
—| 3 3
T ] +1 o | teR
0 0
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