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MATEMATICKA ANALIZA 2
2. natjecanje, 15.6.2007.

Sifra:

Napomene: - Od pet pondudenih zadataka odaberite €etiri koja Cete rjeSavati.

- Obavezno prekrizite kucu kod zadatka kojeg ne zZelite rjesavati.
- U svakom rjeSavanom zadatku detaljno obrazlozite vase tvrdnje.

Odredite sve neprekidne funkcije f : [0,1] — [0, +o0) takve da je

/Olf(w) dr =1, /Olﬂif(w) dr = 2, /01$2f(x) dr — 4.

Odredite sve a > 0 takve da red

konvergira, gdje je H, := Y ,_, % n-ti harmonijski broj (n € N).

Odredite sve a € R za koje je vrijednost integrala

/ [sinz — az(r — x)]° dz
0
minimalna.

Funkcija f : R — R definirana je formulom

f(z) := lim lim (cos(n!mz))*, Vz € R.

n—o00 k—00

Dokazite da je f dobro definirana funkcija, te da nije Riemann-integrabilna ni na kojem

segmentu [a,b] C R, a <.

[zracunajte sumu reda
0'+4'+ 8! +12'+
41 8 121 16!

Zavod za analizu



(25)

(25)

1.

2.

MATEMATICKA ANALIZA 2
RjeSenja 2. natjecanja, 15.6.2007.

Odredite sve neprekidne funkcije f : [0, 1] — [0, 4+00) takve da je
1 1 1
/ f(z) dx =1, / xf(x) de =2, / 22 f () dx = 4.
0 0 0

Rj: Ve¢ iz prva dva uvjeta slijedi da takva neprekidna funkcija f : [0, 1] — [0, +00) ne
postoji. Naime, ako oduzmemo drugu jednakost od prve dobijemo

/ (1)) de = 1

sto je nemoguce jer je x — (1 — x) f(z) neprekidna i nenegativna funckija na [0, 1], pa
njen integral na [0, 1] ne moze biti negativan.

Odredite sve a > 0 takve da red
> a™
n=1
konvergira, gdje je H, ==Y ,_, % n-ti harmonijski broj (n € N).

Rj: Najprije primijetimo da za a > 1 vrijedi a’™ > 1, ¥n € N, pa za a > 1 gornji
red ne konvergira, jer nije zadovoljen nuzan uvjet konvergencije reda. Dakle, da bi red
eventualno konvergirao, mora biti 0 < a < 1. Takoder primijetimo da iz dokaza Cauchy-
jevog integralnog kriterija (skripta prof. Guljasa, Tm. 6.10., str. 160 ) primijenjenog
na funkciju f: z — % slijedi da za svako n € N vrijedi

Inn <In(n+1) < H,<1+Inn,

Sto za 0 < a < 1 povlaci

nlna — alnn > CLHn > q - alnn —qa- nlna’ Vn € N.
Stoga, red >_°7  a’" konvergira ako i samo ako red > °°  n™® konvergira. Iz Cauchy-
jevog integralnog kriterija primijenjenog na funkciju z — 2™ slijedi da red > 2 n*®
konvergira ako i samo ako je Ina < —1, tj. ako i samo ako je a < e”!. Zato i red

>-o2  aff konvergira ako i samo ako je 0 < a < e .
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Odredite sve a € R za koje je vrijednost integrala

/Oﬁ (sing — ax(r — o) da

minimalna.

Rj: Definirajmo funkciju f : R — R formulom f(a) := [ [sinz — ax(7r — o)) dx. Tre-
bamo odrediti tocke globalnog minimuma funkcije f. Nakon kvadriranja i integriranja
dobijemo da je

f(oc)-on/ (7 — x)? dx—2a/ z(r —x)sinx dx—i—/ sin?x dr =
0 0 0

iaz_8a+z_f(a_@>2+z_@>z_@
30 2 30 7o 2 m T2 gb’
pri ¢emu cCe jednakost u zadnjem redu vrijediti ako i samo ako je a = 1%50. Stoga
je ag = % jedina tocka globalnog minimuma funkcije f, pa je za to ag vrijednost

integrala minimalna.

Funkcija f : R — R definirana je formulom

f(x) := lim klim (cos(n!mz))?*, Vo € R.
Dokazite da je f dobro definirana funkcija, te da nije Riemann-integrabilna ni na kojem
segmentu [a,b] CR, a <.

Rj: Tvrdimo da je f = xq, gdje je xo Dirichletova funkcija definirana formulom

1, zazeQ
Xo(®) '_{ 0, zaze€R\Q

(i) Ako je z € R\ Q, onda je 0 < (cos(n!mz))®* < 1, za svako k,n € N, pa je
limy, o (cos(nlmz))® = 0, Vn € N. Zato je i

f(z) = lim lim (cos(n!mz))* = lim 0 = 0.

n—o0 k—o00 n—o0

(ii)) Ako je z € Q, tada je x = §7 za neke relativno proste p € Z, ¢ € N. Tada je

nle = n!§ € N, za svako n > ¢. Stoga je (cos(n!mx))** = 1, za svako k,n € N,

n > q, iz cega slijedi

f(z) = lim klim (cos(nlmz))? = 1.

Dakle, f = xg. Bududi da svaki segment [a,b] C R, a < bsadrziiracionalne i iracionalne
brojeve, to ¢e svaka donja/gornja Darbouxova suma funkcije xg na [a, b] biti jednaka
0/1, pa ¢e i donji/gornji Riemannov integral od xg na [a,b] biti jednk 0/1. Dakle,
funkcija f = x@ nije Riemann-integrabilna ni na kojem segmentu [a,b] C R, a < b.
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0!+4'+ 8! +12'+
4 8 121 16!

Rj: Primijetimo da je opdéi ¢lan a, (n € Z,) gornjeg reda oblika

(4n)! 1
(4n+ 1)) (dn+1)(4n +2)(4n +3)(4n +4)

Kako je (k+1)(k+2)—k(k+3) =2, (k+3)—k=3i(k+2)—(k+1)=1,VkeN
to je

Ay =

1 1 1 1 +1 1 1 1

a [—

"T6 dn+1 2 4n+2 2 4n+3 6 4n+4’
Primijetimo da je

1

dn+j

1
:/ I4n+j71 de, za 1 Sj S 4, n c Z+7
0

te da red polinoma Y 7 (1:154” — sxintl 4 Sgtnt? éx4"+3> uniformno konvergira na

2
=

segmentu [0, 1] prema funkciji  +— eIl

Naime, za proizvoljno m € N i z € [0, 1] imamo

S pAntl Lodnie 1 anis (1—=)° _
2( —r e >_6(1+x)(1—|—x2)
}‘(1 M- (-2 |1 21 -—x)?

6 (r (1 Tte)  G+a(+3)| 60 +a)(+a) -
1, LD 1, 2m yam 1 12\d 1
gl - s 6<2m+1) ’(2m+1)2§6(§> 2mt 1)

pri cemu nejednakost (A) vrijedi zato jer funkcija z +— (1 — x)*2*™ postize maksimum

na [0, 1] u tocki zg := 5201 ST
ovisi o izboru z € [0, 1], te kako je lim,,, .o m = 0, zakljucujemo da je konvergencija
reda uniformna.

Napokon, ra¢unamo:

m
sa iznosom <2—m> m Kako zadnja nejednakost ne

Z“ Z(_.;_l. LENIO SN SN S >_
”_no 6 4n+1 2 4n+2 2 4n+3 6 4n+4/)

[e.9]

1 LAn+1 T
Z/ ntl g Lodnt2 xn+3> de —
; 2 6

1 1 1 1
[ Red polinoma Z (—x4” = §I4"+1 + Zgint? 6x4”+3) uniformno konvergira

2
n=0



(1-=)
6(1+z)(1+ 2?)

1 00 1 2
L 4 Um0 L oanye 1 anis 1/ (1—x)
- — T T — )dx:— dr =
/0 ;%(6 2 2 6 6.Jo (1+2)(1+22)
1

1 2 r+1 1
- - dr = = In(1
6/0 (1—|—a: 1+x2) . 311( +2)

na [0, 1] prema funkciji « — , pa suma i integral komutiraju.]

1 11
:—l]f12—1

o 4 24

1 2
O—Eln(l—i-x)

L1
— —arctgx
0 6r &

Zavod za analizu



