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MATEMATICKA ANALIZA 2
1. natjecanje, 7.5.2008.

Sifra:

Napomene: - Od pet pondudenih zadataka odaberite €etiri koja Cete rjesavati.

- Obavezno prekrizite kuéu kod zadatka kojeg ne zZelite rjesavati.
- U svakom rjeSavanom zadatku detaljno obrazlozite vase tvrdnje.

(a) Odredite sve neparne konveksne funkcije f : R — R takve da je f(1) = 1.
(b) Pretpostavimo da je f: R — R derivabilna funkcija takva da vrijedi

(Vo,y € R)((x # y) = (B e R)(f(y) — f(z) = [(E)y — x)))-
Dokazite da je f strogo konveksna ili strogo konkavna na R.

Odredite sve funkcije f : R — R, za koje vrijedi
e+ fle)lnf(z) = (z+1)f(x), Ve

Neka je

§={rec®(0.1): (FO)=f1)=0) A (min f(x)=-1)}

z€[0,1]
Odredite, ako postoji,
inf "(z).
sy )

Dokazite ili opovrgnite sljede¢u tvrdnju:

Za svaki par derivabilnih funkcija f, g : R — R postoji derivabilna funkcija h : R — R

takva da je h'(z) = f'(z)¢'(z), Vo € R.

Pretpostavimo da je P(x) € R[z] polinom sa realnim koeficijentima za kojeg vrijedi

(Vn € N)(3g € Q)(P(q) =n).

Koliki je najveéi mogudi stupanj polinoma P(x)?

Zavod za analizu
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MATEMATICKA ANALIZA 2
RjeSenja 1. natjecanja, 7.5.2008.

(a) Odredite sve neparne konveksne funkcije f : R — R takve da je f(1) = 1.
(b) Pretpostavimo da je f: R — R derivabilna funkcija takva da vrijedi

(Vz,y € R)((z # y) = (B € R)(f(y) — f(z) = [(E)y — x)))-

Dokazite da je f strogo konveksna ili strogo konkavna na R.

Rj. (a) Jedina funkcija f koja zadovoljava uvjete iz zadatka je identiteta na R, tj.
flz) =2z, VxeR.

Naime, trivijalno slijedi da je f(z) = x jedina linearna funkcija za koju je f(1) = 1.
Ukoliko bi postojala neparna konveksna funkcija f : R — R koja nije linearna, mogli bi
naci realne brojeve a < b < ¢ takve da vrijedi

fb) = f((L = t)a+tc) < (1—1t)f(a) +1f(c),
gdje je t := =2 € (0,1). Kako je f neparna imali bi i

f(=b) = f(A=1)-(=a) +t-(=c) > (1 = t)f(=a) + f(=0c),
Sto je nemoguce, jer je —c < —b < —a, a prema pretpostavici f je konveksna funkcija.
(b) Pretpostavimo da f nije niti strogo konveksna niti strogo konkavna funkcija. Tada
postoje a < cit € (0,1) takvi da vrijedi

f(0) = (1 =1)f(a) +1f(c), (1)

gdje je b := (1 — t)a + te. Iz Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti, primijenjenog
redom na intervale (a,b) i (b, c), slijedi da postoje & € (a,b) i & € (b, ¢) takvi da vrijedi

f(bl)):i(a) (&) f(Ci:g:(b)

Jednakosti (1) i (2) povlace da je

= ['(&)- (2)

ey J@=FO) _ (L=0)(f(c) = f(a)) _ f(c) = f(a)
fi&) = c—b  (1-=t)lc—a) c—a
t(f(c) = fla) _ f(b) = fla)
~ tle—a)  b—a = f'&)

pa je
f(e) = fla) = ['(&)(c — a) = [(&)(c — a).

Iz pretpostavke zadatka slijedi da je & = &, $to je nemoguce.
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Odredite sve funkcije f : R — R, za koje vrijedi
e+ fle)lnf(z) = (z+1)f(x), VzeR

Rj. Najprije primijetimo da funkcija f(x) := e® zadovoljava gornju jednakost. Dokazimo
da je ona ujedno i jedinstvena funkcija koja zadovoljava tu jednakost.
Iz nejednakosti

e">r+1, VreR (3)

slijedi da je
M >r—Iny+1<=e" +ylny>(z+1)y, VreRyeR,. (4)

Jednakost u (3) postize se jedino za x = 0, pa ¢e i jednakost u (4) biti postignuta jedino
u slucaju x = Iny, tj. y = e".

O
Neka je
§:={reC(0.1): (JO=7(1)=0) A (min f(x)=-1)}.

Odredite, ako postoji,

inf "(z).

P 2 T
Rj. Neka je f € S proizvoljna funkcija. Kako je m[in}f(x) = —1, iz Bolzano-

z€[0,1

Weierstrassovog teorema slijedi da postoji ¢ € (0, 1) takav da je f(c) = —1. Feramtova

lema povlaci da je f/(c) = 0. Nadalje, kako je f klase C? na [0, 1], iz Taylorovog teorema
srednje vrijednosti slijedi da postoje & € (0,¢) i & € (¢, 1) takvi da vrijedi

50 = £0) + FO0 - ) + T 0 - p = priey = 3,
1

//(

2

["(&) 2
2

-0

fQ) = fle) + f(c)A =) + (1-e) = ["(&) =

Neka je g : (0,1) — R funkcija definirana formulom

g(t) == max{t%, ﬁ}

Primijetimo da je minse o1y g(t) = g(%) = 8. Radi toga je

1 " " 2 2 .
(@) = max{f"(&), f(§2)} = max {?’ = 0)2} =g(c) > tg(l&l)g(t) =8, Vxelo1].
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Kako je f € § bila proizvoljna, slijedi da je

max f"(z) >8, VfeS. (5)

z€[0,1]
Na poslijetku dokazimo da je

inf " = 8.
inf max (@)

Zbog nejednakosti (5) dovoljno je naci funkciju f € S za koju je maxgcp1) f"(x) = 8.
Primjer takve funkcije je f(z) := 4x? — 4x.

Dokazite ili opovrgnite sljede¢u tvrdnju:
Za svaki par derivabilnih funkcija f, g : R — R postoji derivabilna funkcija h : R — R
takva da je h'(z) = f'(x)¢'(x), Vo € R.

Rj. Tvrdnja nije istinita. Oznacimo sa D(R) vektorski prostor svih derivabilnih funkcija
f:R — Rinekaje D: D(R) — R operator deriviranja,
(Df)(@) = f(z), VaeR.

Neka je ¢ : R — R funkcija definirana formulom

(:c) o COS% za ¢ € R*
PAL) = 0 zax =0

Tvrdimo da za funkciju ¢ vrijedi

pelm(D) i ¢°¢Im(D),

pa ¢e upravo ona posluziti kao kontraprimjer da tvrdnja iz zadatka ne vrijedi.

Dokazimo najprije da je ¢ € Im(D). Neka su ¢, : R — R funkcije definirane formulom

rsint zazeR* x¥sint zarzeR*
v(z) '_{ 0 zax =0 te O(x) = 0 zax =0

Funkcija 6 je derivabilna na R i vrijedi
=2 — D8.

Bududi da je ¢ neprekidna na R, imamo ¢ € Im(D), a kako je Im(D) vektorski pot-
prostor od R®, to je i ¢ € Im(D).

Sada dokazimo da ¢*? ¢ Im(D). Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da je
©? € Im(D). Tada postoji funkcija F' € D(R) takva da je DF = ¢*. Prema dokazanom
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jeip € Im(D), pa takoder postoji funkeija ¢ € D(R) takva da je D¢ = ¢. Na poslijetku
definirajmo funkcije F',w : R — R formulama

F(z) = F(g) te w(z) = D(®— F)(x).

Ocito je F € D(R) i w € Im(D). S druge strane, za * € R imamo

~ 1 sz cos?t —Lcos? zaxeR*
ola) = a) - Fla) = oo - () = { @ 2e%s 2rel

sto je nemoguce, jer funkcija w nema svojstvo meduvrijednosti (Darbouxov teorem).

O

Pretpostavimo da je P(x) € R[z] polinom sa realnim koeficijentima za kojeg vrijedi

(Vn € N)(Jg € Q)(P(q) = n).

Koliki je najveé¢i moguéi stupanj polinoma P(z)?

Rj. Oznac¢imo sa S skup svih polinoma P(z) za koje vrijedi
(Vn € N)(3g € Q)(P(q) =n).
Tvrdimo da je
M := max{deg P(z): P(z) e S} =1
Nejednakost M > 1 je trivijalno zadovoljena, jer je polinom P(x) = x element skupa S.
Dokazimo i da je M < 1. Neka je P(x) := apa® + ap_12* 1 + -+ + ap € S polinom
stupnja k i neka je (¢, )nen niz racionalnih brojeva takav da je

P(¢,) =n, VnéeN.

Prema definiciji skupa S, takav niz postoji.

Najprije primijetimo da su svi koeficijenti ag, a1, . . . , ax od P(x) nuzno racionalni brojevi.
Naime, neka su z := (ag,a1,...,ax)" 1 b := (1,2,...,k + 1)7 stupéane matrice. U
matricnom zapisu sistem linearnih jednadzbi

P(g) =ao+qa1 + Ga; + -+ ¢fap =14, 1<i<k+1 (6)

je oblika Az = b, gdje je matrica A sustava (6) Vandermonedova matrica

1 ¢ - qll;:
I @ - g
A={. . . : € M1 (Q).

L qe o gy



Matrica A je invertibilna, pa je i A7t € My,1(Q). Bududi da je z = A~1b, slijedi
a; €Q, za sve 0<i<k.

Neka je N najmanji zajednicki visekratnih svih nazivnika keficijenata a; (0 < i < k)
zapisanih u reduciranoj formi. Polinom

Q(z) := N - P(z) = bpa® + bp_yz™ '+ 4+ by
ima cjelobrojne koeficijente i radi odredenosti uzmimo da je by > 0. Nadalje, imamo
Q(¢,) =N -n, VneN. (7)

Za svako n € N neka je ¢, = 2* reducirani zapis od g,. Kako je Q(gn) — Nn = 0, imamo
Cn | (bo— Nn)id, | by, zasve n € N. Zam # n je gm # qn, D2 je

1
|C]m—Qn|Zb—, za sve m,n € N,m # n. (8)
k
Kako bi dokazali da je degQ(z) < 1, dovoljno je dokazati da je derivacija @’'(x) kon-

stantan polinom. Pretpostavimo suprotno. Tada vrijedi

lim |Q'(x)] =400, te lim |Q(g,)| = lim Nn = +oc. 9)

|z|—o00

Zato je i
lim |g,| = 400, te lim |Q(g,)] = +oc. (10)
Za proizvoljno n € N barem dva broja od ¢, ¢,+1 1 gni2 su istog predznaka. Nazovimo

ih z, i y,, te radi odredenosti uzmimo da je x, < y,. Prema Lagrangeovom teoremu
srednje vrijednosti postoji &, € (x,,y,) takav da je

Q(yn) — Q(xn)

Yn — Tn

Q/(gn) =

Zbog (8) je
Qe < Mot =N
Yn — Tn

sto je kontradikcija. Naime, iz (10) slijedi lim,_ || = +00, a (9) povlaci da je onda
ilim, o |Q'(&,)] = +o0. S druge strane, (11) povlaci da je niz (&,),eny omeden. Dakle,
pretpostavka da je deg @Q'(x) > 0 bila je kriva, pa zaklju¢ujemo da je deg Q(x) < 1.

" < oNby, (11)

L.G.



