MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 30. travnja 2018.

Zadatak 1. (6 bodova) Neka je f: R — R zadana formulom

flx)=e"".
Odredite sve n € N za koje je f™(0) # 0.

Rjesenje. Primijetimo da je
(@) = =32% f(2),

derivirajmo ovu jednakost n — 1 > 2 puta i iskoristimo Leibnizovu formulu

P =3 (") e ),

k=0

Vidimo da su sumandi s desne strane jednaki 0 za sve k > 3, a kako nas zanima tocka x = 0, zaklju¢ujemo
da su sumandi s desne strane jednaki 0 i za k < 1. Stoga je, za prirodan broj n > 3:

1(0) = —6(” ) 1) 179(0).

Lako izra¢unamo da je
f(0) =1, f'(0) =0, 7"(0) = 0.
Dakle, vrijedi da je f™(0) # 0 ako i samo ako je n djeljiv s 3.



MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 30. travnja 2018.

Zadatak 2. (7 bodova) Neka je I' elipsa zadana jednadzbom
2?4 4y* =4,

te neka je za svaku tocku (z,y) € I' iz prvog kvadranta, P(z,y) povrSina trokuta kojeg zatvaraju os
apscisa, os ordinata, te tangenta na I' koja prolazi kroz toc¢ku (z,y). Odredite skup

{P(z,y): (x,y) € T,x,y > 0}.

Rjesenje. Uoc¢imo da je dio elipse I' unutar prvog kvadranta dan jednadzbom

2
S ——
4

Derivacija funkcije koja odreduje ovu krivulju je

/

T
Y =
41—

pa je stoga jednadzba tangente na proizvoljnu tocku (:EO, yo) € I', xg, 50 > 0 jednaka

Y—Y = — \/7

Uvrstavanjem y = 0 dobivamo da je duljina odsjecka na osi apscisa koji stvara ova tangenta jednaka

2
44/1 -2
Lo

Zo

$—x’0

pri ¢emu smo posljednju jednakost dobili iz ¢injenice da je (zo,y0) € I',zo,50 > 0, odakle slijedi da je

2
o

Yo=\4+— 7
Analogno, uvrstavanjem x = 0, za odsjec¢ak na osi y dobivamo da je duljine

4¢1_ ¢1_

4 1 2

Iz ovoga sada zaklju¢ujemo da je

N|

P(x0,y0) = o = =
1—=L Zo — TO
Buduéi da je iz jednadzbe elipse jasno da je zp < 2 (te u slu¢aju jednakosti vrijedi yo = 0), mozemo

zakljuciti da se zadatak svodi na trazenje slike funkcije f: (0,2) — R s pravilom pridruzivanja



Njena je derivacija
2 -2

x2(1 _ %2 )3/2'
Buduéi da je f* < 0na (0, v/2), funkcija f na tom intervalu pada. Analogno, buduéi da je f' > 0 na (v/2,2),
funkcija f na tom intervalu raste. Iz neprekidnosti zaklju¢ujemo da se globalni minimum postize u tocci

V2, te on iznosi f(v/2) = 2. S druge strane, buduéi da je lim,_,,~ f(z) = 400, iz Bolzano-Weierstrassovog
teorema moZzemo zakljuciti da je trazeni skup jednak [2, 4+00).

f'(x) =

Skica alternativnog rieSenja (Lugo Mihovili¢ i Lukas Novak). Jednadzba tangente na danu elipsu u tocci

(an yU) je
xxo + dyyo = 4,

Sto je zapisano u segmentnom obliku jednadzbe pravca

x Y
Tt+tT = 1.
Zo Yo
Dakle, duljine odsjecaka na osima su Iio i yio, pa je
1 4 1 2
P(z0,0) 5'—'—*—
o Yo  TolYo
Uoc¢imo da je
4 4
P(l’o,yo) = Z = 27

xo + 290 5032493
pri ¢emu nejednakost slijedi iz A-G nejednakosti, a posljednja jednakost iz Cinjenice da je (xg,y0) € I
Nadalje, uocimo da se znak jednakosti doista i moze postiéi i to u slucaju kada vrijedi jednakost kod A-G
nejednakosti, odnosno kada je zo = 2yo, tj. (xo,y0) = <\/§, \/75) Sada analogno kao u prvom rjesenju

(prikazivanjem P(xg, o) kao funkcije jedne varijable) mozemo zakljuciti da je trazena slika [2, +00).



MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 30. travnja 2018.

Zadatak 3. (6 bodova) Odredite sve parove prirodnih brojeva (m,n) takve da je funkcija f: R — R,

fz) =

0, inace,

{xm(x —2018)", =z € [0,2018],

klase C*(R).

Rjesenje. Odredimo najprije uvjete pod kojima ¢e f biti derivabilna. f je o¢ito derivabilna u svim tockama
osim mozda u 0 i 2018. Derivabilnost u tim toc¢kama provjeravamo direktno iz definicije derivabilnosti.

Ocito je
i 1@ = £(O)

=0.
z 0 z—0

Funkcija f ¢e zato biti derivabilna u 0 ako i samo ako je

0= lim L& =SO ) ™z — 2018)"™,
2\,0 x—0 z\,0

Posljednji ¢e limes biti jednak 0 ako i samo ako je m > 2. Na potpuno isti nac¢in zaklju¢ujemo da je f
derivabilna u 2018 ako i samo ako je n > 2. Dakle, f je derivabilna (na cijeloj domeni) ako i samo ako je
m>2in > 2, te je u tom slucaju

F(a) = {xm_ (z —2018)" ! (m(z — 2018) + nx), « € [0,2018],

0, inace.

Na potpuno jednak nacin zaklju¢ujemo da ¢e f’ biti derivabilna (odnosno, f dvaput derivabilna) ako i
samo ako je m > 3 in > 3, te je u tom slucaju

() = {x’”‘z(fﬁ —2018)"2(m(m — 1)(z — 2018)2 + 2mnz(z — 2018) + n(n — 1)z?), = € [0,2018],

0, inace.
Nadalje lako se provijeri da je za ovakve m in

lim f*(z) = lim f"(z) =0 = f7(0)

. " T " N g
lim f'() = T f(@) =0 = f'(2018),

pa je f” neprekidna, odnosno f je klase C*(R). Dakle, traZeni parovi prirodnih brojeva su svi parovi
(m,n) za koje je m >3in > 3.



MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 30. travnja 2018.

Zadatak 4. (6 bodova) Odredite intervale monotonosti, lokalne ekstreme, intervale konveksnosti/konkavnosti
i tocke infleksije te asimptote funkcije

1-2
f(x) = arctg L
x

Rjesenje. Primijetimo da je o¢ito Dy =R\ {0}. Za intervale monotonosti, trebat ¢e nam prva derivacija.

Racunamo
B 1 —1 B -1
— 1+(1—2x)2 3172 _$2+(1—2x)2

T

f'(x)

Ocito je f'(x) < 0 za svaki x € (—o0,0), pa zaklju¢ujemo da f strogo pada na intervalu (—oo, 0). Analogno
zakljuéujemo da f strogo pada i na intervalu (0, +00). Zato f nema lokalnih ekstrema na prirodnoj domeni.
Za konveksnost /konkavnost trebamo drugu derivaciju:

2z — 4(1 — 2x) 10z — 4

PO =iz - @ (20

Buduéi da je nazivnik strogo pozitivan, predznak funkcije f” ovisi o brojniku. Nije tegko vidjeti da je
f'(x) < 0zasvex € (—o0,2) i f'(x) >0 zasvez e (2 +00), te f(2) = 0. Treba paziti jer 0 ¢ Dy,
pa zakljuCujemo: f je strogo konkavna na intervalu (—oo,0), strogo konkavna na intervalu (0, 2) i strogo

konveksna na intervalu <§, +00,). Totka z = % je tocka infleksije.

1-2 1-2
Budud¢i da je lim Y~ lim - —2, te arctg neprekidna funkcija, vrijedi
r——00 €T xr——+00 X

lim f(z)=—arctg2 i lim f(z)= —arctg?2.

T——00 T—+00
Zaklju¢ujemo da je pravac y = — arctg 2 lijeva i desna horizontalna asimptota funkcije f. Kosih asimptota
(budu¢i da postoje horizontalne) nema. Kandidati za vertikalnu asimptotu su konac¢ni rubovi domene,
1 -2z —T
znaci tocka x = 0. Bududi da je lim = —o00, arctg neprekidna funkcija i lim arctgz = 5
x—0~ xXr r——00
vrijedi
lim f(z) = -
im f(x)=—.
z—0~ 2
Sasvim analogno pokaze se i da je
lim f(z) = ~
z—0t 2’

Zaklju¢ujemo da funkcija nema vertikalnih asimptota.



MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 30. travnja 2018.

Zadatak 1. (6 bodova) Neka je f: R — R zadana formulom

flx)=e"".
Odredite sve n € N za koje je f™(0) # 0.

Rjesenje. Primijetimo da je
(@) = —42° f (2),

derivirajmo ovu jednakost n — 1 > 3 puta i iskoristimo Leibnizovu formulu
n—1 n 1
F() kEZO:( i [

Vidimo da su sumandi s desne strane jednaki 0 za sve k > 4, a kako nas zanima tocka x = 0, zaklju¢ujemo
da su sumandi s desne strane jednaki 0 i za k < 2. Stoga je, za prirodan broj n > 4:

7o) = -2a(" )00

Lako izra¢unamo da je

fO)=1, f(O)y=0,  f0)=0,  f"0)=0.

Dakle, vrijedi da je f™(0) # 0 ako i samo ako je n djeljiv s 4.



MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 30. travnja 2018.

Zadatak 2. (7 bodova) Neka je I' elipsa zadana jednadzbom
4a® + oy =4,

te neka je za svaku tocku (x,y) € T' iz prvog kvadranta, P(x,y) povrSina trokuta kojeg zatvaraju os
apscisa, os ordinata, te tangenta na I' koja prolazi kroz toc¢ku (z,y). Odredite skup

{P(z,y): (x,y) € I',x,y > 0}.

Rjesenje. Uocimo da je dio elipse I' unutar prvog kvadranta dan jednadzbom
Yy = 2v/1 — 22,
Derivacija funkcije koja odreduje ovu krivulju je
, 2z
y = _—W’

pa je stoga jednadzba tangente na proizvoljnu tocku (xg,y) € I', 29, yo > 0 jednaka

Uvrstavanjem y = 0 dobivamo da je duljina odsjecka na osi apscisa koji stvara ova tangenta jednaka

V1—a?
0~ TTo=—,
21’0 i)

Y

pri ¢emu smo posljednju jednakost dobili iz ¢injenice da je (zo,y0) € T', 0,950 > 0, odakle slijedi da je
xQ
Yo = -7
Analogno, uvrsStavanjem x = 0, za odsjecak na osi y dobivamo da je duljine
273 2
Yo + =

NN

Iz ovoga sada zaklju¢ujemo da je

1 2 1
P(xo,yo) = —

'$0.\/1—x§ zoy/1— 22

Buduéi da je iz jednadzbe elipse jasno da je o < 1 (te u slucaju jednakosti vrijedi yo = 0), moZzemo
zakljuciti da se zadatak svodi na trazenje slike funkcije f: (0,1) — R s pravilom pridruzivanja
1

N —

r) = ——.
f@) = ——
Njena je derivacija
1 — 222
f@) =

22(1 — a2)3/2°



Buduéi da je f' > 0 na (0, ‘g}, funkcija f na tom intervalu raste. Analogno, buduéi da je f* < 0 na <‘/7§, 2),
funkcija f na tom intervalu pada. Iz neprekidnosti zaklju¢ujemo da se globalni minimum postize u tocci
V2

\/75, te on iznosi f (7> = 2. S druge strane, bududi da je lim,_,;- f(x) = 400, iz Bolzano-Weierstrassovog

teorema mozemo zakljuciti da je trazeni skup jednak [2, 4+00).

Skica alternativnog rieSenja (Lugo Mihovili¢ i Lukas Novak). Jednadzba tangente na danu elipsu u tocci

(z0,y0) je
41‘1’0 + YYo = 4a

Sto je zapisano u segmentnom obliku jednadzbe pravca
T Y
T

T

o
<
S

Uoc¢imo da je
4 4

et > g
P(ﬂfﬂ,yO) 21'0 Yo = 4m(2);-y[2) 2a

pri ¢emu nejednakost slijedi iz A-G nejednakosti, a posljednja jednakost iz ¢injenice da je (xg,y0) € I
Nadalje, uo¢imo da se znak jednakosti doista i moze postici i to u slu¢aju kada vrijedi jednakost kod A-G

nejednakosti, odnosno kada je 2z¢ = yo, tj. (2o,y0) = (‘/75, \/5) Sada analogno kao u prvom rjeSenju

(prikazivanjem P(xg, o) kao funkcije jedne varijable) mozemo zakljuciti da je trazena slika [2, +00).



MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 30. travnja 2018.

Zadatak 3. (6 bodova) Odredite sve parove prirodnih brojeva (m,n) takve da je funkcija f: R — R,

0, inace,

fa) = {(x +2018)mz", 2 € [—2018,0],

klase C*(R).

Rjesenje. Odredimo najprije uvjete pod kojima ¢e f biti derivabilna. f je o¢ito derivabilna u svim tockama
osim mozda u 0 i —2018. Derivabilnost u tim tockama provjeravamo direktno iz definicije derivabilnosti.

Ocito je
i 1@ = (0)

=0.
z\,0 x—0

Funkcija f ¢e zato biti derivabilna u 0 ako i samo ako je

0= lim L&) = /O _ lim (2 + 2018)™2"*.
z 0 x—0 z\,0

Posljednji ¢e limes biti jednak 0 ako i samo ako je n > 2. Na potpuno isti nacin zaklju¢ujemo da je f
derivabilna u —2018 ako i samo ako je m > 2. Dakle, f je derivabilna (na cijeloj domeni) ako i samo ako
jem >2in > 2 te je u tom slucaju

() = {(:1: +2018)" 'z (n(z + 2018) + mx), =z € [—2018,0],

0, inace.

Na potpuno jednak nacin zaklju¢ujemo da ¢e f’ biti derivabilna (odnosno, f dvaput derivabilna) ako i
samo ako je m > 3 in > 3, te je u tom slucaju

Fl(z) = {(x + 2018)™ 22" 2(n(n — 1)(x + 2018)2 + 2mna(z + 2018) + m(m — 1)z?), = € [—2018,0],

0, inace.
Nadalje lako se provjeri da je za ovakve m in

lim () = lim f"(z) =0 = f7(0)

lim f"(z)= lim f"(z)=0= f"(-2018),

x /' —2018 \(—2018

pa je f” neprekidna, odnosno f je klase C*(R). Dakle, traZeni parovi prirodnih brojeva su svi parovi
(m,n) za koje je m >3in > 3.



MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 30. travnja 2018.

Zadatak 4. (6 bodova) Odredite intervale monotonosti, lokalne ekstreme, intervale konveksnosti/konkavnosti
i tocke infleksije te asimptote funkcije

3z —1

f(x) = arctg

Rjesenje. Primijetimo da je o¢ito Dy =R\ {0}. Za intervale monotonosti, trebat ¢e nam prva derivacija.

Racunamo
1 1 1

Tl (D2 2T 24 (Br—1)2

T

f'(x)

Ocito je f'(x) > 0 za svaki x € (—o0,0), pa zaklju¢ujemo da f strogo raste na intervalu (—oo, 0). Analogno
zakljuéujemo da f strogo raste i na intervalu (0, +00). Zato f nema lokalnih ekstrema na prirodnoj domeni.
Za konveksnost /konkavnost trebamo drugu derivaciju:

2z +6(3x — 1) 20z — 6

P = B 1P @ G

Buduéi da je nazivnik strogo pozitivan, predznak funkcije f” ovisi o brojniku. Nije tegko vidjeti da je
f'(x) > 0zasve x € (o0, )1 f"(x) <0 zasvez € (i, 400), te f'(55) = 0. Treba paziti jer 0 ¢ Dy, pa
zaklju¢ujemo: f je strogo konveksna na intervalu (—oo,0), strogo konveksna na intervalu (0, ) i strogo
konkavna na intervalu <%, +00, ). Totka z = 13—0 je tocka infleksije.
3z —1 3r —1
Buduci da je lim = lim
r——00 €T xr——+00 X

= 3, te arctg neprekidna funkcija, vrijedi

lim f(z)=arctg3 i lim f(z) = arctg 3.

T——00 T——+00

Zaklju¢ujemo da je pravac y = arctg 3 lijeva i desna horizontalna asimptota funkcije f. Kosih asimptota
(budu¢i da postoje horizontalne) nema. Kandidati za vertikalnu asimptotu su konac¢ni rubovi domene,

3 —1 T
znaci tocka z = 0. Bududéi da je lim = 400, arctg neprekidna funkcija i h{li_l arctgxr = 5 vrijedi
r—0— X r—+00
s
lim f(z) = —.
z—0~ f( ) 2
Sasvim analogno pokaze se i da je
lim f(r) = —-
im f(zr)=—.
z—0~ 2

Zaklju¢ujemo da funkcija nema vertikalnih asimptota.
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