MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 29. travnja 2019.

Zadatak 1. (6 bodova) Neka je f(x) = cos(3arcsinx). Odredite f(1°9)(0).
Uputa. Pronadite neku jednakost koja povezuje funkcije f, f i f”.

Rjesenje. U skladu s uputom, nadimo diferencijalnu jednakost koju zadovoljava funkcija f.

3
() = —sin(3 arcsin ) - ————,
(@) = —sin3 aresing) - =
9 3x
" _ 3 . ) _ sin(3 . .
() cos(3 arcsin z) T sin(3 arcsin z) —(1 = 352)37
iz ¢ega dobijemo
(1—a?)f" =-9f +af.
Sada, primijenjujuéi Leibnizovu formulu, dobijemo da za n > 2 vrijedi
(1—a)f" =-9f +af /=2
n—2 n— 2 n—2 n—9 n—2 n— 9
Z ( " )(1 — g2)B) pln=hk) — Z ( . )<_9)<k>f<n2k> i Z ( . )<x)<k>f(n1k)_
k=0 k=0 k=0

Sada, za n > 4 dobijemo da vrijedi
(1= 22) ™ + (1= 2)(=20) 0 — (0 — 2)(n = 3) ) = ~9f0D) 4 £V 4 (n = 2) fn-2),
Uvrstimo li x = 0, dobijemo
Ff™0) = (n=5)(n+1)f"2(0), zan>4.
[teriranjem ove jednakosti dobivamo da je za n = 100
fF109(0) = %195!! - 10111 - £7(0).

Kako je f”(0) = —9, dobijemo
£ (0) = 3. 95! - 101!
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Zadatak 2.

(a) (2 boda) Izrac¢unajte limes

: x 1
lim - — .
z—1 (:p— 1 lna:)

(b) (4 boda) Neka je f: R — R neprekidna funkcija koja je konveksna na (—oo,0] i [0, 400), te koja u
tocci 0 poprima strogi lokalni maksimum. Dokazite da f nije derivabilna u 0.

Rjesenge.

. T 1 rlnz — (z —1)  lnz4z-i-1 _ zlnz

lim — — ) =Ilim = lim o =lim —

z>1\z—1 Inz e=>1 (zr—1)Inz 1 Inx 4+ == eslzxlne+o—1
1nx—|—x~% 1

im i = -,
x—>11nx—|—x-;+1 2

pri ¢emu druga i ¢etvrta jednakost slijede koristenjem L’Hoépitalovog pravila.

(b) Pretpostavimo suprotno, tj. da je f derivabilna u 0. Ideja je da promatrajuci desnu okolinu tocke 0
zaklju¢imo da je f'(0) < 0, a potom da promatrajuéi lijevu okolinu tocke 0 zaklju¢imo da je f'(0) > 0,
Sto ¢e dovesti do ocite kontradikcije.

Buduéi da f u tocci 0 poprima strogi lokalni maksimum, postoji s > 0 takav da je f(0) > f(s).
Pokazat ¢emo da je koeficijent smjera tangente u tocci (0, f(0)) manji od koeficijenta smjera pravca
koji prolazi tockama (0, f(0)) i (s, f(s)), odnosno da je

s
Neka je € (0, s) proizvoljan. Buduéi da je z = (1 —2) -0+ £ - s, iz uvjeta konveksnosti funkcije f

dobivamo da je

fa) < (1=2) £ + = £Gs).

5
odnosno
f@) = 10) _ 1(s) = (0)
Iz ovoga slijedi
) = i LOIO _ S0 =10)  J0=10)

Na potpuno isti na¢in, promatrajuéi lijevu okolinu tocke 0, dolazimo do zakljucka da je i f'(0) > 0,
Sto je kontradikcija.



Skica alternativnog rjesenja (b) dijela (Juraj Marusié). Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti
da je f(0) = 0 (doista, u suprotnom mozemo promatrati funkciju « — f(z) — f(0) koja zadovoljava sva
svojstva kao i originalna funkcija f, ali ima svojstvo da u 0 poprima vrijednost 0).

Buduéi da se u 0 postize strogi lokalni maksimum, postoji x > 0 takav da je f(z) < f(0) = 0. Iz
konveksnosti dobivamo da je

~

() < L) +10 o
2/~ 2 2
a iteriranjem ove nejednakosti (za 3, 55, ...) dobivamo da je
f(27"2) <27"f(x), zasven>1.
Kako je 27"x — 0 za n — oo, vrijedi
27" f(z) _ f(=)

£(0) = tim LD = SOy SCT) - <0.

n—o00 2—ngy n—oo 2 Mg n—oo 2 Mg xT

Medutim, na potpuno isti na¢in, promatrajuéi neki 2’ < 0 takav da je f(z') < f(0) = 0, dobiva se da je i
f'(0) > 0 sto daje kontradikciju.
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Zadatak 3. (6 bodova)
(a) (3 boda) Rijesite nejednadzbu z° — x° + = > 1.

(b) (3 boda) Neka je f € C3(R) funkcija s barem jednom tockom infleksije, te takva da je f’ strogo

konveksna i da vrijedi
lim f(z)>0 1 lim f'(z) > 0.

T——00 Tr—-+00

Dokazite da ako f nema strogi lokalni maksimum, tada nema ni strogi lokalni minimum.

Rjesenge.

(a) Neka je f(z) = 2° — 2%+ — 1. Tada je f'(z) = 92® — 52 + 1 = 9(2*)? — 5(2?) + 1 > 0 za sve
x € R jer je diskriminanta D = 25 — 36 < 0, a 9 > 0. Dakle, f je strogo rastuéa funkcija pa je
f(x) > 0= f(1) ako i samo ako je z > 1.

(b) Buduéi je f’ strogo konveksna, a f € C3(R), zaklju¢ujemo da je f® > 0. To znadi da je f” strogo
rastuca, a otuda slijedi da ima maksimalno jednu nulto¢ku. Buduéi da f ima tocku infleksije, f”
ima to¢no jednu nultocku — oznacimo je s c.

Tada je f” < 0 na (—oo,c) i f” > 0 na (¢, +o0), odakle zaklju¢ujemo da je f’ strogo padajuc¢a na
(—o0,c) 1 strogo rastuca na (c,+00), pa f’ ima maksimalno dvije nultocke. Sada razlikujemo tri
slucaja:

(i) f’ nema nultoc¢aka. Tada f nema stacionarnih toc¢aka, a onda niti lokalnih ekstrema.

(ii) f’ ima jednu nultocku. Kako je lim, ,  f'(z) > 01 lim, . f'(x) > 0, a u ¢ je lokalni
minimum funkcije f’, to zna¢i da je ta nultocka ¢, a onda je f' > 0 pa je f rastuca i samim
time nema strogi lokalni minimum.

(iii) f’ ima dvije nultocke a € (—o0,¢) 1 b € (¢, +00). No tada je f' > 0 na (—o0,a) i f' < 0 na (a,b)
pa f u tocci a postize strogi lokalni maksimum, Sto je u suprotnosti s pretpostavkom zadatka.
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Zadatak 4. (7 bodova) Odredite prirodnu domenu i nultocke, intervale monotonosti, lokalne ekstreme,
intervale konveksnosti i konkavnosti, tocke infleksije, sve asimptote funkcije

3

2 —1

fz) =

te skicirajte njen graf.

Rjesenje. Prirodna domena funkcije f je R\ {—1,1}, a jedina nultoc¢ka 0. Prva derivacija funkcije f je

/ x? (12 — 3)
fx) = IR
Stacionarne tocke su nultocke funkcije f’, tj. £v/3 i 0. Kako je f'(z) > 0 za 2 € (=00, —V/3) te z €
(v/3, +00), zakljutujemo da je f na tim intervalima strogo rastuca funkcija. Kako je f'(z) < 0 za z €
(=3, —1), (=1,0), (0,1) te z € (1,v/3), zakljucujemo da je f na tim intervalima strogo padajuca funkcija,
paje f(v/3) = %ﬁ strogi lokalni minimum, a f(—+/3) = %ﬁ strogi lokalni maksimum.

Nadalje, druga derivacija funkcije f je

_ 2z(2® +3)

1
f(x) 1)
¢ija je jedina nultocka infleksije z = 0. Kako je f’(z) < 0 za z € (—o0,—1) ta za x € (0,1), f je strogo
konkavna na tim intervalima, dok je f”(x) > 0za x € (—1,0) taza z € (1,4+00), tj. f je strogo konveksna
na intervalima (—1,0) ta (1,4o00). Dakle, 0 je tocka infleksije.

Vrijedi limg 400 @ = 11lim, 1o(f(z) — ) = 0 pa je pravac y = x kosa asimptota funkcije f.
Nadalje, lim, 1, f(x) = +00 pa horizontalnih asimptota nema. Napokon,

lim f(z) =400, lim f(x)=-00, lim f(x)=—-00, lim f(x)=4oc0

z—1t T—1— T——1- T——171

pa su pravci x = —1 i x = 1 vertikalne asimptote funkcije f.
Graf funkcije izgleda ovako
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