MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 24. lipnja 2019.

Zadatak 1.

(a) (3 boda) Izrac¢unajte integral

/\/x2 —2x + 5dz.

(b) (4 boda) Odredite sve a € R takve da nepravi integral

+00 P
| e e
L |sinz|V/3 +x

konvergira.

Rjesenge.
(a)
/\/x2—2x+5dx:/\/(x—1)2+4dx

z—1\2 z—1 1
—2/\/( 5 ) —l—ldx—{t— 5 ,dt—ﬁd:v]

:4/\/t2—|—1dt: [t = shs, s = Arsht, dt = chsds] :4/ch25d3:2/(ch(25)+1)ds

_9 (Sh(;s) + s) +C=2 (tm+ Arsh(t)) +C

—_1)2 _
—(z—1) 1+¥+2Ar3h<%1)+0.

(b) Promatrajmo prvo sluéaj kada je a > 0. Dokazat ¢emo da tada integral

+oo P
[t
L |sinz|Y3 +

divergira. Uoc¢imo da je |sinz|'® + 2 < 1+ z za sve © € R pa je
xr > 1, jer je a > 0. Budu¢i da integral
+00 1
/ dz
1 1+

divergira, po usporednom kriteriju, divergira i pocetni integral.

1/3 @ 1

Y SR SO
|sinz|l/34+x = 14+z = 14z

xa

Ia
|sinz|1/3+x — @

+oo 1
/ T dx
TR

konvergira jer je 1 — a > 1 (zbog a < 0), onda po usporednom kriteriju konvergira i integral

+00 Jr
[ —
L |sinz|V3 4+«

Sada gledamo slucaj o < 0. Kako je = ml%a, a integral

> —— 7a sve



MATEMATICKA ANALIZA 2
Drugi kolokvij — 24. lipnja 2019.

Zadatak 2. (6 bodova) Izra¢unajte volumen tijela nastalog rotacijom oko y osi lika omedenog krivuljama
2

— 1 s,z
Yy=13219Y=7%-

Rjesenje. Prvo uo¢imo da su funkcije fi(x) = H% i fo(x) = ‘%2 parne, i da se grafovi tih funkcija sijeku
u tockama (—1,3) i (1,4). Dakle, trazeni volumen ¢emo dobiti ako gledamo rotaciju jednog dijela lika
omedenog s danim krivuljama i s y osi (imamo dva takva dijela koji su simetri¢ni s obzirom na y os). Npr.
dio desno od osi ordinata i zarotirajmo ga oko osi y. Tada je volumen trazenog tijela jednak

1 1.3
V:27T/ * d:c—27r/ x—d:z::ﬂ'ln2—z.
o 1+a? 0 2 4




MATEMATICKA ANALIZA 2
Drugi kolokvij — 24. lipnja 2019.

Zadatak 3.

(a)

(b)

(4 boda) Ispitajte konvergenciju reda
— Vn?— Inn

(2 boda) Neka je (a,) niz pozitivnih realnih brojeva takav da red Y > | a, konvergira. DokaZite da
tada konvergira i red

0o
E A AnQpit1-
n=1

Rjesengje.

(a)

Najprije ¢emo intuitivno i ne potpuno precizno naslutiti odgovor, a zatim ga precizno dokazati. Za
velike n je In(n* + 10) ~ 41Inn. Nadalje, logaritam jako sporo raste — sporije od bilo koje potencije
u varijabli n s pozitivnim eksponentom (npr. n®!). Iz ovih zakljucaka slijedi da je brojnik odozgo
dominiran funkcijom n%!.

Sto se tice nazivnika, ¢lan Inn ne utjece bitno na njegovu veli¢inu buduéi da je, kao $to smo prethodno
spomenuli, puno manji od n3. Zbog toga zaklju¢ujemo da je nazivnik reda veli¢ine n'?.

Iz ova dva zakljucka slijedi da je opé¢i ¢lan danog reda odozgo dominiran s 1/n**, pa oc¢ekujemo da
red konvergira. Sada ¢emo vodeéi se time to i precizno dokazati.

Uoc¢imo da je

In(n*+10) In(z4410)
Vn3 . R
lim ”—inf = lim —2——, (1)
n—00 1/n e=oo [1 Iz
3
x

pri ¢emu smo s limesa niza presli na limes funkcije. Koristenjem L’Hopitalovog pravila dobivamo da
je

. In(2* 4+ 10) . 40239
Iim ——— = lim —
T—00 (1:0'1 T—00 ,]}4 -+ 10
;
Inz . 1
M = Mg =0

pa mozemo zakljuciti da je limes (1) jednak 0. Buduéi da je 1.4 > 1, red > 7, # konvergira, pa
po grani¢nom kriteriju konvergira i red

Z In( n + 10)
Vn3 —Inn

Iz o¢ite nejednakosti (y/a, — /dn11)? > 0 dobivamo da je \/ana,11 < %an + %anﬂ.
Buduéi da redovi Y 7, a, 1>~ a1 konvergiraju, slijedi da konvergira i red

i 1a +la
pa 9 n 2 n+1l | -

Stoga, koriste¢i usporedni kriterij, mozemo zakljuciti da konvergira i red ) " | \/GnGnt1.
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Drugi kolokvij — 24. lipnja 2019.

Zadatak 4.
(a) (3 boda) Razvijte u Maclaurinov red funkciju f(z) = §In Hi i odredite radijus konvergencije do-

bivenog reda.

(b) (3 boda) Izra¢unajte sumu reda
f:( 1y 14 (2n)!
2n+1 I
— 32+ (2n 4 1)!
Rjesenge.

(a) KakojeIn(14+x)=> " (-

1.1 1
f(x)zilnlfizil(1+x)—_1n(1—x)
1 & IR (=)
— _lnl = _1n1
22( )T 5 2 (1) -
n=1 n=1
n=1

gdje je niz a,, n > 1, dan formulom

1
o — { w nmeparan,
" 0, n paran.

Dakle, Maclaurinov red funkcije f je

=1
:;271—

Radijus konvergencije dobivenog reda se dobije pomoéu Cauchy-Hadamardove formule
1 1
=1

R = X ==
n .
lmsup, o /10l lim, o 23 5T

(b) Uocimo da se dana suma moze zapisati kao
= 1+ (2n)! = 1
—1)" — —1)" - -
§( ) 32n+1(2n+ 1)[ 2( ) 32n+1 27L+ + Z 32n+1 2n + 1)’

a desna strana gornje jednakosti jednaka je sin 5 + arctg 3

Dakle,
s L L+ (2n)! 1 1
2.1 3i(2n 1 1) 3 arctg 3.

n=0
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