MATEMATICKA ANALIZA 2

Prva popravna provjera znanja — 7. rujna 2020.

Zadatak 1.
(a) (10 bodova) Neka je f: R — R zadana formulom
f(z) = In(1 4+ 2?).
Izracunajte f(2029(0).

(b) (10 bodova) Izrac¢unajte limes

(In m)Q'

lim o

r—+oo €
(c¢) (10 bodova) Neka je f: I — R derivabilna funkcija na otvorenom intervalu /.
Dokazite tvrdnju: Ako je f'(x) # 1, za Va € I, onda f moze imati najvise jednu fiksnu tocku.
(Napomena: za x € I kazemo da je fiksna tocka funkcije f: I — R ako vrijedi f(z) = z.)

Rjesenge.

(a) Kako je prva derivacija funkcije f jednaka f'(x) = 1_2;2, to dobijemo da vrijedi (1 + z?)f'(x) = 2z.

Sada, primijenjujuéi Leibnizovu formulu, dobijemo da za n > 3 vrijedi

(1 + xQ)f/ — 9 (n—1)

1
(” . )(1 + 22)®) fn=k) — g

—_

n—

T

0

Dakle, za n > 3 vrijedi
(1422 f™ +22(n — 1)V + (n—1)(n—2)f"2 = 0.
Uvrstimo li x = 0 dobijemo
Ff™0)=—(n—1)(n-2)f""2(0), zan>3.
Iteriranjem ove jednakosti dobijemo da za n = 2020 vrijedi

f(2020)(0) _ (_1)1009 . 2019[f(2)(0) = —2.2019!.

(b) Ra¢unajmo koriste¢i L'H pravilo

—~

. In 33)2 L'H . Inx L'H . 1
lim 5 = lim 5 im 5 5
oo €2 z—+oo Te2® z—+o0 (€2 4 2ze27)

(c) Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje z1,xo € I takvi da vrijedi 21 < 29 1 f(z1) = 21, f(22) = x2.
Tada po Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti postoji ¢ € (z1,x9) za koji vrijedi f'(c) =
f2)=f(@1) — zo=m 1, 8to je u suprotnosti s pretpostavkom. Dakle, funkcija f moze imati najvise

. m2—ay To—x1
jednu fiksnu tocku.




MATEMATICKA ANALIZA 2

Prva popravna provjera znanja — 7. rujna 2020.

Zadatak 2.

(a)

(b)

(10 bodova) Dokazite nejednakost

, Vo >1.

(10 bodova) Odredite prirodnu domenu, intervale monotonosti i asimptote za funkciju

2

f(x) = (2% = 1)e™™.

Rjesenge.

(a)

Definirajmo funkciju f: [1, +00) — R formulom

f(z)=Inx — M

Uoc¢imo da je funkcija f neprekidna i da vrijedi f(1) = 0. Kako je f'(x) :5(751_4_11))22 >0, za Vo > 1, to

je onda funkcija f strogo rastuca na [1,4+00), pa vrijedi da je f(z) > f(1), za sve x > 1, tj. vrijedi

2(x —1)

>0, Vz>1.
z+1

Inxz —

Prirodna domena funkcije je R.

Kako je f'(z) = —2e %" z(2—2), to su stacionarne tocke z = 0, —v/2, v/2. Funkcija f je pozitivna na
intervalima (—o00, —v/2) i (0,v/2) i negativna na intervalima (—+/2,0) i (v/2, +00). Iz toga zakljucu-
jemo da je funkcija f strogo rastuca na intervalima (—oo, —v/2] i [0, v/2], dok je strogo padajuca na
intervalima [—+/2,0] i [v/2, +00).

Funkcija nema vertikalnih asimptota. Kako je lim, , o f(z) = lim, ,, f(z) = 0, funkcija ima
horizontalnu asimptotu y = 0.



MATEMATICKA ANALIZA 2

Prva popravna provjera znanja — 7. rujna 2020.

Zadatak 3.

(a)

(b)

(c)

(10 bodova) Odredite integral

2cosx
- dz.
—12sinx + 11 — cos 2z

(10 bodova) Ispitajte konvergenciju nepravog integrala

(10 bodova) Neka je f: R — R funkcija dana s

flo)= | Zat
1t
Izracunajte
_ 1,z
lim flo) —ae
z—+00 x2e”
Rjesenge.

(a)

Koristeéi osnovne trigonometrijske formule, vidimo da je

2cosx 2cosx COS T

—12sinx + 11 — cos2x  —12sinz + 12 —2cos2z  —6sinz + 5 +sin’z’

Ako uvedemo supstituciju ¢ = sin x, dobivamo da je zadani integral jednak

/ dt / dt 1/ 1 1 t—5
— = — == —— — —— | dt=In|—+
t2 — 6t +5 (t—1)(t—-5) 4 t—5 t—1 t—1

za proizvoljnu konstantu C' € R. Dakle, trazeni je integral jednak

1/4

+C,

) (14
I S%nx 5 LC
sinx — 1

Pokazat ¢emo da dani nepravi integral konvergira i to tako Sto ¢emo pokazati da konvergiraju i
nepravi integrali

/2 dzx , /3 dzx
—_— i 3
1 V@B—x)lnz 2 v/(B—x)lnz
Uoc¢imo najprije da je
/ 2 dz < 1 / > dx
1 VB—2z)lnz ~ vV2Ji Vinz

Ako pokazemo da integral s desne strane konvergira, po usporednom kriteriju isto ¢e vrijediti i za
integral s lijeve strane. Bududi da je

-1 1/2

i D

r—14+ \/lnx ’



slijedi da integral fl

/2 da _/1d_w
CEN T e

a buduéi da je % < 1, po zadatku s vjezbi integral s desne strane konvergira.

Preostaje za dokazati konvergenciju integrala

/3 dx
> /(B—x)lnz
Uoc¢imo da je
/3 dx < 1 /3 1 [tde
2 /B—2)Inz ~ 2/, \/B3—2) W2/, Va’

a pa ponovno mozemo koristiti isti zadatak s vjezbi, te potom usporedni kriterij da bi dosli do trazene
konvergencije.

Uoc¢imo da je

2e” 7 6et
f(x) :——e+/ - dt = —+——26+/ —dt —+— i—46—1—/ —edt,
a3 . th
pri cemu smo u svakoj jednakosti iskoristili parcijalnu integraciju. Zaklju¢ujemo da je
_ 1l 2 4 2 6
M:1+__me+_ _6dt
x2e” x er er J; t?

Tvrdimo da je limes iz zadatka jednak 1. Ocito je da kada pustimo z — o0, drugi i treé¢i pribrojnik
s desne strane prethodne nejednakosti teze u 0. Dokazimo da je i

Promatrajuci prvu derivaciju funkcije ¢ — t4 , lako se vidi da je ta funkcija rastuca na [4, +00). Zato

je
2 T t 2 T _

gx—/ 6 /—dt+/ 6—€dt Ca? |2 e —d)
er J, tt er er er x4

pri ¢emu je C' = f14 i—f dt konstanta. Pustivsi z — 400, po teoremu o sendvi¢u vidimo da je trazeni
limes doista jednak 0.




MATEMATICKA ANALIZA 2

Prva popravna provjera znanja — 7. rujna 2020.

Zadatak 4.

(a) (10 bodova) Odredite koeficijent uz ¢lan 2% u Maclaurinovom razvoju funkcije f(z) = sin®z +
In(1+ )%

(b) (10 bodova) Ispitajte konvergenciju reda

01— cos

n=1 ns

:Iw

Rjesenge.

(a) Koristeéi trigonometrijske formule dobivamo alternativni zapis

fla) = % +2In(1 + ).
Bududi da je N
cosx = ZO(—l)”é:;! zasve v € R
| OO_
In(l1+2x) = Z(—l)"lxn—n kadagod je |z| < 1,
n=1

dobivamo da za sve z € R takve da je |z| < 1 vrijedi

[ - 13:
=3 32.(1
n=0
Odavde vidimo da je koeficijent uz 2°?° jednak
__1..(__ y1010. 2% $2.(=1)20. 1 _ 2 !

2 2020! 2020 2020! 1010°

(b) Neka je z = <. Tada je

1—6082% 1+Cosx1—cos:1:( 3x )2
_ .z

n sin’ % N 9 2 sin 3z
pa je
1—cos2 L
. nsin? 3 . 14+cosxl—cosx 3z 2 91 1
lim —— = lim . =—.-.1==.
n—o0 = z—0 9 J}Q Sin 3ZL‘ 9 2 9

Bududi da je § € (0,00) i dared Y 7 L divergira, zaklju¢ujemo da divergira i pocetni red.



