MATEMATICKA ANALIZA 2

Druga popravna provjera znanja — 21. rujna 2020.

Zadatak 1.
1

(a) (10 bodova) Dokazite da limes lin% ST ne postoji te odredite (ako postoji) limes

1
sin x

lim
z—=0+ ez

(b) (10 bodova) Neka je f: R — R funkcija zadana formulom

f(x)=¢e".
Odredite f™(0), za svaki nenegativni cijeli broj n.

(c¢) (10 bodova) Dokazite ili opovrgnite: ako je funkcija f: R — R neprekidna i surjektivna, tada postoji
bar jedan y € R takav da je praslika f~'({y}) konac¢an skup.

Rjesenge.

1
(a) Znamo da je lim — = lim —— = —o0. Zato je
z—0— T z—0— SIN T

lim S22 — o
z—0— 6%
S druge strane je
L +00 —<PL coS T
: sinz __ _ 1 sinz  __ 7
llmT———llm 7~ = lim T = 0.
=0+ ez +0o0 z—0+ _—ex =0+ ez
2

(b) Primijetimo da je f'(z) = 2ze” = 2z - f(z), iz Cega vidimo da je, za svaki prirodni broj n:

n

Fr @) =3 (Z) (20)® F0H) () = 20 ) (&) + 2m - FO0D(a).

k=0

Dakle, vrijedi da je f*(0) = 2n- f®~1(0), za svaki prirodni broj n > 1. Kako je f(0(0) = f(0) =1
te f/(0) = 0, zakljucujemo da je f2*=Y(0) = 0, za svaki prirodni broj k te da je

FE0) = 2% (2k — 1)1
(c) Tvrdnja ne vrijedi. Neka je f: R — R takva da je f(z) = 0, za svaki z < 0. Nadalje, na svakom

segmentu [n — 1,n], gdje je n prirodan broj neka je funkcija f po dijelovima linearna i to na nacin
da njen graf spaja redom sljedece tocke

(n—1,0) — (n—%n) s (n—i,—n) s (0,0).



AN
VAV

Neka je y € R proizvoljan. O¢ito je —[|y|] < vy < [|y|], pa je iz konstrukcije funkcije f jasno da za
svaki prirodan broj n > [|y|] postoji neki x € [n — 1,n] takav da je f(z) = y. Otuda slijedi da je
skup f~!'({y}) beskonacan.




MATEMATICKA ANALIZA 2

Druga popravna provjera znanja — 21. rujna 2020.

Zadatak 2.
(a) (10 bodova) Zadana je krivulja
r—4
x—2
Pokazite da su tangente na tu krivulju u tockama presjeka s koordinatnim osima paralelne.

y:

(b) (10 bodova) Ispitajte neprekidnost i derivabilnost funkcije f definirane s

f(x):{m+ei, <0

sinz, x>0

Je li f klase C'(R)?

Rjesenge.

a) Tocke presjeka krivulje s koordinatnim osima su 77 (0,2) i T5(4,0). Vrijedi ¢/ = —2, pa za koefici-
(

C=EE
jente smjera tangenti u tockama presjeka T) i Ty vrijedi y/(0) = y'(4) = %, iz Cega zakljucujemo da

su tangente paralelne.
(b) Funkcija je neprekidna na R\{0}. Nadalje, vrijedi lim,o_ f(z) = f(0) = lim,_,o; f(z) = 0, pa
zakljuc¢ujemo da je neprekidna na R.

Funkcija je derivabilna na intervalu (—oo,0) gdje vrijedi f'(z) =1 — x%e%. Funkcija je derivabilna i
na intervalu (0, 00) gdje vrijedi f'(z) = cosx. Ostaje jo$ ispitati derivabilnost u nuli. Vrijedi

lim M — lim Tte- —1
z—0— z—0 z—0— T
i 0 _
lim M — L BT _ 1,
z—0+ r—0 z—=0+ I

pa je funkcija derivabilna u nuli i vrijedi f/(0) = 1. Dakle, vrijedi
1— x%e% , <0
fx) = 1, =0

cosr, x>0

Kako vrijedi lim, so_ f'(z) = f'(0) = lim, o, f'(z) = 1, to zaklju¢ujemo da je funkcija klase C'(R).



MATEMATICKA ANALIZA 2

Druga popravna provjera znanja — 21. rujna 2020.

Zadatak 3.

(a) (10 bodova) Neka je f: (0,+00) — R funkcija s pravilom pridruzivanja f(x) = 2*. Odreedite njene
intervale monotonosti, te intervale konveksnosti i konkavnosti. Dokazite da postoji neka konstanta
C > 0 takva da je f(x) > C za sve z > 0.

(b) (10 bodova) Ispitajte konvergenciju integrala

/1 2 + arcsin x
—dzx.
0

e(l-z)Inz

Rjesenge.

rlnz

(a) Uo¢imo najprije da je f(z) = e*™%, pa je
f(z)=2"(Inz +1).

Odavde vidimo da je f* <0 na (0,2) i f’ > 0 na (1, 400), pa zakljuéujemo da je f strogo padajuca
na (0, 1) i strogo rastuca na (1, 400), te da u to¢ci * postize globalni minimum. Sada je jasno da
uzevsi C' = f(%) slijedi posljednja tvrdnja iz podzadatka.

Preostalo je za provijeriti konveksnost i konkavnost. Druga derivacija funkcije f jednaka je

1
f(x) =a2" ((1HZE +1)% + —) :
x
Dakle, f” > 0 na cijeloj domeni, tako da se radi o konveksnoj funkciji.
(b) Podintegralnu funkciju mozemo zapisati kao

x%(2 + arcsin z)

T

pa je, koristeci (a) dio i nejednakost arcsinz > —7, moZemo odozdo ograniciti s

(2-3)C

T

Buducdi da integral
Uda
0 T

divergira, po usporednom Kkriteriju zaklju¢ujemo da divergira i pocetni integral.



MATEMATICKA ANALIZA 2

Druga popravna provjera znanja — 21. rujna 2020.

Zadatak 4.

(a) (10 bodova) Izra¢unajte sumu reda

(=1)"n

(b) (10 bodova) Ispitajte konvergenciju reda

i sin(v/n2 +n —n)
n=1
(c) (10 bodova) Neka je (ay,)nen padajuci niz pozitivnih realnih brojeva takav dared ) 7 | a, konvergira.

Dokazite da je tada

lim na, = 0.
n—oo

Rjesengje.
(a) Neka je f: R — R funkcija s pravilom pridruzivanja

[e'S)
2n+1

:0 2n—|—1

n

Prema D’Alembertovom kriteriju jasno je da je f dobro definirana. Uoc¢imo da je red iz teksta
zadatka jednak

2V/2

S druge strane, imamo

- S (_1)nn oIn+l S (_1)n(2n+1_1) 2n+1
f(fU)—ZﬁI =2 22n+ )l "

n=0

1 (—1)" I (—1)" _ s
il Z ) 2t 2 (—1) S TCcosT Slnx‘
2 2n:0 (2n +1)! 2

Dakle, suma reda je
1) (i) - vaon ()
2v/2 8 '

(b) Uocimo da je

VrZ+n —n? 1 1
lim (Vn?+n —n) = lim wn o lim — = —.
nvo0 nooe 2+ n nﬁoo\/l—kil-i-l 2

Zato postoje neki ng i C' > 0 takvi da je

sin(Vn?+n—mn)>C zasven > ny.



Slijedi da je

n

i sin(vn? +n —n) - noz—l sin(vn? +n —n) N i C
n n’
n=1 n=1 n=ng
pa zbog divergencije harmonijskog reda zaklju¢ujemo da i red iz teksta zadatka divergira po uspored-
nom Kkriteriju.

Prvo rjesenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji € > 0 i podniz (a,, )ren takvi da je nga,, > €
za sve k € N. Nadalje, bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je ni.; > 2n; za sve
k € N — u suprotnom jednostavno izostavimo neke ¢lanove niza (a,, )ren. Uocimo sada da je

Nk+1
> > (nkJrl — nk)e > €
E an > (N1 — nk)ankJr1 z2— — 23
n=ng+1 k+1

Sumiranjem po svim k € N dobivamo da red Y 7 | a, divergira, $to je kontradikcija.

Drugo rjesenje. Neka je (S, )nen niz parcijalnih suma reda )~ a,. Bududéi da je taj red konver-
gentan, slijedi da je i niz (s,)nen konvergentan, pa je stoga i Cauchyev. Zato mozemo zakljuciti da
je
7}13)10(3“ — Sn/2)) = 0.
S druge strane, iz ¢injenice da je (a,)neny padajuci niz pozitivnih realnih brojeva, dobivamo
0< nan/2 < p + Ap1+ -+ Anj2)+1 = Sn — S|n/2)-

Pustanjem n — oo, te koriStenjem teorema o sendvicu slijedi trazena tvrdnja.



