MATEMATICKA ANALIZA 2

Pisana provjera znanja — zadatci — 24. lipnja 2020.

Zadatak 1.
(a) (10 bodova) Neka je f: R — R zadana formulom

Izracunajte f(2029(0).

(b) (10 bodova) Izra¢unajte limes
lim Va3,

T—r—+00

(c¢) (10 bodova) Neka je f: R — R funkcija. DokaZzite tvrdnju: Ako je f konveksna i omedena funkcija,
onda je ona konstantna.

Rjesenge.
(a) Uotimo da vrijedi (14 z?)f(x) = 1. Sada, primijenjujuéi Leibnizovu formulu, dobijemo da za n > 1
vrijedi

(1+a¥y=1 (n)

n

n -
Z (k) (14 22)Byn=k) — g,

k=0
Sada, za n > 2 dobijemo da vrijedi

(1+22)f™ 4 2enf Y 4nn —1) "2 = 0.
Uvrstimo li x = 0 dobijemo
f™0) = —n(n — 1) f"2(0), zan>2.
Iteriranjem ove jednakosti dobijemo da za n = 2020 vrijedi

f(2020)(0) _ (_1)1010 ] 2020!y(0)(0) = 2020!.

(b) Neka je y(x) = v/23. Tada je Iny(z) = 1“;”3, pa vrijedi

Inz3 1 -532”
lim Iny(x) = lim e T ! =0,

r——+00 r—+o0 xr——+00

iz ¢ega dobijemo (zbog neprekidnosti) da je

lim y(z) = elime—reelny@) — 0 — 7
T—+00

(c) Pretpostavimo da funkcija nije konstantna, tj. da postoje zg, h € R takvi da vrijedi f(zo) < f(zo+h).
Neka je t > 1. Tada vrijedi

oo+ h) = F(5 (a0 + th) + (1= D)) < £+ th) + (1= ) f (o)

pri ¢emu nejednakost vrijedi zbog konveksnosti funkcije f. Ako zadnju nejednakost pomnozimo s t
i preslozimo strane, dobijemo da vrijedi

t(f(xo+h) — f(xo)) + f(wo) < f(xo + th).

Pustimo li da ¢ ide u beskonac¢nost u zadnjoj nejednakosti, onda lijeva strana ide u +oo (jer je u
pitanju afina funkcija po t s pozitivnim nagibom), §to je u suprotnosti s pretpostavkom da je funkcija
f ogranicena.

Dakle, f mora biti konstantna funkcija.



Zadatak 2.

(a) (10 bodova) Neka je f(x) = az” + z* + 2z. Odredite ralni broj a za koji funkcija f'(z) ima to¢no
jednu realnu nultocku. Za taj broj a odredite sve realne brojeve z za koje je f(z) > x* + x.

(b) (10 bodova) Neka je a realni broj. Odredite prirodnu domenu, nultoc¢ke i intervale monotonosti za
funkciju

f(z)=In((z —a)?).

Rjesenge.
(a) Primijetimo da je
fl(z) = Taz® +42° + 2 = Tat* + 4t + 2 = (1),
gdje je t = 2®. Zelimo da funkcija f’ () ima jedinstvenu realnu nultocku, a to je moguce jedino ako

i funkcija g(¢) ima jedinstvenu realnu nultocku. Funkecija g(t) je polinom drugog stupnja. Polinom
drugog stupnja ima jedinstvenu realnu nultoc¢ku ako i samo ako je oblika

c(at + B)? = cat* + 2ca Bt + cf?,

za neke realne brojeve ¢, a, . Izjednacavanjem koeficijenata zaklju¢ujemo da je 7a = 2, iz cega

vidimo da je a = =
2

Nadalje, vidimo da je f(z) > z* + x ako i samo ako je ?x7 + 2 > 0, a to vrijedi ako i samo ako je

x> 0.

(b) Prirodna domena funkcije f je skup R\ {a}. Naime, mora biti (z — a)? > 0, a to vrijedi za svaki
realni broj z za koji je x —a # 0.
Vrijedi da je f(z) = 0 ako i samo ako je (x —a)? = 1, tj. ako i samo ako je z — a = 1, tj. nultocke
funkcije f sutockez =a+1ix=a—1.
2(r—a) 2
r—a)? x-—
Dakle, na intervalu (—oo, a) funkcija f je padajuca, a na intervalu (a, +o00) funkcija f je rastuca.

Racunamo f'(z) = . Zaklju¢ujemo da je f'(z) < 0,zax < ate f'(x) >0, zaz > a.
a

Zadatak 3.

(a) (10 bodova) Izra¢unajte integral

/(COS2 x —2sinx — 2) ctgx dr.

(b) (10 bodova) Dokazite da integral

—+00

Inz
/x2+1dx

0

konvergira i odredite njegovu vrijednost.

Rjesenge.



(a) Primijetimo da je cos?

Neka je t = sinz, tada je dt = cos x dxr. Ra¢unamo
t+1)2 1 t?
/( +t ) dt:/<t+2+¥> dt =5 +2+ Il +C,

gdje je C' proizvoljna realna konstanta.

Konacno je

t 1 2 i 2
/(COS21‘—281H$—2)Ctg.de (: —/udt> =— (SH; ° +251nx+ln\sinx\+0>.

t

(b) Primijetimo da je
+oo +oo

1
lnz Inz Inz
dr = d dz.
/x2+1 o /:c2+1 x+/x2+1 v
0

0 1

Vrijedi
1 | 1
/ x2nf1 da:S/an\ dx = /lnxd:c = (z—zhnz)| =1
0 0
Takoder je
+o00 | +0<>\/_ 400 1
/ ne dmﬁ/—xdx: — dxr < 0.
2 +1 x? 2
1 1 1

Dakle, zadani integral uistinu konvergira. Sada ga ra¢unamo

+00 0
— 1
/ e g, | *=0 dm:_i_;dt :/ L ~—_1dt:—/ L
2?2 +1 0— 400, +o00—0 S+1 241
0

+00 0

Dakle, trazena vrijednost integrala jednaka je 0.

Zadatak 4.
(a) (10 bodova) Razvijte u Taylorov red oko tocke ¢ = 1 funkciju

1

f(@) = = + (@)

te odredite radijus konvergencije dobivenog reda.

2n —1
(b) (10 bodova) Neka je, za svaki prirodan broj n, a,, = n

, izracunajte

5 (1)

n=1 \k=1

(¢) (10 bodova) Neka je a,, = 2", za svaki cijeli broj n > 0. Odredite sve realne brojeve x za koje red

00 a,
Z 1+ zon

n=0

konvergira. Za sve takve x odredite sumu reda.

2

r—2sinz—2=1-sin?z—-2sinr—2 = —(sin?x+2sinzx+1) = —(sinz+1)2



Rjesenge.

(a) Ra¢unamo

f(z) = (1+(;_1)) +In(l+(z—-1)=04+(—-1)2+In(1+ (z—1))
=S (e e B s S ey,

gdje jeag =11

0 — (—2) N (=)' _ (=) (n+1) N (=)~ _ (—1)t (l o 1) |

n n n! n

za sve prirodne brojeve n. Radijus konvergencije dobivenog reda je 1.

(b) Primijetimo da je
(2n —1)!
H ar = 4np! ’

Sto znaci da trebamo izrac¢unati

[e.o]

> (2n — 1! ) (2n — 1)!! \" 1
24—m Z 2l (—5) B =v2-1

(c) Primijetimo da je

S
l—x 14z 1—2z2
2 2 _ 4

1—22 1422 1—z%
4 4 8

1—:11:44_14—354_1—3087

on on 2n+1
n + n n+1°
1— a2 1+ 22 1— a2

Zakljuc¢ujemo da za svaki prirodan broj N vrijedi da je

N n 2N+1 1
214—952": I

n=0

Zaklju¢ujemo da dani red konvergira ako i samo ako je |x| > 1 i u tom slucaju je suma jednaka

r—1



