Konvergira li red Y| =57 Obrazlozite odgovor.

. . e e .. 3 Redovi
Matematicka analiza 2 - teorijski ispit
> o a) Izracunajte Taylorov red funkcije f(z) = arctg(x) oko & = 0. (Hint:
Teza varij anta odredite prvo Taylorov red derivacije f'(z).) Koji je radijus konver-

gencije tog reda?

b) Dokazite da Taylorov red iz a) dijela konvergira funkciji f(x) za svaki
24.6.2020 |x| < 1. (Hint: koristite argument iz predavanja o uniformnoj ko-
o ' nvergenciji).

="

¢) Koriste¢i tvrdnju pod b), izracunajte sumu reda 3~ ° | 5. Obrazlozite

1 Derivacije funkcija odgovor.

a) Definirajte pojam konveksne funkcije. Neka je f : I — R konveksna
funkcija definirana na otvorenom intervalu I. Za proizvoljne x; i zo
iz I, dokazite da je funkcija g : [0, 1] — R, definirana formulom

9(t) = f((1 = t)zr + tws) = (1 = 1) f(21) — £ f(22)

konveksna.

b ) Koristeéi Taylorov teorem srednje vrijednosti, izracunajte sin(1) uz
tocnost € = 1077, (Ne trebate dokazivati formulu za Taylorov red
funkcije sin z i mozete pretpostaviti da Taylorov red konvergira funk-
ciji sinz.)

2 Riemannov integral

a) Izvedite (Sto detaljnije) formulu za duljinu krivulje grafa funkcije
f :la,b] = R na segmentu [a, b|.

b) Definirajte nepravi integral funkcije f : [a, +o0 >— R,

/aoo f(z)dz.
1



Matematicka analiza 2 - teorijski ispit

Laksa varijanta

24.6.2020.

1 Derivacije funkcija

a) Definirajte pojam derivacije funkcije u tocki. Objasnite vezu izmedu
derivacije funckije i tangente na graf funkcije. Pokazite da derivabil-
nost povlaéi neprekidnost.

b) Izvedite pravilo za derivaciju kvocijenta funkcija.

2 Riemannov integral

a) Precizno iskazite 7S — s < ¢” kriterij integrabilnosti.

b) Neka su f,g :

funkcija f(x) + g(z) integrabilna te da vrijedi

[a,b] — R integrabilne funkcije. Dokazite da je i

b b b
/ (f+ g)(x)dz = f(x)dac—i—/ g(z)dz.

3 Redovi

a) Navedite sve kriterije za odredivanje konvergencije reda koje smo

radili.

Iskazite Cauchyjev integralni kriterij.

1

Koriste¢i Cauchyjev

integralni kriterij dokazite da red Y 7, ﬁ konvergira.
b) Dokazite jednu od sljedeée dvije tvrdnje:

(a) Ako jered Y a, apsolutno konvergentan onda njegova suma ne
ovisi o redosljedu sumacije.
(b) Leibnitzov kriterij.

c¢) Izratunajte Taylorov red funkcije
gencije?

1 . . .
Tiz- Koji mu je radijus konver-



Konvergira li red Y| =7 Obrazlozite odgovor.

Matematicka analiza 2 - teorijski ispit 3 Redovi

Teza varijanta

a) Napisite Taylorov red funkcije f(z) = arcsin(z) oko = 0. Koji je
radijus konvergencije tog reda? Obrazlozite odgovor.

b) Dokazite da Taylorov red iz a) dijela konvergira funkciji f(z) za svaki
|z| < 1. (Hint: koristite argument iz predavanja o uniformnoj ko-

24 6.2020. nvergenciji).
¢) Koristedi tvrdnju pod b), izracunajte sumu reda
1 Derivacije funkcija i 2n—D1 1
a) Definirajte pojam konveksne funkcije. Neka je f : I — R konveksna n=0 @n)t 20+ 1
funkcija definirana na otvorenom intervalu I. Za proizvoljne x; i zo gdje je nll = n(n—2)(n—4)---, (npr. 911 = 9-7-5-3-1). Obrazlozite

iz I, dokazite da je funkcija g : [0, 1] — R, definirana formulom odgovor. (Hint:(r‘)(g;)l”)” — eap(S In(1 — ﬁ)))

9(t) = f((1 = t)zr + tws) = (1 = 1) f(21) — £ f(22)

konveksna.

b ) Koristeéi Taylorov teorem srednje vrijednosti, izracunajte cos(1) uz
tocnost € = 1075, (Ne trebate dokazivati formulu za Taylorov red
funkcije cos z i mozete pretpostaviti da Taylorov red konvergira funk-
ciji cosx.)

2 Riemannov integral

a) Izvedite formulu za povriinu dijela ravnine opisane u polarnim koor-
dinatama jednadzbom r = 7(¢) na segmentu |«, 3].

b) Definirajte nepravi integral funkcije f : [a, +o0 >— R,

/aoo f(z)dz.
1



suma tog reda? Navedite primjer reda Y a, za koji D’Alembertov
kriterij ne daje odluku, dok po Cauchyjevom kriteriju taj red konver-
gira.

Matematicka analiza 2 - teOrlJSkl lSplt‘ b) Dokazite jednu od sljedece dvije tvrdnje:

Laksa varij anta (a) Ako je red > a, (gdje je a, € C) apsolutno konvergentan onda

je 1 konvergentan.
(b) Red >0, % konvergira.
24.6.2020. ¢) Izratunajte Taylorov red funkcije # Koji mu je radijus konver-
gencije?
1 Derivacije funkcija

a) Definirajte pojam derivacije funkcije u tocki. Objasnite vezu izmedu
derivacije funkcije i tangente na graf funkcije - izracunajte jednadzbu
pravca tangente u tocki (zy, f(xy)) grafa derivabilne funkcije f : R —
R. Navedite primjer neprekidne rastuce funkcije f : R — R koja u
tocki x = 0 nema derivaciju.

b) Izvedite pravilo za derivaciju kompozicije funkcija.

2 Riemannov integral
a) Precizno definirajte pojam Riemannovog integrala.

b) Tzracunajte po definiciji odredeni integral [ f’ 22dz.

3 Redovi

a) Iskazite Cauchyjev i D’Alambertov kriterij. Koristeéi jedan od ta dva

kriterija pokazite da je red Y o=, # konvergentan. Cemu je jednaka



Konvergira li red Y| =57 Obrazlozite odgovor.

. . e e .. 3 Redovi
Matematicka analiza 2 - teorijski ispit
> o a) Izracunajte Taylorov red funkcije f(z) = arctg(x) oko & = 0. (Hint:
Teza varij anta odredite prvo Taylorov red derivacije f'(z).) Koji je radijus konver-

gencije tog reda?

b) Dokazite da Taylorov red iz a) dijela konvergira funkciji f(x) za svaki
24.6.2020 |x| < 1. (Hint: koristite argument iz predavanja o uniformnoj ko-
o ' nvergenciji).

="

¢) Koriste¢i tvrdnju pod b), izracunajte sumu reda 3~ ° | 5. Obrazlozite

1 Derivacije funkcija odgovor.

a) Definirajte pojam konveksne funkcije. Neka je f : I — R konveksna
funkcija definirana na otvorenom intervalu I. Za proizvoljne x; i zo
iz I, dokazite da je funkcija g : [0, 1] — R, definirana formulom

9(t) = f((1 = t)zr + tws) = (1 = 1) f(21) — £ f(22)

konveksna.

b ) Koristeéi Taylorov teorem srednje vrijednosti, izracunajte sin(1) uz
tocnost € = 1077, (Ne trebate dokazivati formulu za Taylorov red
funkcije sin z i mozete pretpostaviti da Taylorov red konvergira funk-
ciji sinz.)

2 Riemannov integral

a) Izvedite (Sto detaljnije) formulu za duljinu krivulje grafa funkcije
f :la,b] = R na segmentu [a, b|.

b) Definirajte nepravi integral funkcije f : [a, +o0 >— R,

/aoo f(z)dz.
1



3 Redovi

a) Iskazite Cauchyjev i D’Alambertov kriterij. Koristedi jedan od ta dva

kriterija pokazite da je red Y -, % konvergentan. Cemu je jednaka

Matemathka &nallza 2 B teOrlJSkl lSplt suma, tog reda? Navedite primjer reda Y a, za koji D’Alembertov

L akéa Vari J anta kriterij ne daje odluku, dok po Cauchyjevom kriteriju taj red konver-
gira.

b) Dokazite jednu od sljedeée dvije tvrdnje:

24.6.2020 (a) Ako jered Y a, apsolutno konvergentan onda njegova suma ne
o ' ovisi o redosljedu sumacije.
(b) Red "7, ﬁ;—f/; konvergira.
1 Derivacije funkcija ¢) Izracunajte Taylorov red funkcije
gencije?

1 s . ..
12+ Koji mu je radijus konver-

a) Definirajte pojam derivacije funkcije u tocki. Objasnite vezu izmedu
derivacije funkcije i tangente na graf funkcije - izracunajte jednadzbu
pravca tangente u tocki (zy, f(xy)) grafa derivabilne funkcije f : R —
R. Navedite primjer neprekidne rastuce funkcije f : R — R koja u
tocki x = 0 nema derivaciju.

b) Izvedite pravilo za derivaciju kvocijenta funkcija.

2 Riemannov integral
a) Precizno iskazite 7S — s < ¢” kriterij integrabilnosti.
b) Neka su f,g : [a,b] — R integrabilne funkcije. Dokazite da je i
funkcija f(x) + g(x) integrabilna te da vrijedi

/j(f + g)(x)dz = /ab f(x)dz + /(.bg(x)dx,

1



Konvergira li red Y| =7 Obrazlozite odgovor.

Matematicka analiza 2 - teorijski ispit 3 Redovi

Teza varijanta

a) Napisite Taylorov red funkcije f(z) = arcsin(z) oko = 0. Koji je
radijus konvergencije tog reda? Obrazlozite odgovor.

b) Dokazite da Taylorov red iz a) dijela konvergira funkciji f(z) za svaki
|z| < 1. (Hint: koristite argument iz predavanja o uniformnoj ko-

24 6.2020. nvergenciji).
¢) Koristedi tvrdnju pod b), izracunajte sumu reda
1 Derivacije funkcija i 2n—D1 1
a) Definirajte pojam konveksne funkcije. Neka je f : I — R konveksna n=0 @n)t 20+ 1
funkcija definirana na otvorenom intervalu I. Za proizvoljne x; i zo gdje je nll = n(n—2)(n—4)---, (npr. 911 = 9-7-5-3-1). Obrazlozite

iz I, dokazite da je funkcija g : [0, 1] — R, definirana formulom odgovor. (Hint:(r‘)(g;)l”)” — eap(S In(1 — ﬁ)))

9(t) = f((1 = t)zr + tws) = (1 = 1) f(21) — £ f(22)

konveksna.

b ) Koristeéi Taylorov teorem srednje vrijednosti, izracunajte cos(1) uz
tocnost € = 1075, (Ne trebate dokazivati formulu za Taylorov red
funkcije cos z i mozete pretpostaviti da Taylorov red konvergira funk-
ciji cosx.)

2 Riemannov integral

a) Izvedite formulu za povriinu dijela ravnine opisane u polarnim koor-
dinatama jednadzbom r = 7(¢) na segmentu |«, 3].

b) Definirajte nepravi integral funkcije f : [a, +o0 >— R,

/aoo f(z)dz.
1



1
a)

b)

Matematicka analiza 2 - teorijski ispit
Laksa varijanta

24.6.2020.

Derivacije funkcija

Definirajte pojam derivacije funkcije u tocki. Objasnite vezu izmedu
derivacije funckije i tangente na graf funkcije. Pokazite da derivabil-
nost povlaéi neprekidnost.

Izvedite pravilo za derivaciju kvocijenta funkcija.

Riemannov integral
Precizno definirajte pojam Riemannovog integrala.

Izra¢unajte po definiciji odredeni integral j(:' 2’dx.

Redovi

Navedite sve kriterije za odredivanje konvergencije reda koje smo
radili. Iskazite Cauchyjev integralni kriterij. Koriste¢i Cauchyjev
integralni kriterij dokazite da red Y| - konvergira.

Dokazite jednu od sljedeée dvije tvrdnje:

1

c) Izracunajte Taylorov red funkcije

(a) Ako je red > a, apsolutno konvergentan onda njegova suma ne
ovisi o redosljedu sumacije.

(b) Red >°7, <;1—1/)2 konvergira.

—. Koji mu je radijus konver-

gencije?



