MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 27. travnja 2021.

Zadatak 1.

(a) (4 boda) Neka je f(x) = (arccosz)?. Odredite sve n € N za koje je f™(0) € {kn : k € Z}.

(b)

(3 boda) Neka je f: R — R konveksna i g : R — R rastuca konveksna funkcija. Jesu li funkcije f - g
i go f takoder konveksne funkcije? Svoje tvrdnje dokazite (za 1 bod na zadatku mozZete pretpostaviti
da su funkcije f i g dva puta diferencijabilne).

Rjesengje.

(a) Odredimo prvu i drugu derivaciju funkcije f:

—2arccos
f(z) = —2arccosx, () = 2+ W7
V1— 22 1 — a2

iz Cega slijedi da je
(1—2)f"(z) =2+ af(2).

Sada koristenjem Leibnizove formule odredimo (n — 1)-u derivaciju lijeve i desne strane ove jednakosti.
Za n > 2 vrijedi

S (n- ! — g2) k) pntd=k) (1) — S~ (71 2B) g(n=k) (4.
;(k)a )9 i ) Z(k) 70 2)
Slijedi da je
(1-— xQ)f(nJrl)(:E) —2(n — 1):Cf(") (z) — (n—1)(n — 2>f(n71)<x) — xf(”)(x) +(n— 1)f(n—1)(x)
= (1=2®) " (@) = 2n = Daf(z) = (n = 1)°f" V(@) = 0.

Prema tome, za n > 2 vrijedi da je f"*)(0) = (n — 1)2f"=Y(0). Kako je f'(0) = —7 i f”(0) = 2
slijedi da je f™(0) € {k7 : k € Z} ako i samo ako je n neparan.

Funkcija f - g ne mora biti nuzno konveksna. Uoc¢imo, funkcije g(x) = x i f(z) = z* zadovoljavaju
pretpostavke zadatka, ali funkcija f - g(x) = 22 nije konveksna na R.

Funkcija go f je konveksna. Nekajex,y € Ri\ € (0,1). Kako je f konveksna imamo f(Az+(1—\)y) <
A () + (1= XN)f(y), pa kako je g rastuca i konveksna, slijedi

g(fQAz+ (1 =Ny)) < g\ f(2) + (1 =) f(y) < Ag(f(2) + (1= A)g(f ().
Uz pretpostavku da su obe funkcije dva puta diferencijabilne, imamo da je
(go f)'(x) =g"(f(@)(f' () + g (f () ["(x)) = 0

jer je g”, f” > 0 zbog konveksnosti i ¢’ > 0 jer je g rastuca. Zaklju¢ujemo da je kompozicija konveksna
na R.



MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 27. travnja 2021.

Zadatak 2. (6 bodova) Odredite sve a,b € R za koje je funkcija

ax® +bxr + 1, x>1,

f(]:) _ {(1 - x)zln(ctg (1 — x))’ = <07 1>’

klase C' na (0, +00).

Rjesenje. Kako je f klase C! na (0, +00) \ {1}, dovoljno je promotriti odgovarajuce limese slijeva i s desna
u tocki 1. Uo¢imo da primjenom L’Hopitalovog pravila dobivamo
1
1 t 1-— ¢ —x)sin“(l—x 1— 1— 2
z—1— z1- (1 —x)72 e=1- 2(1 —x)73 e=1-sin(l —z) 2cos(l —x)

=0.

Iz neprekidnosti funkcije g slijedi da je

0= lim f(x)= lim (a2® +bxr+1)=a+b+ 1.

rz—1— z—14+

Nadalje kako je
f/<x = _2(1 o ZL’) 1D(Ctg(1 - I)) + Cos(lElac;g:i)n(l—x)7 T € <07 1>a
2ax + b, x>1,

slijedi da ¢e funkcija f biti neprekidno derivabilna u 1 ako je
. / . . !

Primjenom L’Hopitalovog pravila dobivamo da je

In(ctg(1 — 1—x2)?
lim f'(z) = -2 lim In(cte(1 = o)) _ lim ( 33)
z—1- z>1- (1 —x)7t z—1- cos(1 — z) sin(1 — x)
1
— _9] ctg(l—x) sin?(1—x) _0
eo1-  —(1—1z)2
P TN k) MR St S

o~1-sin(1 — ) cos(1 — z)

Kako je
lim f'(z) =2a+0b

r—14

slijedidajea=11ib= —2.

Uocite da primjenom L’Hopitalovog pravila egzistencija limesa lim, i+ f'(z) povladi egzistenciju limesa

lim, 14 w i ti limesi su jednaki. Stoga ovaj ra¢un osigurava da je f i diferencijabilna.



MATEMATICKA ANALIZA 2
Prvi kolokvij — 27. travnja 2021.

Zadatak 3. (7 bodova) Odredite prirodnu domenu i nultocke, intervale monotonosti, lokalne ekstreme,
intervale konveksnosti i konkavnosti, tocke infleksije, sve asimptote funkcije

o) = 1—Inzx

2

te skicirajte njen graf.

Rjesenje. Domena funkcije f je Dy = (0, 400). Funkcija ima jedinu nultoc¢ku u tocki z = e.
Kako je

fiay = 20T
zakljucéujemo da je f’ < 0 na <O,e%>, te f' > 0 na <e%, +00), pa je f strogo padajuca na intervalu <O,e%],
a strogo rastuca na [e%, +o0). U tocki x = e funkcija ima lokalni minimum koji iznosi —ﬁ.
fako je 11—6Inzx

f(z) = —
zakljutujemo da je f” > 0 na (0,e11), te f” < 0 na (eir,+o0)

, pa je f strogo konveksna na intervalu
(0, e%], a strogo konkavna na intervalu [e%, +00). Tocka infleksije je z = e

Vrijedi lim, o4 f(x) = 400, pa je vertikalna asimptota zdesna x
pravila dobivamo da je

0. Primjenom L’Hoépitalovog
LS

iz cega zakljucujemo da je desna horizontalna asimptota y = 0.

Y

|
-
o




MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 27. travnja 2021.

Zadatak 4.
(a) (2 boda) Neka je f: R — (0, +o00) diferencijabilna funkcija. Dokazite da je

1/6
tim (L&D apeyse
6—0 f(&?)

b) (3 boda) Odredite sve brojeve n € Nit € (0, +00) takve da jen < tin! =t".
(b) ( ) ] (0, +00) ]

Rjesenge.

(a) Prvo rjeSenje. Iz neprekidnosti funkcije In, definicije derivacije, te derivacije kompozicije dobivamo

Inlim (M) v = limIn (M) v

50 f(x) 50 f(zx)

i In f(z + d6x) — In f(x)

= 550 )

o lim In f(x + dx) — In f(z)
50 ox

= z(In f)'(x)

_afl)
flz)

Trazena jednakost slijedi eksponiranjem.

Drugo rjesenge.

<f(m—|—5x))1/5 _

lim

50 f(z) JIE(I) f(x)
(@) Latd)-i(e). 2
5z) — TaFoe) 7@
i (1 LG g
50 f(x)

f(z+oz)—f(z)

pri ¢emu smo u posljednjem redu iskoristili da je limg_, ) = 0 i poznat limes lim, (1 +

)Y =e.

Napomena. Neki studenti pokusali su rijesiti zadatak koristenjem L’Hopitalovog pravila. U takvom
pristupu iznimno cesta greska bila je derivacija brojnika i nazivnika kao da se radi o funkcijama
varijable z, a ne § (uo¢ite da je u naSem slucaju = konstanta, a § je varijabla koja se mijenja pri
limesiranju). Ispravno koristenje L’Hopitalovog pravila izgledalo bi ovako:

f(z+éx) £ (=) f!(z+6z)
[ fle+o)\ In ( (@) ) LH, Jton) J@ L . af'(x+dz)
Inlim [ —————F% =lim ———* = lim =lim ———=~
f(x) 6—0 ) 5—0 1 6—0 f(x + 51‘)
Medutim, uo¢imo da nam je za zakljuc¢ak da je posljednji limes jednak xﬂg) sada potrebna i dodatna
informacija da je funkcija f’ neprekidna u toc¢ci x. Buduéi da se radi o dodatnom uvjetu na funkciju
f koji nije zadan u zadatku, ovakav pristup nije donosio maksimalan broj bodova.




(b) Neka je f: (0,400) — R funkcija s pravilom pridruzivanja

Inx
f(z) = =
te uocimo da je
n'=t" <= tlan=nlnt <<=  f(n)=f().

Bududi da je
1—Inx
flla) = ——5—,

X

slijedi da je f' > 0 na (0,¢), te f* < 0 na (e,+00), pa je f strogo rastuca na (0, e], a strogo padajuca
na [e,4+00). Iz pretpostavke da je n < ti f(n) = f(t) zaklju¢ujemo da je n € (0,e] i t € [e, +00).
Budud¢i da je n € N slijedi da jen =1 ili n = 2.

Ako je n = 1, tada iz n' = " dobivamo da je t = 1 §to nije dopusteno rjesenje zbog uvjeta n < t.
Ako je n = 2, tada ¢e t = 4 dati jedno rjeSenje koje je ujedno i jedinstveno zbog zakljucka o strogoj
monotonosti funkcije f na [e, +00).
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