MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 29. lipnja 2021.

Zadatak 1.
(a) (3 boda) Izrac¢unajte integral

/—cos—dx

(b) (3 boda) Neka je o € (0, 2]. Ispitajte konvergenciju integrala

2

1
-1
/ ¢ dx.
o

Rjesenge.

(a)

;
/—COS dr = {dt dm} :—/tcostdt

:[u_t du = dt ]z—tsint%—/sintdtz

dv =costdt v=sint
1

1 1
= —tsint —cost+C = ——sin— —cos — + C.
T x x

(b) Pogledajmo kako se podintegralna funkcija ponasa u okolini nule. Vrijedi (nakon primjene L’H pravila)

2 2

) e —1 276t 2e*
lim = lim = lim
z—0+ ¢ a:—>0+ axe—1 a:—>0+ are—2’

Dakle, za o € (0,2], gornji limes je konacan, pa je podintegralna funkcija omedena (svakako je i
neprekidna) na intervalu (0, 1], iz ¢ega zaklju¢ujemo da traZzeni integral konvergira.



MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 29. lipnja 2021.

Zadatak 2.
(a) (4 boda) Dokazite da postoji ng € N takav da je za sve n > ng

1 1 1
+ +.+—
VI2+n? 22+ n? vn? 4+ n?

(b) (2 boda) Neka je f: [0, 1] — R konkavna funkcija takva da je f(0) = 11 f(1) = 2. Dokazite da je tada

/01 f(z)dx > g

>1n24.

Rjesenge.
(a) Neka je f:]0,1] — R funkcija s pravilom pridruzivanja

1

Tada je

1 1 1 "1 1 "1 [k
S, = + S — - - - .
V124 n2 (/224 n? Vn?+n? ;n /1+(&)2 ;nf (n)

Iz posljednje jednakosti je jasno da je (S,)nen niz integralnih suma funkcije f, pa je

1 1 dl’
limSn:/ xdx:/ = Arsh1 — Arsh0 = In(1 + Vv/2).
Jim i f(z) Ay ( )

Tvrdnja zadatka slijedi iz definicije limesa i ¢injenice da je In(1 + v/2) > In2.4.

(b) Zbog pretpostavke o konkavnosti za proizvoljan x € [0, 1] imamo

f@) = F(1=2)-042-1)> (1= ) f(0) + 2f(1) =2+ 1.

/Olf(a:)de/ol(a:+1)dx: (%24—;1:)

Iz toga slijedi da je
1

0

5.
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Drugi kolokvij — 29. lipnja 2021.

Zadatak 3.

(a)

(b)

(2 boda) Neka je (a,)nen niz pozitivnih realnih brojeva takav da red ) a, konvergira. Ispitajte
konvergenciju redova Y oo ad 1> 7\ /a,.
(4 boda) U ovisnosti o parametru p > 0 ispitajte konvergenciju reda

o0

In(n!) arctg(n)
2 (n+ 20217

Rjesenge.

(a)

Nuzan uvjet za konvergenciju reda je da opé¢i ¢lan niza tezi u 0, lim,_,, a,, = 0. Prema tome, znamo
da postoji nyg € N takav da je a, < 1 za n > ny.

Slijedi da za n > ng vrijedi da je a? < a,, pa po usporednom kriteriju konvergencija reda > -
3 < @3).

. . o0 o . o0 . . .o
time i ) 7 a,) povlac¢i konvergenciju reda )~ “a; (a time i konvergenciju reda ) 7 a;

a, (a
Red Y °° | \/a, ne mora konvergirati. Na primjer, za a,, = # vrijedi da red Y >° , a, konvergira (jer
je2>1), alired Y07 \/a, = > o7, + divergira (harmonijski red).

Uocimo prvo da je 0 < arctgn < § te da je (n +2021)? > n? za sve n € N. Nadalje, za svaki ¢ > 0
postoji n. € N takav da za n > n. vrijedi da je Inn < nf, pa je i

In(n!) < In(n") < nlnn < n'te
Time smo pokazali da je za n > n.

In(n!) arctg(n) o T
(n+2021)p — 2pp—1-c’

Sada uo¢imo da za svaki p > 2 mozemo odabrati dovoljno malen € > 0 takav dajep—1—¢ > 1. Za
takav ¢ vrijedi da red )7, n~(P=17¢) konvergira. Stoga po usporednom kriteriju konvergira i red

= In(n!) arctg(n)
; (n+2021) (1)

Da bismo pokazali da red divergira za p < 2, uo¢imo prvo da je arctg(n) > arctg 1 te je (n+ 2021)? <
(2n)P za n > 2021. Nadalje,

In(n!) =In(1-2-3-4----n)>1In2"=nln2
gdje nejednakost vrijedi za dovoljno veliki n (n > 4). Slijedi da je za n > 2021

In(n!) arctg(n) - arctg 11n2
(n+42021)p —  2prpp-l

Kako za p < 2red > 7, n~ P! divergira (jer je p—1 < 1), po usporednom kriteriju slijedi da divergira

1red .
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Drugi kolokvij — 29. lipnja 2021.

Zadatak 4.
(a) (3 boda) Razvijte u Maclaurinov red funkciju f(z) = —#=L5 i odredite radijus konvergencije tako
dobivenog reda.
(b) (4 boda) Izracunajte sumu reda
— (n+ 1
Rjesenge.
(a) Uocimo da rastavom na parcijalne razlomke dobijemo f(z) = =5+ 25. Kako je 5 = > ((=1)"z",
lz| <115 =—25" (%), |z] < 2, dobijemo Maclaurinov red funkcue VE
S n 1 n
Tif(x) =) | (-1) ~ gt )@ 2l <L
n=0

Definirajmo a,, = (—1)" — #,n > 0.

Radijus konvergencije dobivenog reda se dobije pomoéu Cauchy-Hadamardove formule

1 1
R: pu— :]_‘

Hmsup, o V/lan|  lim, >/1 + A

(b) Uo¢imo da se traZena suma moze zapisati kao

> “n - 1
DM rra TR DTl Wrwn vy

Za [t| < 1 vrijedi 1= = Y>> ", iz Cega integriranjem i dijeljenjem s ¢ dobijemo —@ =3, nt—J:Ll
Uvrstimo li za t = %, dobijemo
o

1 3
. _4mZ
nzzo(n—l—l)éln 4

Nadalje, za [t] < 1iz o5 = > 02 t" = > 2, t" ! deriviranjem i mnoZenjem s ¢ dobljemo (12)2 =

Yoo (n—1)t", iz ¢ega dobijemo da je >~ ((n—1)t" = =14+ > (n—1)t" = -1+ W' Uvrstimo
lizat= i, dobijemo

— 1y2
v ~ . . 2
Konacno, trazena suma iznosi » -, e = —4In s -3
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