MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 29. lipnja 2022.

Zadatak 1. (5 bodova) Izracunajte

/ 20?2 +5x + 7 .
(22422 4+5)(z+1)

Rjesenge.

/ 22 +5x 4+ 7 p /( T+ 2 N 1>d / T+ 2 i+
r = Tr = — — ax
(22422 +5)(x + 1) 2 +2x+5 z+1 (x+1)2+4

r+1 1 dx
:/(;1:—|—1)2+4d$+/(x+1)2+4dx+/;1:+1
1 fd((z+1)*+4) d(x+1) dw
_2/ (z+1)2+4 +/(x+1)2+4+/x+1

1 1 1
= §ln((x +1)*+4) + §arctg% +Injz+1|+¢

/

dx
rz+1



MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 29. lipnja 2022.

Zadatak 2.
a) (3 boda) Ako konvergira, izra¢unajte integral f0+oo (4x + 8)e ?*dx.

b) (4 boda) Odredite povrsinu skupa omedenog s x osi, pravcem y = z, te grafom funkcije

f(z) = v2zx — 22, gdje je x € [1, 2].

Rjesenge.
a)
“+o00 t —2x
9w g 0w, |u=4x+8 dv=e"""dx

/o (4z + 8)e dm_tLleroo i (4dx + 8)e “"dx = du=dde v=le?
= lim (e (dr + 8)]: s 24 d]
—t—g—noo 76 T 0 ; 76 T
— i T2t 2zt
= lim [Sle (4 48) +4— e 5 ]
i [ -2t -2
—tlgnoo[ e (4t +8)+4— (e 1)]
=44+1=5

b)

1 2 1 2 1 1
P:/xdx+/ \/2x—x2dx:§+/ \/1—($—1)2d:ﬂ:[t:$—1]:§+/ V1 —t2dt
0 1 1 0

1 121 2 1 17 1 = 1
:[t:sinv]:§+/0 COSQUdU:§+/O %dv:§+§g—zsin2m§:§+

(NE]

AN



MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 29. lipnja 2022.

Zadatak 3.

(a) (3 boda) Ispitajte konvergenciju reda

n=1

(b) (3 boda) Neka je (a,)nen niz realnih brojeva za koji vrijedi 1 < a,, < 2, za svaki n € N. U ovisnosti
o parametru o > —1 ispitajte konvergenciju reda

Rjesenge.
(a) Kako je
lim 225 = = < 1,
n—oo -+ 2

2TL
to onda po D’Alembertovom kriteriju zaklju¢ujemo da red apsolutno konvergira, pa i konvergira.

(b) Uocimo da vrijedi
1 an, 2

_— )
nln®n = nln nn®tn

a—i—ln —

o 1

za svaki n € N. Dakle, zadani red ¢e konvergirati akko konvergira red ) >, T

Neka je f:[2,00) — [0,00) funkcija definirana s f(z) =
vrijedi

m. Funkcija f je neprekidna i kako

"z + (a+1)In%2

)
IQ 1n2a+2 T

f'@) =—

onda je i padajuca, pa prema integralnom kriterijured Y, f(n) konvergira akko konvergira nepravi

integral [, f(x)dx.
dr= | — —dr= | —at
/2 f(z)dx /2 2 1n® L ¢ X /1112 pat1

Kako vrijedi

to onda zaklju¢ujemo da nepravi integral konvergira za o« + 1 > 1, odnosno za a > 0, a divergira za
0 <a+1<1,odnosno za —1 < a < 0. Iz svega navedenog zaklju¢ujemo da polazni red konvergira
za o > 0, a divergira za —1 < a < 0.



MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 29. lipnja 2022.

Zadatak 4.
(a) (4 boda) Razvijte u Taylorov red oko tocke ¢ = 3 funkciju

20— 6

te odredite otvoreni interval na kojem taj red konvergira.

(b) (3 boda) Izrac¢unajte sumu reda
o n+1 2n+ 1)

n=0

Rjesenge.
(a) Uvodenjem zamjene y = x — 3 dobivamo

2 — 6 2y
T e —5) = —
(5—2x)2+n<x ) 2y + 1)2

pa se problem svodi na racunanje Maclaurinovog reda gornje funkcije te razvijamo red posebno za
svaki od dva pribrojnika. Rastavljanjem na parcijalne razlomke dobivamo

+1In(2y + 1),

2y 1 1
y+1)2 2y+1 (2y+1)%

Vrijedi

S

n=0

gdje potonji red konvergira za |2y| < 1, odnosno |y| < 1/2. S druge pak strane, vrijedi

d( 1 )__ 2
dy \2y+1)  (2y+1)¥

pa deriviranjem gornjeg reda ¢lan po ¢lan dobivamo

1 1 d 1 1 S n n— C n n n
C@y+1)? 24y (2y+1) - 52(_2) ny"! ZZ(—l) 2% (n + 1)y

n=1 n=0

koji prema teoremu s vjezbi konvergira za |y| < 1/2. U kona¢nici

1 1 >
2y+1  (2y+1)? nZ:O +Z (n+ 1)y



Za In(2y + 1), uo¢imo da vrijedi

oo o0

=23 (-2 = 31y

n=0 n=0

d% (In(2y + 1)) =

koji konvergira za |y| < 1/2, pa integracijom ¢lan po ¢lan dobivamo

oo

n n n 2n n
In(y+1) = Y (1) yt = 3=y

n=0 n=1

2n+1

Dakle, ako sada spojimo prethodno izra¢unate redove te vratimo supstituciju, vrijedi da je Taylorov
razvoj funcije f oko tocke ¢ = 3 jednak

o

T(f.3)(x) =) (-2) +§: 1)™12% (0 + 1) (z +§: “H —3)"

n=0 =

= Zan(x -

=0

3

gdje je

Ay = { (_2)” T (_1)n+12n(n+ 1) + (_1)n+12 . n >1
te on konvergira za |r — 3| < 1/2.

Vrijedi

> ”+12n+1 > 2n—1 . (=1)"(2n — 1! 1\"
S Cp ety LRy B ()
n=0 : n=1 2 n=1 n: \/§

pa uocavamo da je posljednji red jednak

zbog

[un

1 . = (=1)"(2n — !l
— (1 —1 2 |zl < 1.
= Ut +; 9l 2l



MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 29. lipnja 2022.

Zadatak 1. (5 bodova) Izracunajte

/ 222 + 92 + 19 .
(22 + 42+ 13)(z + 2)

Rjesenge.

/ 2% + 92 + 19 dx—/( r+3 1)d:c—/ z+3 L
(22 + 4z +13)(x +2) w2 +4x+13  x+277 ) (2 +2)249

:/x—”daw ;der/ e
(x+2)2+9 (x+2)2+9 x + 2
_1/d((m+2)2+9)+/ d(z +2) +/ dx

2 (x+2)2+9 (x+2)2+9 x+2

1 2
In((z+2)*+9) + garctg% +Injz +2[+c

1
2

/

dx
T+ 2



MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 29. lipnja 2022.

Zadatak 2.

a) (3 boda) Ako konvergira, izracunajte integral f0+oo(9x +9)e 3% dy.

b) (4 boda) Odredite povrsinu skupa omedenog s x osi, pravecem y = z — 1, te grafom funkcije

f(z) = V=3 + 4z — 22, gdje je z € [2,3].

Rjesenge.
a)
T e dr = tim [ (w4 9)e e = [0 09 dv=c s

0 ! ‘ $_H+ooo ! ‘ C7 | du=9dx 02%16_3;0
= lim [_—16’336(9x+9)!t - / t _—16*3x9d:¢]
C t54oot 3 0 0 3
— 1; _— 3t =3zt
= Jim [—e (9 +9) +3 — ey ]
— 1; 3t (-3t
= tEELnOO[ e (9t +9)+3— (e 1)]
=3+1=4

b)

2 3 1 3 1 1
Pz/(a:—l)dm—i—/ \/—3+4x—x2dx:§+/ \/1—(x—2)2dx:[t:x—2]:§—l—/ V1 —t2dt
1 2 2 0

1 [ E 2 17 1 x
:[t:sinv]:§+/0 coszvdv:2+/0 #dv:2+§g—zsin2v\g :2—1—%.



MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 29. lipnja 2022.

Zadatak 3.
(a) (3 boda) Ispitajte konvergenciju reda
e n2+n n
e
Z( ) : 4n

n=1

(b) (3 boda) Neka je (b, )nen niz realnih brojeva za koji vrijedi 2 < b, < 3, za svaki n € N. U ovisnosti

Z nln®?n

=2

o parametru o > —2 ispitajte konvergenciju reda
00 bn

a+2 n

Rjesenge.
(a) Kako je
lim - = — < 1,
to onda po D’Alembertovom kriteriju zaklju¢ujemo da red apsolutno konvergira, pa i konvergira
2 by, 3
< <
“nln®?n T nln®a’
o0 1
n=2 nIn**t2n’
Funkcija f je neprekidna i kako

(b) Uocimo da vrijedi
nln
za svaki n € N. Dakle, zadani red ¢e konvergirati akko konvergira red 3
_ 1
zln®t2g”

104+2 21a+1
n““zr+ (a+2)In :L‘<07

Neka je f:[2,00) — [0,00) funkcija definirana s f(z) =
2a+d

vrijedi
/
x)=—
onda je i padajuéa, pa prema integralnom kriteriju red >~ , f(n) konvergira akko konvergira nepravi

integral [~ f(z)dx.
1 <1
a::/ ——dt,
In2 tot2

Kako vrijedi
x)dr =
/2 /(@) /2 rIn®2 g
to onda zakljuc¢ujemo da nepravi integral konvergira za a+2 > 1, odnosno za o > —1, a divergira za
0 <a+2 <1, odnosno za —2 < o < —1. Iz svega navedenog zaklju¢ujemo da polazni red konvergira

za o > —1, a divergira za —2 < a < —1.



MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 29. lipnja 2022.

Zadatak 4.
(a) (4 boda) Razvijte u Taylorov red oko toc¢ke ¢ = —2 funkciju

2z + 4

f(fb’):m

+In(2z + 5)

te odredite otvoreni interval na kojem taj red konvergira.

(b) (3 boda) Izrac¢unajte sumu reda
o n+1 2n+ 1)
Z 2(3n+3)/2 n+ 1)

n=0

Rjesenge.
(a) Uvodenjem zamjene y = x + 2 dobivamo

20+ 2 2y
————— +1In(2 5) = ———
(2x 4+ 5)2 (2 +5) (2y + 1)2

pa se problem svodi na racunanje Maclaurinovog reda gornje funkcije te razvijamo red posebno za
svaki od dva pribrojnika. Rastavljanjem na parcijalne razlomke dobivamo

+1In(2y + 1),

2y 1 1
y+1)2 2y+1 (2y+1)%

Vrijedi

S

n=0

gdje potonji red konvergira za |2y| < 1, odnosno |y| < 1/2. S druge pak strane, vrijedi

d( 1 )__ 2
dy \2y+1)  (2y+1)¥

pa deriviranjem gornjeg reda ¢lan po ¢lan dobivamo

1 1 d 1 1 S n n— C n n n
C@y+1)? 24y (2y+1) - 52(_2) ny"! ZZ(—l) 2% (n + 1)y

n=1 n=0

koji prema teoremu s vjezbi konvergira za |y| < 1/2. U kona¢nici

1 1 >
2y+1  (2y+1)? nZ:O +Z (n+ 1)y



Za In(2y + 1), uo¢imo da vrijedi

oo o0

=23 (-2 = 31y

n=0 n=0

d% (In(2y + 1)) =

koji konvergira za |y| < 1/2, pa integracijom ¢lan po ¢lan dobivamo

oo

n n n 2n n
In(y+1) = Y (1) yt = 3=y

n=0 n=1

2n+1

Dakle, ako sada spojimo prethodno izra¢unate redove te vratimo supstituciju, vrijedi da je Taylorov
razvoj funcije f oko tocke ¢ = —2 jednak

e}

T(f,3)(z) = > (~2)"(x +2)" +§: 1)" 127 (n + 1) (z + 2)" +§: "H x+m"

n=0
f:an x+2)"

n=0
gdje je
Ay = { (_2)” T (_1)n+12n(n+ 1) + (_1)n+12 . n >1

te on konvergira za |x + 2| < 1/2.

Vrijedi

- n+12n4—n ~(—D)"@2n—-D!! S (—1)"(2n — 1) 1\"
Z 2717 (n +1)! ; 2"+ in) B Z 2nn| . <%> ’

n=0 4

pa uocavamo da je posljednji red jednak

1
- 1
Vit
zbog
1 _1 00(1)(2” i
= (1 =1 " <1
T 4t 2 Jel
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