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Derivacija

1.1 Tehnika deriviranja

Definicija. Neka je f: I — R funkcija, I C R otvoreni interval i ¢ € I. Kazemo da je f
derivabilna u tocki ¢ ako postoji

f(x) = f(c)

T—C Tr—cC

i taj limes ocnacavamo s f(c).

-~ s e . d
Jos se koristi 1 Leibnizova oznaka d_?;'

Zadatak 1.1 Koristec¢i definiciju, odredite derivaciju funkcija:

(a) f(z) =« = const

(b) f(x) ==

(c) fla) =1

(d) f(x) =cosx

Rjesenje

(a) f'(c) = lim f@) = 1) _ lim &< = lim o _ 0
T—cC Tr—cC xT—ec T — C T—c Xl — C

(b) f'(c) =lim J(x) = J(e) —lim e = lim1=1
T—cC xrx —cC T—c X — C T—cC
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— — —2 sin ¢ gin £-¢
(d) f’(c)zlim f(x) f(C) — lim Ccosx cosc: ‘i > 2 ne
T—cC xr —C T—C Tr — C Tr—c r —cC
A
Zadatak 1.2 Nadite primjer funkcije koja nije derivabilna.
Rjesenje. Neka je f(x) = |z|. Limes
T AC) R A O
x—0 xr — O z—0 ’
ne postoji, jer se limesi slijeva i zdesna u 0 razlikuju:
T T
z—0— rz—0— X
lim m lim Lo 1
z—0+ T z—0+ 2
A

Vrijede sljede¢a pravila deriviranja:

(af +B9) = af + B¢
(f-9)=f-9+f-¢

<[>':f’-g—f-g’
g 9>

U Leibnizovoj notaciji gornja pravila glase:

d du dv
%(au%—ﬁv) —a%%-ﬁ%
d du dv
%(uv)—%v—i—u%
d(u) %U—uj—;

de v’ v?

Zadatak 1.3 Derivirajte sljedece funkcije:

(a) f(x)=a°—4a®+22—3

az® +b
(b) f(.T):\/az:W, a,bER,a2+b27éO
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2 4+ 3

() f@) = 5275

sinx + cosx
0 1) = G —cose
(g) f(x) =e"arcsinx
(h) f(ﬂl?) = arctgx + arcctgx
i) flx)=2"-2
(j) f(z) = arcsinz - Arshx

Rjesenje

) (o) = s
L3
(d) f(z) =227 — 52%/% — 374
reoN —9222 — 6x + 25
R
! - —2
(1) fe) = (sinx — cosx)?
(g) f'(z) =e€" arcsinx + ¢
1— 22
(h) f'(z) =0
(i) f'(x) =2"xIn2+ 2"
Arshzx arcsin

(G) f(x) =

+
Vi—a?  V1+a?
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Derivacija kompozicije funkcija

Teorem. Neka su /,J C R otvoreni intervali i neka su f: I — R i g: J — R funkcije
takve da je f(I) C J. Ako je f derivabilna u ¢ € I i g derivabilna u d = f(c) € J, onda
je go f derivabilna u ¢ i vrijedi

[
U Lebnizovoj notaciji:
dy _ dy du
de dudx’
9 8
Primjer. Derivirajmo funkciju f(z) = ( x5+3) .
Prikazimo f kao f = g o h, gdje je
2
hr) = 2 S W) =2
glx) = 1* = ¢(v) =8a".
Tada je
2 16 (22 +3\"
1) = g/ (b)) - W (x) = 8h(a)" - = = = (2
) ) 5)
A

sin? x

Primjer. Derivirajmo funkciju f(z) =e

Prikazimo f kao f =10 g o h, gdje je

h(z) = sinz = h'(z) =cosz
g(x) = 2 = ¢(a) =21,
l(z) = & = l'(z)=¢€",

"((goh)(x)) - (hol)(z)

2)) - U'(x) =™ 7. 2sinz - cosz =

sin? x

sin 2.

<
~~
Q
@)
>
~—
—~
8
~
~—
<
—~
~
—~~ o~



1. DERIVACIJA 9

Primjer. Derivirajmo funkciju f: R\ {0} = R, f(z) = In|z|.
Vrijedi
1

e r>0 = f(r)=Inr = f'(z)=,

« 0 <0 = f(r)=In(-1) = flr)=L (-1)=1

pa je f'(z) = é

Zadatak 1.4 Koristedi pravilo za derivaciju kompozicije funkcija (chain rule), derivirajte
sljedece funkcije:

(a) f(z) = cigz

(b) f(z) =+/1+ arcsinz

(¢) f(z) = Vre® + 22

(d) flz) =<2 =22 F 1 +In°x
(©) 1) = o

(f) f(z) =logsinz
(g) f(z)= (ﬁggzg)loo

(h) f(z) =1Inln (3 — 2z?)

(i) f(z) = arccose”

§) flay= Y22
k) f(z)=In(v/1T+er —1)—In(vV1+e* +1)
(=2
(1) f(z)=In 1)
Rjesenje.
, B —1
(a) f'(x) = s’z /ete s
(b) f'(x) = 1

2¢/(1 — 22)(1 + arcsin x)
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by (w1 +1
© )=y e
() f(z) 2e" —2%In2 SIn"x

T3e v r1p | @
(e) f'(x) = =245 In5

_ tgx

(f) /(@) = 12

14+2220N\% 80z
1 — 2220 (1 —2220)2

(5) /() = 100 (

—4x

) F1@) = 5o mE =20

Logaritamsko deriviranje

Funkciju oblika y(z) = u(z)*™, gdje je u(x) > 0 mozemo derivirati na sljedeéi nacin:

y(z) = ufz)"™ /In
Iny(z) = v(z) Inu(x) /!
vy _ V() Inu(z) +v(x w(z)

P ) + o)

() =y(z) [ V' (z) lInu(x vaI(x)

/i) =y(o) (Vo (o) + o))

Primjer. Derivirajmo funkciju f(z) = 2%, = > 0.

Sjetimo se da je po definiciji f(z) = e*™*. Tada je f'(z) = e*™*(Inz +1) = 2%(Inz + 1).
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Koristeci logaritamsko deriviranje, funkciju mozemo derivirati i na sljedeéi nacin:

y(x) =" /In
Iny(z) =zlnx /

yi) .

O Inz+1

= y'(z) =y(@)(lnzx+1) =2"(Inz + 1)

Zadatak 1.5 Derivirajte sljedece funkcije pomoc¢u logaritamskog deriviranja:

a) y(x) = (sinx)®*, za sinz > 0

(d) y(z) =a",zaz >0
© v = (1+3)
e) y(z) = -
Y T
(x+1)3vw -2

y(x) = (sinz)*s* /In
Iny(xz) = cosz Insinz /!
y' () cos® x

= —sinzInsinx +

y(x) sin x
= 9/(2) = —(sinz)“*" " Insinz + cos® z(sin x)****!
(b)
ly(z)| = |2%e* sin 2z /In
In |y(z)| = In|z®| + In|e*’| + In | sin 2z /
/
1
y<x):—~3x2+2x+ - cos 2z - 2
y(x) a3 sin 2x

2 3
— ¢/(z) = 2" sin2x(= + 22 + 2tg 27)
T
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()
y(x) =2+ /In
Iny(r) = - /
y'(x) _1-Inz
y(x) a?
— ¢/(z) =27 %(1 —Inx)
(d)
y(r) = a* /In
Iny(x) =2"Inz /!
y'(z) =z"(lnx nx 4 %!
o(5) (Inz+1)Inz +
— ¢/(z) =2 (2"(Inz + 1) Inz + 2°1)
(e)
o) = (1+1) /in
Iny(x) =zln (1—|—§) /!
y@) _ 1y 1
y(x) ! (1+ :v) r+1
= y'(z) = (1—1-5) (ln<1+ 1) _1:%1—1>
(f)
b = 1 /In
lny(a:):31n|m+1|—|—iln|x—2|——ln|x—3| /!
y'(x) _ 3 N 1 B 2
yle)  z=+1 4(x—2) 5(x—23)
, (x+1)3%vx —2 3 1 2
— Y@= @ —3) <a;+1 Az —2) 5(x—3)>
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Zadaci za vjezbu

1.6 Derivirajte sljedec¢e funkcije:

(a) f(x) = arcsin%

(b) f(z) = Velo

. 5
arcsimx
arccos

© 1 = (

(d) f(z) = sin((sinz)*"®), za sinx > 0

=y

n korljena

2ror+1 1 2z + 1 2v — 1
f x)=1Iny < + (arct + arct
(f) f(x) Vie—ar1 253 875 875

1.7 Derivirajte sljedece funkcije:

l—sinax
=e 1+4sinz

=In2+e ™+ Ver+eT+4)

arctg x

= g sin® 3z cos®

()
()
(x) = (arcsinz)
()

z
2

(e) f(z)=In I+C°S\/ﬁ+ 5 arcsin In 2

I—COS/TTT

1.8 Za koji a € R funkcija f(x) = % zadovoljava jednakost
22°f'() — 2 (a)" =
1.9 Pokazite da funkcija f(x) = m zadovoljava jednakost

zf'(z) = f(z)(f(z)Inz —1).



