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1.3 Derivacije viSeg reda

n-tu derivaciju funkcije f oznacavamo s f™ ili u Leibnizovoj notaciji s fl—f{.

Zadatak 1.22 Nadite f”(x) ako je

(a) f(z) = (1+ 2?)arctgx
(b) f(z) =e*cosx

Rjesenje.

(a) f"(x) = 2arctgz + 2.

(b) f"(x) = —2¢e"sinx

Zadatak 1.23 Neka je
f(z) = 222 — 1)"%% (2 + 3)19%.

Izracunajte f(2006)(x) i f2007)(g)
Rjesenje. Opcenito, za polinom stupnja n
9(x) = apr™ + ap_ 12" 4+ arr +ag
vrijedi
d(x) = na, " '+ (n—Da,_12" %+ .. 2097 + a;

J'(2) = nn—1)a,2" 4+ (n—1)(n—2)a,_12" > +...2- layx

g V) = nn-1)---2-1-a, =nla,
= 0, zak>n+1.

U ovom sluéaju f je polinom 2006. stupnja i koeficijent uz z:20%6 je 1 . 21002 . 11003 — 91002

pa je

f(2006) (.ZU) 2006! - 21002
f(2007)(513) - 0.



1. DERIVACIJA

Zadatak 1.24 Neka je g: R — R dva puta derivabilna funkcija takva da je
g)y=1, ¢'(1)=2, ¢"(1) = —1.
Ako je f(z) = 23¢g(x), izracunajte f"(1).
Rjesenje.
fll@) = 3a%g(x) +2°¢'(x)

f"(x) = 6xg(x)+627°¢ (x) +2°¢" ()
') = 6-1-g(1)+6-12-4'(1) +13¢"(1) = 17

Zadatak 1.25 Neka je f(z) =

, za a,b € R. Odredite f™ zan € N.
ar +b

RjesSenje. Dokazat ¢emo matematickom indukcijom da je

() (—=1)"nla"
fe) (ax + b)rt1
_1) 111!
baza f'(z) = (a:(;lb)z ca = ((a;zb)ll!ﬂ-
korak Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi
)y (—=1)"nla"
F@) (ax + b)rt1

Tada je po pretpostavci indukcije

Fo D (@) = (F7)(2)) = ( (Z1)"nla” ) _ ) lantt

(ax + b)n+t (ax + b)nt2

Matematickom indukcijom se mogu pokazati i sljedece formule:

(a®)™ = a"In"a, zaa >0
(sin )™ = sin(z + %)

(cos )™ = cos(z + %)

(sh :v)(”) _ shz n paran
chx n neparan

(ch :v)(”) _ chx n paran
shx n neparan

(™)™ =m(m—1)---(m—n+1)a™ ™", zamcZ
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Zadatak 1.26 Odredite ™ (x) ako je
(a) f(x) =In (32 + 1)
1+
b =
(0) Fa)= 15
(©) fr) =
¢) fl#) =5
(@) fla)=
r)= ——=
x?—x—2
Rjesenje.
_ 22 n _1\yn—1 n—1)13"
(@) () = 5, F(0) = e, f () = A
(b) f(z) =% —1paje
F@) = o, /@) = i, (@) = 22, fO(a) = 2k
(¢) Rastavimo —— na parcijalne razlomke :
1 A B 9
— (z2 =1
x?—1 a:—1+a:—|—1 /(@ )
1 = A(z+1)+B(zx—1)
0-z+1 = (A+B)x+ (A-DB),
odakle dobijemo
A+B =0
A-B =1
paJeA:%lB:_Tl. Sada je
(n) (n) (n)
f(n)(m) = 1 - 1 1 1 1
x?—1 2 \z—1 2 \x+1
1 (=)l 1 (=Dl (=)l 1 1
9 (z —1)ntl 2(z + 1)nH! o 9 (z —D)ntl (24 1)t
(d) Dijelenjem polinoma 2+ 2 polinomom x? — 2 — 2 dobijemo kvocijent x + 2 i ostatak
4x + 2 pa je
B+ (x+1)(2? — 2 —2) + 4w + 2 4o + 2
/(@) x?—x—2 x?—x—2 Sl +a:2—;1:—2
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Rastavom na parcijalne razlomke dobijemo

Az + 2 A B ,
= . —r—9
2 _2 pro i e SV G R
dr+2 = A(z+1)+B(zx—1)

0-24+1 = (A+ B)xz+ (B —24A),

T

iz ¢ega slijedi
A+ B =
B—-2A = 2

pajeAzgileg—O.

Dakle, za n > 2 je

f(”)(x)z(x+1+2 1,10 1 )("):2(—1)”n!<< - )

3z4+1 3az-—2 3 T4 1) (z — 2)ntl
A

Zadatak 1.27 Odredite %9 ako je

(a) f(z) = cos*x +sin*x

(b) f(x) = sinx sin 2z sin 3x
Rjesenje.

(a) f(z) = (cos?z+sin’*z)? —2sin®wcos?w = 1 — L sin® 20 = 1 — 12242 = 3 4 2 cos 4,

FEO) () = 1 cos (4o + 2097) . 42009 = 42008 gjp 4.

(b) f(z) = (sinzsin2z)sin3z = £ (cos (x — 2x) — cos (x + 2x)) sin 3z = % (cos x sin 3z —
cos 3z sin 3z) = 1 (sin (z + 3z) —sin (z — 3z)) — § sin 6z = {(sin 4z + sin 2z — sin 6x)
pa je
f(2009) ([E) — le (sin (41. + 20(2)97r) . 42009 + sin (21, + 20(2)97r) . 92009 _ gip (61’ + 20(2)97r) . 62009) —
(479 cos 4z + 2299 cos 2z — 62°% cos 6).

A

Za racunanje visih derivacija se ponekad koristi Leibnizova formula:

n

(w-0)™ =Y (Z) uFy(n=h),

k=0
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Zadatak 1.28 Odredite () za

(0) f(x) = a2
(b) f(z) = 2%"shx

Rjesenje.

o (x) = (xze’%)(”) = Leibnizova formula = Z (Z) (xQ)(k)(e’%)(”’k)
k=0

= {(®® ’prezivi’ za k= 0,1,2}

= ()@ (1) (5 )@@ o

0 1
n(n —1)

= e . (=2)"+n-2we . (=2)" 1 4 5

R )
= (—2)”_26_2”0(4352 + 4z +n(n—1))

x 2,2z

(b) f(z) = a?ee=f— = &€ 2*””2 pajezamn > 3:

1 1
M) = 5(:62621)(”) = Leibnizova formula = 5 kz_; (Z) (22)®) (%) (n=F)

= {(#»)® ‘prezivi’ za k = 0,1,2}
1

-1
— 5 <x2621.2n+n.2x62x'2n1+n(n2 >'2€2x'2n2)

= 2"7%e*(82% + 4nz + n(n — 1)).

Zadatak 1.29 Odredite f(19(0) za

(a) f(z) =a*sinxcosz

1+
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(a) f(z) = s23sin2z

n

1 1
() = 5(:173 sin 22)™ = Leibnizova formula = 5 Z <Z) ()% (sin 22) =P

k=0
= {(z*)® 'prezivi’ za k = 0, 1,2, 3}

1 —1
= 3 (x3sin <2x+n—7r> L2 4 - 322 sin <2x—|— u) Lol

2 2
-1 —2
M . 61- Sin 2x _|_ u . 2”72
2 2
—(n -2 —
=D =2) g (o4 BT gns
3! 2
Za n =100 i x = 0 dobijemo
(100) 100(100 — 1)(100 — 2) . . (100 — 3)m 100—3 97
FON(0) = a0 -6sin 0+T -2 = 100-99-98-27".

(b)

(n)
1
FOO () = ((1+$). - ) = Leibnizova formula
v1i—x

100

_ Z (100)(1 + ) B (1 = z)1/2) 1005

o\ F
= {(1+2)® ’prezivi’ za k = 0,1}
= ()1 - 2) )0 4 100((1 1)) = (i)

Izracunajmo ((1 — z)~/2)*):

(1= 2)/2)® = (_%> (_% _ 1) (_% (k- 1)) (L1 — 2y b+

1-3.5-(2k— 1 L (2 1) i
= 215 )(1—x)_5_ :u(l—x) 27,

197!! iy 10T 3992
(1 - 35) ? - 2100 (iL‘ — 1)201'
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Racunanje derivacija viseg reda pomocu diferencijalnih jednakosti

Ponekad nije tesko pronaci neku jednostavnu diferencijalnu jednakost koju funkcija zado-
voljava. Zatim se na tu jednakost primijeni Leibnizov formula. Ovakav nac¢in ra¢unanja
se koristi kod racunanja derivacija viSeg reda u nekoj unaprijed odredenoj tocki, npr.

F(0).
Zadatak 1.30 Neka je f(z) = ¢~ . Odredite FM(0).

Rjesenje. Pronadimo diferencijalnu jednakost koju zadovoljava y(z) = f(x):

y = 6_2

y = —ze T =—xy
pa je trazena diferencijalna jednakost:
y +xy=0.
Primijenimo Leibnizovu formulu na dobivenu diferencijalnu jednakost

y’—{—a:y:[) /D zan>1

n—l

y™ + xy(” Dy (n—1)y"2 =0

Uvrstavanjem = = 0 u zadnju jednakost dobijemo rekurzivnu relaciju za y™ (0):
Y (0) + 0+ (n = 1)y (0) =0,

odakle je
y™(0) = —(n — 1)y™2(0), zan>2.

Imamo dva slucaja

e n=2k—1
YD = (2K = 20y I0) = (—(2k - 2)(~(2k — )y *0(0) = .. =
(~(2k —2)(~(2k — 4) -+ (~2) y¥(0) =0,
=y'(0)=0
o n =2k
= (2= D0 = (k= D) (26— 90 = =

() (—1)%(2k — DL
o

= (=@k-=1)(=(2k=3))--- (= 1)y



1. DERIVACIJA 25

arcsin x
Zadatak 1.31 Neka je f(2) = ————. Odredite f2(0) i f199(0).
V1—x?

Rjesenje. Pronadimo diferencijalnu jednakost koju zadovoljava y(x) = f(x):

B arcsin x

4 V1—22
y’ _ 1+yx
1—22

pa je trazena diferencijalna jednakost:
(1—2%)y =1+ ay.
Primijenimo Leibnizovu formulu na dobivenu diferencijalnu jednakost, a zatim uvrstimo
xz=0:
(1—2®y =14ay /™Y zan>1
(n—1) n—1 (n—1) n—1
Z < >(1 . xQ)(k) (y’)("*lfk) _ Z ( i )(x)(k)y(nlk)

k=0 k ' k=0

:y(n*k)

n—1)(n—2
(1= a2+ (0= )(=20)y" )+ P BB )y =y ¢ (= 1

y™(0) = (n = 1)(n = 2)y"2(0) = (n — 1)y"~2(0).

Dakle, vrijedi rekurzivna relacija:
y™(0) = (n — 1)%y"2(0), zan>2.

Racunamo:
e n =299
y @ = (99 —1)%yOD(0) = (99 — 1)%(97 — )% (0) = ... =
= (99 —1)2(97 - 1)%--- (3= 1)2 yM(0) = (98!")?,
——
=y (0)=1
e n=100
100 — (100 — 1)%y®(0) = (100 — 1)%(98 — 1)>y9(0) = ... =
= (100 — 1)%(98 — 1)%--- (2 = 1)?4@(0) = 0.
N——
=y(0)=0
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Zadaci za vjezbu

1.32 Dokazite da funkcija y(x) = €42 ,adovoljava jednakost:

y" — 13y — 12y = 0.

.IQ

1.33 (a) Odredite f® za f(z) =

1—2x
(b) Odredite f® za f(z) = zIn.
(c) Odredite f® za f(z) = —.

T
V1—at
(b) Odredite f” za f(z) = z(sin (Inx) + cos (Inx)).

(b) Odredite f” za f(x) =

1.34 (a) Pokazite da funkcija y = C cosz + Cysinz, gdje su C; i C; realne konstante
zadovoljava diferencijalnu jednadzbu:

y' +y=0.

(b) Pokazite da funkcija y = C} chx + Cyshz, gdje su C i Cy realne konstante zadovo-

ljava diferencijalnu jednadzbu:
!

y —y=0.
1.35 Dokazite Leibnizovu formulu. (Uputa: matematickom indukcijom po n € N.)
1.36 Neka je f(x) = 2°shx. Odredite f™(z).

x
V14

1.38 Neka je y(z) = arcsinz. Odredite ™ (0). (Uputa: (1 — 22)y" = zy/.)

1.37 Neka je f(x) = Odredite f™(x).

1.39 Neka je y(x) = cos (3arcsinz). Odredite y™ (0). (Uputa: (1—22)y” —xy' +9y = 0.)

1.40 Izracunajte f1°9(0) i f1°D(0) ako je funkcija f zadana formulom:
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1.41 Neka je f(z) = 2". Dokazite:

rO L,

1! 9l R

f)+

1.42 Funkcija P : R — R zadana je formulom
P((ﬂ) _ 6952 . (e—xz)(2006)
Dokazite da je P polinom, odredite mu stupanj i vodeéi koeficijent.

1.43 Dokazite da za svaki n € N i svaku n puta derivabilnu funkciju f vrijedi jednakost

()" - Fr ),

(Uputa: matematickom indukcijom po n € N.)




