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1.4 Tangenta i normala

Ako funkcija f ima derivaciju u tocki zy, onda jednadzbe tangente i normale na graf
funkcije f u tocki (zo,yo) = (o, f(x0)) glase:

[ yv—1yo = ['(x0)(x — xp)
n — Yo = —;(LE — Zp)
......... Yy Yo f/(x[])

Zadatak 1.44 Tockom T'(2,0) povucite tangentu na krivulju y = x%.

Rjesenje. Oznacimo diraliste s D(xg,y0) = D(xo, z3). Tada je jednadzba tangente

t oo, y — xp = dap(x — ).

Iz uvjeta T' € t slijedi
0 — xp = 4ap(2 — )

odakle dobijemo
xo:O,yO:xé:O

ili

Zadatak 1.45 Dokazite da se tangente na krivulju

B 1+ 322
y= 3+ a2

povucene u tockama s ordinatom 1 sijeku u ishodistu.
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RjeSenje. Diraliste je tocka D(xg,1). Iz uvjeta D € I'y slijedi

1+ 322
= 0% 2o = —1ili m = 1.
3+ xj
[zracunamo
, 16z
v = (34 22)2
i dobijemo jednadzbe tangenti:
b ovnen y—1=y()z-1) = y==x
to. ... y—1=y(-)(z+1) = y=—z

odakle vidimo da se t; i £ sijeku u ishodistu.

Zadatak 1.46 U proizvoljnoj tocki krivulje

y:glnw_1/a2_x2
2 a—+a?—2x2

povucena je tangenta. Dokazite da odsjecak tangente izmedu osi ordinata i tocke diralista
ima konstantnu duljinu i odredite ju.

Rjesenje. Oznac¢imo diraliste s D(zg,yo). Derivacija i/ je

/ 2 — 12
Yy = -
T
pa je jednadzba tangente
2 _ 72
t...... y—yoz——o(w—xo).
Lo

Tangenta sijece os ordinatu u tocki T'(0, yo + v/a? — x3) pa odsjecak tangente izmedu osi
ordinata i tocke diralista ima duljinu

d(D,T) = \/(Sﬁo = 0>+ (Yo — (o +y/a* — 23))* = lal,

koja je konstantna.
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Zadatak 1.47 Odredite jednadzbu tangente i normale u toc¢ki 7'(1,1) na krivulju impli-
citno zadanu jednadzbom
2 +y° — 22y = 0.

Rjesenje. Primijetimo da je 7' € I'y. Implicitnim deriviranjem dobijemo derivaciju:

J = 2y — 5t
Syt — 2
pajey' (1) = 214__5211 = —1. Jednadzbe tangente i normale su
b, y—1l=y()(z-1) = y=—-x+2
1
N, y—1=— (x—1) = y==x
y'(1)

Zadatak 1.48 Pod kojim se kutem sijeku tangente na kruznicu
22492 +4r -2y —11=0
povucene tockom 7'(4,1)?

Rjesenje. Neka je ¢ € [0, 7] kut izmedu tangenti. Sjetimo se da je kut izmedu pravaca
s koeficijentima smjera k; i ko dan formulom

. ki — ko
= arctg | ————| .
i ST+ ks
Implicitnim deriviranjem dobijemo
;o T+2
y—1
Neka je D(zg,yo) diraliste. Tada je jednadzba tangente u tocki D:
x+2
t...... — Yo = — — .
Y=Y vo—1 (z — o)

Iz uvjeta T € t i D € T'; dobijemo = 2 i yo = 1 £ 2. Dakle:

, To + 2 2+2 2v/5
klzy(xo):— = — W = —
To + 2 242 2v/5
by = of (o) = — 02 _ 5 _

-1 1-%6_7 5
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pa je
ki — k
p = arctg ‘1:——/{1/52 = arctg 4V/5.

Zadatak 1.49 Pokazite da se parabole

y? =4z +4
y? = —12x + 36

sijeku pod pravim kutem.

Rjesenje. Kut izmedu krivulja se definira kao kut izmedu tangenti na te krivulje po-
vucenim u tockama presjeka. Odredimo prvo presjek krivulja:

dr4+4=—-120436 = =2 = y=+2V3.

Dakle, tocke presjeka su

Ty(2,2V3) 1 Ty(2,—2V3).

Implicitnim deriviranjem dobijemo derivacije:

2
y == i y=—
Yy Y
U tocki 17 vrijedi:
2 1 6
=y =—r=—F% i hh=y(2)=——==—-V3
1=y (@) =7 N 2=y (2) =~ 7
pa je ky - ko = —1 odakle zaklju¢ujemo da su tangente okomite. Analogno se izracuna za

tocku T5. Dakle, parabole se sijeku pod pravim kutem.

A

Zadatak 1.50 Za koje n € N krivulja y = arctg (nx) sijece os x pod kutem veéim od
89°7

Rjesenje. Vrijedi

;o n
Y =11 na?
pa je
/ 0 _
p = arctg ‘ﬁ(y’)w’ = arctg ’y/(0)| = arctgn.
Dakle,

p > 89° <= arctgn > 89° <= n > tg89° ~ 57.28 <= n > 58.
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A

Zadatak 1.51 Uz koji parametar a € R krivulja y = az? dodiruje krivulju y = Inz?

Rjesenje. Krivulje se dodiruju u nekoj tocki ako imaju zajednicku tangentu u toj tocki.

Neka je D(xg,yo) diraliste. Iz uvjeta da se D nalazi na obje krivulje dobijemo

_ 2
Yo = ax

Yo = Inxg

odakle je
azg = Inxg.

S druge strane, jer se tangente podudaraju, specijalno koeficijenti smjera moraju biti isti
pa je

2ar) = —.
Lo

Iz gornje dvije jednakosti dobijemo zq = /€ pa je a =

In xg 1
2
0

T :%'

Zadatak 1.52 Odredite kut pod kojim se sijeku krivulje

2?4y —x=0
4y +2=0

Rjesenje. Odredimo presjek krivulja:
Pyt —r =2ty 42

odakle dobijemo jednadzbu
B2’ —r—-2=0

Cije je jedno rjesenje x = 2. Dijeljenjem te jednadzbe s x — 2 dobijemo jednadzbu
2’ +r+1=0
koja nema realnih rjesenja. Dakle, z = 2 i y = —+v/6. Implicitinin deriviranjem dobijemo

,  1-=32> 21
=55

Y
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pa je
1—3.22 11
2.2 4
k '"(2) = =
2=y ()= (—v6)2 3¢/36
Odavde je
11 4 ,
_ 5V T 30m | _ 21736
p = arctg T T | = arctg ﬁ
1+ 555 39 44 4 (3v/36)
A

Zadatak 1.53 Nadite zajednicke tangente na krivulje
y=a2>—6x+5

y = —2% — 4z.

Rjesenje. Stavimo f(z) = z*> — 6z + 5 i g(z) = —x? — 4z te oznatimo s Di(c, f(c)) i

Ds(d, g(d)) diralista tangenti na krivulje. Jednadzbe tangenti su

tyeeen.. y=f'(c)r+ f(c) —cf'(c)
to. ... y =g (d)x+ g(d) — dg'(d)

Tangente se moraju podudarati pa mora vrijediti:

flle)=g'(d) i flz)—cf(z)=g(d)—dg'(d)

pa dobijemo sustav

f'(e) =g'(d)
, g(d) — f(c)
f (C) - d— c
odnosno
2c—6=—-2d—4
_ 42 _ _ 2 _
9% — 6 — d® —4d — ¢ + 6¢ 5.
d—c
Rjesavanjem gornjeg sustava slijedi dy = —1,¢y =2 1idy = 2,¢co0 =
trazene tangente:
to..... y=—2x+1
too.... y=—-8r+4

—1, odakle dobijemo
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Zadaci za vjezbu

1.54 Nadite sve pravce koji prolaze kroz ishodiste i sijeku hiperbolu zy = a? pod pravim
kutem.

1.55 Zadana je krivulja
r—4

T2

Pokazite da su tangente na tu krivulju u tockama presjeka s koordinatnim osima paralelne.

Y

1.56 Odredite opcenitu formulu za jednadzbu tangente na krivulju implicitno zadanu s

(x - $0)2 (y - 3/0)2
22 + 72 =1.

1.57 Odredite sve vrijednosti parametra b € R za koje je pravac y = = + b tangenta
krivulje
x

:x+4'

Y

1.58 Na krivulji y = ﬁ nadite tocku u kojoj je tangenta paralelna s osi apscisa.
1.59 Pokazite da se krivulje familija

v = 4a* — dax, a >0
y? = 4b* + 4bx, b >0

sijeku pod pravim kutem.
1.60 Pokazite da parabola
y=alrx—x)(r —x2), a # 0,21 < 9
presijeca os apscisa u dvije tocke pod jednakim kutem.

1.61 Pod kojim se kutem sijeku krivulje:

(b) y=sinz iy = cosx?
1.62 Uz koje uvjete na koeficijente a,b,c € R je os apscisa tangenta na krivulju

y = ax® + bx + c?
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1.63 Nadite pravac koji je tangenta na krivulju
y=a—22> - 32>+ 52 +6
u barem dvije tocke.
1.64 Dana je krivulja y = zer.
(a) Nadite jednadzbu tangente na tu krivulju u tocki s apscisom a > 0.
(b) Sto se dogada s tangentom kada a — +o0?
1.65 Nadite zajednicke tangente na krivulje

y+at=—4
2+ y* = 4.

1.66 Odredite kut pod kojim se krivulje
=3P+ +1=0

ry?—1=0

sijeku u prvom kvadrantu.



