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1.6 Neprekidnost i derivabilnost

Neprekidnost funkcije f: I — R u tocki ¢ otvorenog intervala I C R mozemo karakteri-
zirati na sljedec¢e nacine:

e f je neprekidna u ¢ ako i samo ako ima limes u tocki ¢ i vrijedi

lim f(z) = f(c).

r—c
e f je neprekidna u c ako i samo ako ima limese slijeva i zdesna u tocki c i vrijedi

lim f(z) = f(c) = lim f(z).

T—Cc— r—c+

Zadatak 1.77 Odredite A € R takav da funkcija f: R — R

e +1, x>0
f(x)—{ T+ <0

bude neprekidna. Je li f derivabilna na R?

Rjesenje. Racunamo:

lim f(z) = lim (x 4+ \) = A,

z—0— z—0—
oy S = ey =2

Da bi f bila neprekidna, mora vrijediti

lim f(x) = f(0) = lim f(z),

z—0— z—0+
tj.
A=2=2

odakle je A = 2.
Racunamo

i L@ - fO) e +2-2

r—0— x—0 z—0 x

lim M:hmﬂ: 0 LH o € — 1,

z—0+ z—0 x—0 T 0 z—0+ 1
iz ¢ega zakljucujemo da

f(z) — f(0)

lim
z—0 z—0

ne postoji pa f nije derivabilna u 0.
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A

Zadatak 1.78 Dodefinirajte funkciju f u 0 (ako je moguée) tako da dobijete neprekidnu
funkciju na (—1, +00), ako je

oz o) s =

(a) flz)=
Rjesenje.

(a) Da bi f bila neprekidna, mora vrijediti:

f(O):limf(x):limw: (9) L’ZHglci M:a

z—0 x—0 x
pa definiramo f(0) := a.
(b) Ra¢unamo:

—T

dm f(@) = Jig == =1,
lim f(z)= lim T

r—0+ z—04+ I

pa vidimo da lim, .o f(z) ne postoji pa f ne moze biti ni neprekidna u 0.
A

Definicija. Neka je & € N. Funkcija f je klase C* na otvorenom intervalu I C R ako
%) postoji na I neprekidna je na 1.

Pisemo f € C*(I).

Napomena. Vrijedi: f derivabilna u ¢ = f neprekidna u ¢

Zadatak 1.79 Neka je f: R — R

B arctgx, || <1
f(x)—{ %sgnx—i—m—gl, x| >1 °

Ispitajte:
(a) neprekidnost funkcije f,
(b) diferencijabilnost funkcije f. Je li f klase C' tamo gdje je diferencijabilna?
Rjesenje.
—rpd p< -1

f(x) =< arctgz, —1<z<1 .
%—l—m;l, x> 1
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(a) f je neprekidna na (—oo, —1), (—1,1) i (1, 4+00).

Za x = —1 vrijedi
lim f(z) lim 7r+:v—1 T
i z)= 1li - - _
rx——1— r——1— 4 2 4 ’
T
li = i tgr = ——
A, f() = I arctgr = =7
pa f ima prekid u —1.
Za x = 1 vrijedi
: . T
xl}%_ flz) = mlg{l_ arctgx = T
. . ™ x—1 s
) = i (T 757) =
pa je
: . ™
i fe) = dim f()= T = 1),
odakle slijedi da je f neprekidna u 1.
Dakle, f je neprekidna na (—oo, —1) U (1, 4+00).
(b) e xe(-1,1) = f(x)=arctgr — f’(x)zﬁ
¢ re ool = f@) =145 = [@)=}
e re(litoo) = (1) =7+ 5 = flz)=}
e r =—1 = u toj tocki f nije neprekidna pa ne moze biti ni derivabilna
e I =
JR— t e E b
limM:hm%: 9 H i 1 :1’
e—1- -1 e—1-  x—1 0 a—1- 1422 2
— f(1 Tzl _® 4
TR (OO TN e sl
=1+ x—1 z—1+ r—1 2
— f jederivabilnau 11 f'(1) = 3.
Dakle, f je derivabilna na (—oo, —1) U (—1, 4+00) i
%, r < —1
flla)=% 1=, -1<z<1 .
%, rx>1

Da bi provijerili je li f € C'({—o0, —1) U (=1, 400)), dovoljno je provjeriti da je f’

neprekidna funkcija na (—oo, —1) U (=1, +00):
/" je neprekidna na (—oo, —1), (—1,1) i (1, 400).
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Za xr =1 vrijedi

1 1
. / o _ =
xllﬂ_f(x)_ml_l_1+x2 5%
lim f'(x) = lim L_1
Mt e I R
1
/1 ——
=

Zadatak 1.80 Postoje li a,b € R takvi da je f € C1(R) ako je
1
= wp ezl
f(x) { ar’ +b, |z|<1 '

Rjesenje. Da bi f bila neprekidna na R treba vrijediti:

limy f(z) = (1) = lim f(a)

rz——1—

Jim f(z) = £(1) = lim_ f(z),

odakle slijedi a + b = 1. f ¢e biti derivabilna na R ako vrijedi:
— f(—1 — f(-1
F@) = f1) @) = f(1)

lim ——"——> =
z——1— r+1 z——1+ z+1

R S R )
r—1— z+1 z—1+ z+1

odakle dobijemo (koristeéi uvjet a+b = 1) da mora vrijediti 2a = —1 i tada je f'(—1) =1
if'(1)=—1. Sada iz

a+b=1
20 = —1

dobijemo a = —% i b = 3. Pokazimo da je f € C*'(R). Vrijedi:
5, z<-1
f/(llf): -, —1§$§1 ’
Lo ox>1

— 2
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odakle se vidi da je f’ neprekidna na R, jer je:

=
=1
i
lim f'(z) = lim & =1
A S =y g =1
lim f'(z) = lim (—z) = —1
r—1+ z—14
£y = -1

Zadatak 1.81 Neka je

[ a?sini) |z #£0
ﬂ@_{ 0, 2=0

Dokazite da je f diferencijabilna na R. Je li f € C1(R)?

Rjesenje. Za x # 0 je
1 1
f'(x) = 2xsin — — cos —.
x x

Jos$ raucnamo: ) .
— in-—20 1
lim f(z) = 10) _ o = lim x sin — = 0,
z—0 x—0 T z—0 x

jer mozemo primijeniti teorem o sendvicu na
1
0 < |zsin—| < |z|
x

kada x — 0. Stoga je f derivabilna na R i

1

oy 2wsinl —cost, 557&0

f ¢ CH(R), jer
lim f'(x)

z—0

1

na postoji. Npr. za xy, = 5~ 1y, = m

vrijedi

lim z, =0= lim y
k—-+o00 k——o00
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lim f(zg) = lim (1) = -1

k——+o00 k—+o00
li = i 1=1.
Jm fye) = lim

Zadatak 1.82 Ispitajte neprekidnost i derivabilnost funkcije

f(z) = (Jz(z — 2)| — 3z + 6)*

Rjesenje. Funkcija f je neprekidna na R kao kompozicija neprekidnih funkcija. Vrijedi:

(22 = bx+6)%, <0
fllo) =4 (=2 —x+6)? 0<z<2 .
(2?2 —b5x+6)%, x> 2

Ispitajmo derivabilnost funkcije f u tockama 0 i 2:

_ 2 _ 2 , 2 2 2 .
g S@ = FO) @ =52 46)7 36 (0 pu . 2(2® — 57 +6)(2r —5) 60
r—0— x—0 z—0— €T 0 z—0— 1
i @O (2246736 (0w 22t x4 6)(=20-1)
z—0+ x—0 z—0+ T 0 r—0+ 1
— f nije derivabilna u 0

— f(2 —z? — 2 ; 2(—2% — —2r—1
i L0 =@ Em w6720 (O un A=t —a46)(z20-1)
r—2— T — 2 T—2— €T 0 z—0— 1
fy J@ = FO) (@ =50 +6)7 =36 0\ un 20" —5r+6)(20-5) _
r—2+  x — 2 a2+ T SN0/ ase+ 1 N

= f je derivabilna u 21 f'(2) = 0.
Dakle, f je derivabilna na (—oo,0) U (0, +00).

A

Zadatak 1.83 Neka je f diferencijabilna u nekoj okolini tocke ¢ i dva puta diferencija-
bilna u c¢. Dokazite:

}llli% f(C+h) +f(}ch_ h) B 2f<c> _ f”(C).
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Rjesenje.
lim fle+h)+ f(c—h)—2f(c) _ (9) LH Flle+h) -1+ fl(c—h)-(=1) _
h—0 h? 0 h—0 2h
o Flet ) = £+ 110 — e =h)
h—0 2h
Lo [flcth)=fle), flle=h)—[f(c)
=g [ h * h -

Zadatak 1.84 * Riemannova funkcija je funkcija f: R — R definirana sa

0, xe R\Q
flr) =< 1 r=" meZ neN, M(m|n)=1 .

, =10

=3

Dokazite da je f neprekidna na R\ Q i da ima prekid u svakoj racionalnoj tocki.
Rjesenje.

(a) c=2, meZ neN, M(m|,n)=1 = f(c)=1

n

Uzmimo neki € > 0 takav da je ¢ < % Tada

(Vo > 0)(Fzs e R\ Q), |zs—c| <0 & |f(x5)—f(c)|:%25

pa f ima prekid u c.
(b) ¢c=0

Uzmimo neki € > 0 takav da je e < 1. Tada

(96 > 0)(3es € R\ Q), |as 0] < 6 & | f(z5) ~ f(0)| = 1> =
=0 1

pa f ima prekid u 0.
(c) ceR\Q

Neka je € > 0 proizvoljan. Tada postoji nyg € N takav da je ¢ > % Definirajmo

A= {T:1§n<n0}ﬂ<c—1,c+l).
n
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Tada je A konacan skup, jer u intervalu (¢ —1, ¢+ 1) ima kona¢no mnogo razlomaka
s nazivnikom iz skupa {1,2,...,n9 — 1}. Tada je 6 := min{|c —p|: p € A} > 01i
vrijedi

1 1
_ S _
n o
<€

xz%é@,\x—c|<6:>|f(x)—f(c)|: <e

reR\Q, [z -l <d = |f(z) = f(e)] =0

A

Zadatak 1.85 Ispitajte neprekidnost i diferencijabilnost Dirichletove funkcije f: R — R

1, z€Q
Rjesenje. Pokazimo da f ima prekid u svakoj tocki:

(a) ceQ

Uzmimo € = % Tada

(6 > 0)(3rs € R\Q), |as — el <0 & | f(m) — f(c) | =1 >
=0 1

(b) ceR\Q

Uzmimo ¢ = % Tada

(Vo0 > 0)(3xs € Q), |xs—c| <0 & | flxs)—flc)|]=1>¢
—— -

=1 0

Dakle f nije nigdje neprekidna pa ne moze biti ni diferencijabilna.

Zadatak 1.86 Ispitajte neprekidnost i diferencijabilnost funkcije f: R — R

oz, 2€Q

Rjesenje.

e neprekidnost

Tvrdimo da je f neprekidna samo u 0.
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e c=10
Neka je € > 0. Uzmimo 0 < § < . Tada je

reQlr—0[<d = |f(x) = flo)| =lr—0[<d<e
re€R\Q [z -0[<d = [f(z) - flc)| =10-0[ <e

2

e ccQ, c#0
Neka je ¢ = % Tada
(V6 > 0)(3rs € R\ Q). | —c| <8 & [f(azs) — F(&)] = 0 — | =[e| > 19 =<
e ccR\Q
Uzmimo ¢ = %. Tada
¢ c
(%0 < 61%) (305 € @), lws—c| < 6 & |Fwn)—£(€)] = lrs—0] = las] = lel—|e — 5] > 1D > ¢
—— 2

gdje smo iskoristili

o] < le = 5| + [zs] = |as| = |e| = |e — 5.

Zadaci za vjezbu

1.87 Odredite A € R takav da funkcija f: R — R
1—22 <0
f(x) = A, x=0
142, >0
bude neprekidna. Je li f diferencijabilna?

1.88 Ispitajte neprekidnost i derivabilnost funkcije f definirane s

4x — 8, r <3
f(m)—{ 22 —2x+1, x>3.

Jeli f € CY(R)?
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1.89 Ispitajte neprekidnost funkcije f definirane na [—1, 4+00) formulom

VERT-L
f(z) = 1t
5, z=20.

U kojim tockama je f derivabilna, a u kojim neprekidno derivabilna?
1.90 Neka je f(z) = |z|3. Dokazite da je f € C*(R), ali da f”’(0) ne postoji.
1.91 Neka je f: R — R

arctg (v3z), |z| <1

f(x):{ §x+§sgnx—%§, lz| >1

Ispitajte:
(a) neprekidnost funkcije f,
(b) diferencijabilnost funkcije f. Je li f klase C' tamo gdje je diferencijabilna?

1.92 Zadana ja funkcija f: R — R,

(x —a)?*(x—0)?% a<z<b

J(z) = { 0, inace

Je li f derivabilna? Jeli f € CY(R)?

1.93 Neka je
atsint, x#0

fo={ " e

Dokazite da je f diferencijabilna na R. Je li f € C*(R)? Jeli f € C*(R)? (Odgovori:
Da. Ne.)

1.94 Ispitajte neprekidnost i derivabilnost funkcije
f(z) = || + 32% + 3z + 1] + |2* + 2 — 6.

1.95 Zadana ja funkcija f: R — R,
1
) rzHer, <0
Jeli feC*R)?

VAV
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Oznacimo:
f (c) = lim f(z) = f(c) = hlirg flet h})L — fle) . lieva derivacija funkcije f u tocki ¢
r—Cc— Tr — C —0—
‘(c) = lim f(@) = /() = lim fleth) = flo) ., desna derivacija funkcije f u tocki ¢
a—ct T —¢C h—0+ h

1.96 Navedite primjer funkcije f neprekidne na [—1,1] za koju vrijedi
f0)=0, fL(0)=01if(0) =1
Skicirajte njen graf i zapisite formulu.
1.97 Skicirajte primjer grafa funkcije f neprekidne na [—2, 2], koja zadovoljava uvjete
f(=2)=1, f(0)=0, f(0)=0, fL(1)=-1, fl(1) =11 f.(2) = -1

1.98 * Neka je f neprekidna na (a,b) te derivabilna na (a,c) i {c,b), za neki ¢ € (a, b).
Nadalje, neka postoje lim f'(z) i hm+ f'(x). Koriste¢i L’Hopitalovo pravilo dokazite

tvrdnje:

1. f'(c) postojii vrijedi f' (¢) = lim f'(x),

r—Cc—

2. fi.(c) postoji i vrijedi f’ (c) = lim f'(z).

r—c+

U slucaju da jos vrijedi f’ (c) = f!(c), postoji cak f’(c) i f’ je neprekidna u c, tj. funkcija
f je neprekidno derivabilna u c.

1.99 Dokazite da za funkciju zadanu s

2 i 1
résin, x#0

ﬂ@:{o, r=0

ne postoji lin% f'(x) (niti jednostrani limesi), ali f ima derivaciju u 0. Dakle, ne mozemo

primijeniti postupak za ispitivanje derivabilnosti iz prethodnog zadatka.

1.100 Je li f definirana s

(x+1)5, >0

derivabilna u 07
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1.101 Za

odredite f’ (1), ako postoji.

AV

U sljede¢im zadacima iskoristite sljedece teoreme:

Teorem. (Bolzano-Weierstrass) Neka je f realna funkcija koja je neprekidna na seg-
mentu [a,b]. Tada je i f([a,b]) = [c, d] segment.

Teorem. (Rolle) Neka je f realna funkcija koja je neprekidna na segmentu [a, b], dife-
rencijabilna na intervalu (a, b) i neka je f(a) = f(b). Tada postoji ¢ € (a,b) takav da je
f'(e)=0.

Teorem. (Lagrangeov teorem srednje vrijednosti) Neka je f realna funkcija koja je
neprekidna na segmentu [a, b] i diferencijabilna na intervalu (a, b). Tada postoji ¢ € (a, b)
takav da je

1.102 * Neka je f: [a,b] — [a,b] neprekidna funkcija. Pokazite da f ima barem jednu
fiksnu tocku na [a, b], tj. da postoji ¢ € [a,b] takav da je f(c) = c.

[Uputa: Bolzano-Weierstrassov teorem.|

1.103 * Ako je f(x) = z(z — 1)(z — 2)(x — 3), pokazite da jednadzba f’(z) = 0 ima tri
realna rjesenja i nadite intervale u kojima se nalaze.

[Uputa: Rolleov teorem.]

1.104 * Koristeéi Rolleov teorem dokazite

Teorem. (Cauchyev teorem srednje vrijednosti) Neka su f i g realne funkcije koje su
neprekidne na segmentu [a, b] i diferencijabilne na intervalu (a, b). Tada postoji ¢ € (a, b)
takav da je

(f(b) = f(a))g'(c) = (g(b) — g(a)) f'(c).
Specijalno, ako je g(b) # g(a) i ¢'(c) # 0, tada je

[Uputa: Imitirajte dokaz Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti.]
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1.105 * Neka je f: R — R n outa derivabilna funkcija takva da je f(0) = f/(0) =--- =
f=1(0) = 0. Pokazite da za svaki € R postoji 0 < ¥ < 1 takav da je

J@) )

zm n!

[Uputa: Iskoristite Cauchyev teorem srednje vrijednosti.]

1.106 * Koriste¢i Cauchyev teorem srednje vrijednosti dokazite L’Hopitalovo pravilo:

Neka je I C R otvoreni interval i ¢ € I. Neka su f i g realne funkcije koje su derivabilne

na I takve da je lim f(x) =0 = lim g(x), ¢'(x) # 0, za sve € I \ {c} i da postoji limes
!

i ) (z)

—c g'(x) 9(x)

. Tada postoji lim i vrijedi

flx) . f'(@)

lim —% = lim )
r—cC g(x) r—cC g’(x)

1.107 * Pokazite da je Lagrangeov teorem srednje vrijednosti specijalni slu¢aj Cauchye-
vog teorema srednje vrijednosti.

1.108 * Koristed¢i Lagrangeov teorem srednje vrijednosti dokazite sljede¢e nejednakosti:

1 1 1
(a) <In jLx<—,zax>0
r+1 x x

— 1 1
(b) %<arctg<1+—)—arctg<l+—) <y—z,zal<zr<y<l
x Y



