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1.7 Pad i rast. Ekstremi

Neka je I C Rintervali f: I — R neprekidna funkcija koja je derivabilna u svim nerubnim
tockama intervala I.

Monotonost funkcije f na intervalu I mozemo karakterizirati pomoc¢u derivacije na sljedeci
nacin:
e frastenal < f'(x) >0, za sve nerubne tocke z € [

e fpadanal <= f'(x) <0, za sve nerubne tocke x € [

Definiramo skup stacionarnih tocaka funkcije f sa
S:={xel: f'(x) =0}
Sljedeci kriterij daje karakterizaciju stroge monotonosti:

skup stacionarnih tocaka S ne sadrzi interval

* J strogo raste na I i f'(z) > 0, za sve nerubne tocke z € I\ S

skup stacionarnih tocaka S ne sadrzi interval

* [ strogo padana I < i f'(x) <0, za sve nerubne tocke x € I\ §

Nuzan uvjet za lokalni ekstrem je dan sljede¢im teoremom:

Teorem. (Fermat) Ako funkcija f: (a,b) — R ima lokalni ekstrem u ¢ € (a,b) i ako je
derivabilna u ¢, onda je f'(c¢) = 0.

Zadatak 1.109 Pokazite primjerom da obrat u gornjem teoremu ne mora vrijediti.

Rjesenje. Neka je f: (—1,1) — R s pravilom pridruzivanja f(z) = z®. Funkcija f je

strogo rastuca, pa niti u jednoj tocci nema lokalni ekstrem. Medutim, f'(0) = 3-0? = 0.

A

Zadatak 1.110 Odredite intervale rasta i pada te lokalne ekstreme funkcija:

() J@) =% -5
(b) flw) = 25— lgm—l— 16

(¢) f(z) = arctga — %ln (1+2?)

Skicirajte grafove gornjih funkcija.
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Rjesenje.

(a) Uocimo da je

fl(x) =2* —2? = 2%z — 1)(x+1).

Odavde slijedi da je f* < 0 na (—=1,1), a f/ > 0 na (—oo,—1) U (I,+00). Iz
prethodne karakterizacije zakljuc¢ujemo da f strogo raste na (—oo, —1] i [1,400), a
strogo pada na [—1, 1]. Napomenimo i da bi bilo pogresno reéi da f strogo raste na
(—o0, —1]U[1, 400) buduéi da je, na primjer, f(—1) > f(1). Iz prethodne analize je
sada ocito da se u —1 postize lokalni maksimum (i iznosi =), a u 1 lokalni minimum

15
2

(i iznosi —%).

Gl
[t

(b) Uocimo da je za x € R\ {2, 8}

16 — 22
(22 — 10z + 16)?’

f'x) =

dok u totkama 2 i 8 funkcija f nije niti definirana. Kako je 16 — 2% < 0 za z €
(—00, —4)U (4, 400), a 16 —2? > 0 za x € (—4,4) zakljutujemo da f strogo pada na
intervalima (—oo, —4], [4,8) i (8, +00), a strogo raste na intervalima [—4,2) i (2,4].
U tocci —4 postize se lokalni minimum (i iznosi —=%), a u tocci 4 lokalni maksimum

18
(i iznosi —3).
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(SIS

?Zumiramo” dio oko tocke —4

(¢) Bududi da je
1l—x
/ JR—
f (x) - 1+ CUQ’
zakljucujemo da f strogo raste na (—oo, 1], a strogo pada na [1,4+00). U tocci 1

postize se lokalni (¢ak i globalni) maksimum (i iznosi T — 22).
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=3
N

ISE
s

Vrijedi:
Teorem. (Bolzano-Weierstrass) Neka je f realna funkcija koja je neprekidna na seg-
mentu [a,b]. Tada je i f([a,b]) = [c, d] segment.

Dakle, ako je funkcija neprekidna na segmentu, onda ona na tom segmentu postize mini-
mum i maksimum.

Zadatak 1.111 Odredite broj realnih rjesenja svake od sljedec¢ih jednadzbi:

(a) 2" +2°4+2*-3=0,

(b) x4+ cosx —5=0
Rjesenje.

(a) Uocimo da je broj rjesenja dane jednadzbe jednak broju nulto¢aka funkcije f: R —
R zadane s f(z) = 27 4+ 2° + 2® — 3. Kako je

f(z) = 72° + 5t + 322,

zaklju¢ujemo da je 0 jedina stacionarna tocka, dok za sve ostale x vrijedi f'(z) > 0.
Iz prethodne karakterizacije zakljucujemo da je f strogo rastu¢a pa ima najvise
jednu nultocku. S druge strane, ocito je f(1) = 0, pa f ima tocéno jednu nultocku.
Alternativno, mogli smo zakljuciti da f ima barem jednu nultocku i bez da smo
direktno uocili da je f(1) = 0. Naime, buduéi da je, na primjer, f(—100) < 0 i
f(100) > 0, Bolzano-Weierstrassov teorem nam govori da postoji (barem jedna)
tocka iz [—100, 100] koju f salje u 0.
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(b) Ponovno odredujemo broj nultocaka funkcije f(z) = x + cosx — 5. Kako je
f(x)=1—sinx,

vidimo da je skup stacionarnih tocaka funkcije f jednak S = {§ + 2k7 : k € Z},
S ne sadrzi interval, dok je u svim ostalim tockama funkcija f’ strogo pozitivna.
Zakljucujemo da je f strogo rastuc¢a pa ima najvise jednu nultocku. Buduéi da je
f(=10) < 0, a f(10) > 0, po Bolzano-Weierstrassovom teoremu znamo da f ima
barem jednu nultocku. Spajajuéi posljednja dva zakljucka dobivamo da f ima to¢no
jednu nultocku, pa i pocetna jednadzba ima tocno jedno realno rjesenje.

A

Neka je f: [a,b] — R neprekidna funkcija. Za tocku ¢ € [a,b] kazemo da je kriti¢na
tocka ako vrijedi nesto od sljedeceg:

e f nije derivabilna u ¢
e f je derivabilnauci f'(c) =0
e c=ailic=0b
Zadatak 1.112 Odredite globalne ekstreme funkcije

f:[-3,3] = R, f(x)=2*—4|z|.

Rjesenje. Posebno analiziramo funkciju f na [—3,0] i [0,3]. Na [-3,0] je f(z) = 2? +4x
i f'(z) = 2z + 4 pa f pada na [—3,—2], a raste na [—-2,0]. S druge strane, na [0, 3] je
f(x) =2* —4z i f'(zr) = 2z — 4 pa f pada na [0, 2], a raste na [2, 3].

Iz ove analize mozemo zakljuciti da f poprima globalni minimum u —2 ili 2. Bududi
da je f(—=2) = f(2) = —4, zakljutujemo da se globalni minimum postize u obje te
tocke i iznosi —4. Nadalje, f poprima globalni maksimum u —3, 0 ili 3. Bududéi da je
f(3) = f(=3) = -3, a f(0) =0, slijedi da se globalni maksimum postize u 0 i iznosi 0.

A
Zadatak 1.113 Neka je f(x) = 2* + 82% + 162%. Odredite f([—5, —1]).
Rjesenje. Imamo
f(z) = 42° + 242% + 322 = dx(x + 2)(x + 4),

pa je (ako gledamo samo interval [—5, —1]) f* > 0 na (—4,—2), a f' < 0 na (=5, —4) i
(—2,—1).
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Sada zaklju¢ujemo da f pada na (—5, —4), raste na (—4, —2) i ponovno pada na (—2, —1).
Zbog toga slijedi da f|[_5_1) postize globalni maksimum ili u =5 ili u —2. Bududi da je
f(=5) =251 f(—2) = 16, zakljucuje da se radi o toéci —5 i maksimumu 25. Sli¢no,
fli=s,—1) postize globalni minimum ili u —4 ili u —1. Buduéi da je f(—4) =01 f(-1) =9,
zakljucuje da se radi o toéci —4 i minimumu 0. Iz Bolzano-Weierstrassovog teorema
zakljucujemo da je f([—5,—1]) = [0, 25].

Zadatak 1.114 Odredite sliku funkcija:
(a) f: [-1,2] = R, f(z) = 2'/3(1 — z)%/3
(b) f: [-L1] > R, f(z) = |z|e~le=!

RjesSenje.

(a) f je neprekidna svuda, ali nije derivabilna u tockama 0 i 1, te u rubovima —1 i 2.
Za ostale x je
1 -3z
/ J—
=)= 3x2/3(1 — x)1/3

Analizom predznaka vidimo da f raste na [—1,0] i [0,3] (pa stoga i na [—1,3]),
potom pada na [%, 1] te opet raste na [1,2].

Bududi da je f(—1) = —4'3 1 f(1) = 0, zakljuéujemo da je —4'/3 globalni minimum
funkcije f. Sli¢no, f(%) = 413/31 f(2) = 2'/3 pa je globalni maksimum funkcije f
jednak 2'/3. Iz Bolzano-Weierstrassovog teorema zaklju¢ujemo da je slika funkcije
f jednaka [—4'/3 21/3],

(b) Na[0,1]je f(x) = ze* ' f'(x) = e ! (z+1), paje f na [0, 1] strogo rastuca. S druge
strane, na [—1,0] je f(z) = —ze* 11 f'(z) = —e* !z + 1) paje f na[—1,0] strogo
padajuca. Zakljucujemo da je globalni minimum funkcije f jednak f(0) = 0, dok
je globalni maksimum jednak f(1) ili f(—1). Buduéi da je f(1) =11 f(-1) = %
slijedi da je globalni maksimum jednak 1 pa je, prema Bolzano-Weierstrassovom
teoremu, slika funkcije f jednaka [0, 1].

Zadatak 1.115 U ovisnosti o parametru a € R odredite broj nultocaka funkcije

flx)=zlnz —a.

Rjesenje. Uocimo da je
f(z) =Inz+1,
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pa je f strogo padajuca (0, 1), a strogo rastuca na (£, +o0). Nadalje, f u tocci 1 postize

globalni minimum i on iznosi f(%) = -1 — a.

e e
Ukoliko je a < —% mozemo zakljuciti da f nema nultocaka, dok za a = —% postoji toéno
jedna nultocka (upravo 1).

Preostaje za analizirati slucaj a > —%. U tom slucaju, mozemo imati jos najvise dvije

nultocke.

Prva potencijalna nultocka bit ¢e na intervalu (0, %) i ona ¢e postojati ako i samo ako je

lim, 04+ f(x) > 0. Koriste¢i L’Hopitalovo pravilo imamo

1
Inz =

lim zlnz = lim —— = lim 4 =0,

z—0+4 z—0+4 p z—0-+ -2

pa je lim, o4 f(x) = —a. Zakljué¢ujemo da je na (0, %) imamo nultocku ako je a < 0.

Druga potencijalna nultocka bit ¢e na intervalu (%, +00) 1 ona ¢e postojati ako i samo ako
je lim, o, f(x) > 0, a to ocito vrijedi lim, _,, f(z) = +o0.

Dakle, za a € (—2,0) funkcija f ima dvije, a za a > 0 jednu nultocku.

e

Zadatak 1.116 Dokazite nejednakosti:

3
X .
(a) x—E<smx<z,zax>0

2
(b) x—%<ln(1+x)<a:,za:c>0

(c) In(1+e %) +2arctge” <7, za x>0
Rjesenje.

(a) Nekasu f,g: R - R

$3

f(z) =sinz —x + 5 i g(x)=x—sinuz.

Tvrdnja ¢e biti dokazana ukoliko pokazemo da je f > 01 g > 0 na (0, +o0). Buduéi
da je ¢'(x) = 1 — cosx, mozemo zakljuciti da je ¢’ > 0 osim na skupu stacionarnih
tocaka koji ne sadrzi interval. Slijedi da je g strogo rastuca, a bududi da je g(0) =0
vrijedi da je g > 0 na (0, +00).
Uoc¢imo da je

2

f'(z) = cosx — 1—{—% i f"(x) =2 —sinx.

Funkcija f” je, dakle, jednaka g pa je f” > 0 na (0,400). Slijedi da je f’ strogo
rastuéa na [0, +00), a buduéi da je f(0) = 0 imamo da je f" > 0 na (0, +0o0).
Zakljuéujemo da je f strogo rastuca na [0, 400), a kako je f(0) = 0 onda je f > 0
na (0, +00).



36 1. DERIVACIJA

(b) Sliéno kao u (a) dijelu, definiramo f,g: (—1,+00) — R s

f(m):ln(l—l—:c)—x—i—x—z i g(z) =2 —In(1+x).

2
Tvrdnja ¢e biti dokazana ukoliko pokazemo da je f > 01i g > 0 na (0, +o0). Bududi
da je
1 x?
!
= — — ]_ =

zakljucujemo da je f strogo rastuca na [0,400), pa tvrdnja slijedi iz f(0) = 0.

S druge strane
1

Cl4a
pa je i g strogo rastuca na [0, +00) i tvrdnja slijedi zbog ¢(0) = 0.

g'(x) =1

(c) Nekaje f: R—R
f(x) =In(1 + e ) + 2arctg e* — 7.

Tvrdnja ée biti dokazana ukoliko pokazemo da je f < 0 na (0, +oc). Uocimo da je

2(e" — 1)

['(w) = e + 1

)

odakle slijedi da je f strogo rastuéa na [0,+o0). Bududi da je lim, , o f(x) = 0,
sada mozemo zakljuciti da je doista f < 0 na (0, +00).

JAN
Zadatak 1.117 Zica duljine [ > 0 je presje¢ena na dva dijela. Od jednog dijela se savije
kruznica, a od drugog rub kvadrata. Kako treba presjeci zicu da zbroj povrsina kruga i

kvadrata bude minimalan?

Rjesenje. Pretpostavimo da ¢emo dio segment [0, z] iskoristiti za kruznicu, a [z,l] za
kvadrat. Tada je suma povrsina funkcija f: [0,1] — R zadana s

o= () =+ (57

a njena derivacija je

I
T+47

I

Zakljuéujemo da f pada na [0, =53], a raste na [ 1]. Zicu treba presije¢i u omjeru 7 : 4.

A



1. DERIVACIJA 37

Zadatak 1.118 Dva hodnika Sirine 320 cm i 135 cm se sijeku pod pravim kutem. Odre-
dite najve¢u duljinu tankog nesavitljivog stapa koji se moze prenijeti iz jednog hodnika u
drugi.

Rjesenje. Sljedeca skica prikazuje klju¢no ogranicenje prenosenja Stapa AB iz jednog
hodnika u drugi.

Neka je x = |OC/|. Duljina stapa kojeg zelimo prenijeti iz jednog hodnika u drugi mora
biti manja ili jednaka |AB| za sve z € (0, 4+00). Zadatak se stoga svodi na odredivanje
minimalne duljine |AB| kada x varira od 0 do +o0.

Odredimo minimum funkcije f: (0,+00) — R zadane s f(z) = |AB|. Zbog sli¢nosti
trokuta ACO i ASB, slijedi da je

f(z) =[AO[ - % = V1352 + 22 - 320; =

Rac¢unamo
x® — 1352 - 320

!/
x) = .
@) x2y/x? 4 1352
Bududi da je (1352 - 320)'/3 = 180, zakljuéujemo da je f padajuca na (0, 180] i rastuca na
[180, +00), pa je trazena maksimalna duljina Stapa jednaka f(180) = 625.

A

Zadatak 1.119 U krug radijusa 10 cm upisite jednakokracni trokut maksimalne povrsine.

Rjesenje. Neka je ABC trazeni jednakokracni trokut maksimalne povrsine, te neka mu
je AB osnovica. Uo¢imo da je ABC siljastokutan. Doista, kad bi ZAC'B bio tup, mogli
bismo nacrtati Siljastokutni jednakokracni trokut A’ B’C' koji bi bio upisan u istu kruznicu
takav da je A’B’ paralelno s AB i da je |AB| = |A’B’|. Tada bi visina iz C' na AB bila
strogo manja od visine iz C na A’B’ pa bi trokut A’B’'C' ima vecu povrsinu nego ABC.

Neka je S srediste promatrane kruznice i oznacimo s « polovicu kuta ZASB. Tada je
|AB| = 20sin a, dok duljina visine iz C' na stranicu AB iznosi

10 + 10 cos a.
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Zadatak se svodi na maksimiziranje funkcije P: (0, 2] — R

1
P(a) = 5" 20sina - (10 + 10 cos ) = 100 sin v + 100 sin v cos cv.
Bududi da je
P'(a) = 100(2cos® x 4 cosz — 1) = 100(2cos x — 1)(cosx + 1).

iy

2. 5] pa je povrsina maksimalna
a to ée biti slucaj ukoliko je ABC' jednakostrani¢an trokut.

Odavde vidimo da je P rastuca na (0, 3], a padajuca na |

_m
Z&Oé—g,

A
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Zadaci za vjezbu

1.120 Odredite intervale rasta i pada te lokalne ekstreme funkcije zadane formulom:

(b) f(z) =In(x* — 62 + 10) — 2arctg(z? — 3).

1.121 Odredite sliku funkcija:
(a) f: [3.5] =R, f(z) =22%—92% + 12z

2
(b) f5 5,5 5 R fla) =

1.122 U ovisnosti o parametru a € R odredite broj nultocaka funkcije
f(z)=¢€"—z —a.
1.123 Dokazite nejednakosti:

3
(a) tg:z:>:c—|—%,zasvak10<x<g

(b) 2z arctgz > In (1 + z?), za svaki z > 0

2(x —1)

1
(¢) Inx > Y

, za svaki x > 1

1
(d) 5z + — >6, zasvakiz >0,
T

2

(e) arctgx > arcsin ajf—ﬂ, za svaki x > 0,
b b2 _ A2

(f) lna < 2aba , za svake 0 < a < b,

wloo

+(cosx+ L )% 29<’/§, zasvakix€<0,g>.

CosS T

(g) (Sin[[’ + silllx)
1.124 Odredite globalne ekstreme funkcije:

(a) f:[-2,—4 >R, fla) ="
22+1

(b) f:[5.5] = R, f(iv):hlm-
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1.125 Rastavite broj 1 na dva nenegativna pribrojnika tako da im zbroj korijena bude
najvedi.

1.126 U polukruznicu polumjera 1 upisan je trapez ¢ija osnovica je promjer polukruznice.
Odredite kut uz osnovicu trapeza tako da povrsSina trapeza bude najveca.

1.127 Na krivulji ¥y = ch x nadite tocku najblizu pravcu y = %x.

1.128 U zemlji MathLand davno je uveden koordinatni sustav. Na obali rijeke y = 0
nalazi se grad A(—2,0), a dalje od obale je grad C'(0,1). Odredite na kojem mjestu
treba izgraditi pristaniste B(b,0), —2 < b < 0 da bi transport od A do C preko B bio
najjeftiniji. Pritom je jos poznato da je cijena transporta kopnom dva puta veca nego
cijena transporta rijekom.

1.129 Odredite broj realnih rjesenja jednadzbe (22 —3)e® = a (u ovisnosti o parametru
a € R).

2r — 1
1.130 Na krivulju y = * T x > 1 povucite tangentu takvu da povrsina pravokut-
x JR—

nog trokuta omedenog tom tangentom i koordinatnim osima bude minimalna. Kolika je
najmanja vrijednost te povrsine?

1.131 U elipsu b*z? + ay? = a*b? upisite pravokutnik najveée povrsine.
1.132 Tangenta elipse b%z? + a?y?> = a?b? sijece koordinatne osi u tockama A i B.
Pokazite da je
|AB| > a +b.

1.133 U kuglu radijusa 10 cm upiSite stozac maksimalnog volumena.

1.134 Odredite @ € R takav da minumum funkcije f(z) = 42* + 4ax + a®* — 2a na
segmentu [0, 2] bude 1.

1.135 Iz kruga je izrezan kruzni isjecak sa srediSnjim kutem a. Odaberite kut o tako
da volumen stosca, ¢iji se plast dobije savijanjem izrezanog dijela bude najveci.

1.136 U kocku duljine stranice a upisite valjak maksimalnog volumena, tako da mu
prostorna dijagonala kocke prolazi sredistem.

1.137 (a) Pokazite da za x > 0 vrijedi

*—ar+a—1<0,kadaje0<a<1
2 —ar+a—1>0kadajea<0ilia>1

(b) Koristeéi (a) dokazite Youngove nejednakosti:



1. DERIVACIJA 41

Zaa,b>01p,q7é0,1,%—l—%zlvrijedi:

al/Ppl/e < a + 9, kada je p > 1
p q

al/Ppt/a > a + 9, kada je p < 1
p q

1.138 * (Snellov zakon loma svjetlosti) Po tzv. Fermatovom principu zraka svjetlosti
od jedne do druge tocke putuje tako da je vrijeme putovanja najmanje moguce. Ako neki
medij ima istu strukturu u svakom svom dijelu, onda je putanja zrake svjetlosti pravac.
Pretpostavite da imate dva takva medija, kao na sljedecoj slici:

A

(651
&

C

(6%

As

Ako su brzine svjetolsti u tim medijima ¢; i co, pokazite da vrijedi Snellov zakon:

sin oy o
sinag  cy
1.139 * Posuda oblika valjka je postavljena na ravnu povrsinu. Na nekoj visini je naprav-
ljen otvor iz kojeg istjece mlaz vode. Odredite visinu na koju treba staviti otvor tako da
mlaz dostigne najvec¢i domet, ako znate da je prema Torricellijevom zakonu brzina kojom
voda istje¢e dana fomulom /2gh, gdje je h visina vode iznad otvora. (g = 9.81m/s?)

1.140 * Polinom P stupnja n s realnim koeficijentima zadovoljava P(z) > 0 za svaki
x € R. Dokazite da tada vrijedi i

P(z)+ P'(z) 4+ P"(z) + ...+ P™(x) >0 zasvaki z € R.

[Uputa: Oznacimo lijevu stranu s f(z). Primijetite da je f(z) = P(x) + f'(x).]



