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1.8 Asimptote. Konveksnost i konkavnost. Infleksija

Pravac y = b je horizontalna asimptota funkcije f ako je
lim f(z)=>5bili lim f(z)="0.
T—r—00 T—+00
Pravac y = ax + b je kosa asimptota funkcije f ako je
i (/(2) = (az ) = 01ili_lim (/@) = (a2 +1)) =0,
Tada je
I () R

Ako je a = 0, vidimo da je kosa asimptota zapravo horizontalna asimptota. Pravac z = a
je vertikalna asimptota funkcije f ako je

Jim |f(2)] = +oo ili lim |f(2)] = +oo.

Zadatak 1.141 Odredite asimptote funkcija

(o) fl2) =

(b) f(2) = =

() flz) =7
Rjesenje.

(a) Domena funkcije f je R\{0}. Jedini kandidat za vertikalnu asimptotu je onda z = 0.

Kako je lim, o f(z) = —o0, i lim, 04 f(2) = +00, zakljucujemo da je vertikalna
asimptota pravac z = 0. Racunajmo sada kose asimptote. Vrijedi
z 1
a = limmz lim — =0,
z——00 I T——00 $(65‘7 — ]_)

b= lim (f(x) - az) = lm_f(a)= -1,

pa imamo lijevu kosu asimptotu, koja je zapravo lijeva horizontalna asimptota,

y = —1. Za x — 400 vrijedi
1
a = lim /() = lim —— =0,
T—+00 T z—>=400 :E(ex — 1)
b= lim (f(z) —ax)= lim_ f(z)=0,

pa imamo desnu kosu asimptotu, koja je zapravo desna horizontalna asimptota,
y = 0.
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(b) Domena funkcije f je R\{—1,1}. Vrijedi

lim f(z)=+

r——1— ( 0

i Sta) = e

lim f(x)=— o0
(

)
r—1—

)=
) =
)=
lim f(x)=

+ 00,
r—14+

pa zakljucujemo da su vertikalne asimptote x = —1ix = 1.
Kose asimptote:

lim @ 1i 1

a= r—t+oo I x—1>r:iloo ;L’(;L’2 — 1) o

b:rlﬁl\rinoof(x) - 2 —1 :07

pa zakljucujemo da imamo horizontalnu asimptotu y = 0.

(¢) Domena funkcije f je R\{—1,1}. Vrijedi

pa zakljucujemo da su vertikalne asimptote = —1 (vertikalna asimptota slijeva) i
x = 1 (vertikalna asimptota zdesna) . Uo¢imo da je za vertikalnu asimptotu dovoljno

da je samo jedan jednostrani limes jednak +oo ili —oc.
Kose asimptote:

b= lim f(z)= o1 — 1,

T—100

pa zakljucujemo da imamo horizontalnu asimptotu y = 1.

Neka je I C R otvoreni interval i neka je f: I — R funkcija. Kazemo da je
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e f (strogo) konveksna ako vrijedi

FU(T =Xz 4+ Axa) (2) (L =N f(z1) + Af(xa), zasve xy, 29 € I, X € (0,1).

e [ (strogo) konkavna ako vrijedi
>)
FU1 =Xz 4+ Axg) > (1= N)f(z1) + Af(xe), zasve xy, x5 € [, X € (0,1).

Konveksnost i konkavnost mozemo karakterizirati na sljedec¢i nacin:

Neka je f: I — R dva puta derivabilna funkcija na I. Vrijedi

>)
e f je (strogo) konveksna na I <= f"(z) > 0, zasve z € I.

(<)
e f je (strogo) konkavna na I <= f"(x) < 0, zasvex € I.
Tocka a € I je tocka infleksije funkcije f ako vrijedi nesto od sljedeceg:

e postoji & > 0 takav da je f strogo konveksna na (a — §,a) i strogo konkavna na
(a,a+0)

e postoji & > 0 takav da je f strogo konkavna na (a — 0,a) i strogo konveksna na
(a,a+9)

Dakle, u slucéaju da je f dva puta derivabilna funkcija i ako u a f” mijenja predznak,
onda je u a tocka infleksije. Odavde vidimo da su “kandidati” za tocke infleksije nultocke
funkcije f”.

Zadatak 1.142 Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti i tocke infleksije za funk-
ciju

fla)=e"

o« - . . _ 2 e .
Rjesenje. Kako je f”(z) = 2¢* (222 — 1), vidimo da je f” > 0 na (oo, —?) U (%i, +00)

i f” <0 na (—‘/TQ, ‘/7§> Prema karakterizaciji konveksnosti i konkavnosti zakljucujemo

da je funkcija f konveksna na intervalima (—oo, —‘/75] i [\/75, +00) 1 konkavna na intervalu
[—‘/75, ‘/75] Takoder, tocke infleksije su —‘/75 i ‘/75

Zadatak 1.143 Koliko najvise nultocaka moze imati strogo konveksna funkcija?



1. DERIVACIJA 45

Rjesenje. Ocito je da postoji strogo konveksna funkcija s dvije nultocke — na primjer
x> 22 — 1 je jedna takva funkcija.

Dokazimo da ne postoji strogo konveksna funkcija s vise od dvije nultocke. Pretpostavimo
suprotno, tj. da je f: R — R neka strogo konveksna funkcija, te neka su xq, x9, 3 neke
tri njene nultocke takve da je ©1 < xy < x3. Buduéi da je x5 € (x1, x3), postoji A € (0, 1)
takav da je 9 = Azxy + (1 — N)ag. Medutim, koristeéi strogu konveksnost i ¢injenicu da
su x1, xa 1 a3 nultocke funkcije f imamo

0= f(22) = f(Az1 + (1 = A)zs) < Af(21) + (1 = A)f(a3) =0,
Sto daje kontradikciju.
JAN

Zadatak 1.144 Neka je I C R otvoreni interval i f: I — R konveksna funkcija. Dokazite
da za z1,...,x, € I vrijedi:

f<x1+...+xn> - fla) + .+ flan)

n n

Rjesenje. Tvrdnju ¢emo dokazati matematickom indukcijom po n.

Baza. Za n = 1, vrijedi f("”—ll) < _f(fl),

Pretpostavka. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € Ni proizvoljne x1, zs, ..., x, €
{{orak. Uzmimo proizvoljne x1, zo, ..., Ty € I. Tada vrijedi
T z ... tz, n z ... tz, 1
f( 1+ 2;—+1+ +1):f(n+1 1+ 2-; + +n+1xn+1)§
Snj_lf(m—l—xg—;...—i-xn) i n—li—lf(an) <
_n:z_1f(3:1)+f(3:2)n+...+f(a:n) N n_li_lf(fnﬂ) _
f(z1) + flae) + .o+ f(@ns1)

Y

n—+1

1

gdje se u prvoj nejednakosti koristi definicija konveksnosti za A = -,

postavka indukcije.

a u drugoj pret-

A

Zadatak 1.145 Dokazite nejednakosti:

P Yy D
(a) <u) B e . TR
n
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3V3
b) sina +sin 8+ siny < i, dje su «, f i v kutevi trokuta
8 9 gdj

Rjesenje.

(a)

Definirajmo funkciju f: (0, +o00) — R formulom f(z) = aP. Kako je f"(z) =
p(p—1)aP=2 > 0 za z > 0, zakljuujemo da je f konveksna funkcija, pa prema pret-
hodnom zadatku za xy,...,z, > 0 vrijedi f(m%) < M, tj. vrijedi

($1+...+xn )p < ai+..+ap
n — n :

Definirajmo funkciju f: (0,7) — R formulom f(z) = —sinz. Kako je f"(z) =
sinx > 0za x € (0,7), zakljucujemo da je f konveksna funkcija, pa prema prethod-
nom zadatku za kuteve trokuta a, 8,y € (0, 7) vrijedi f(‘”gﬂ) < f(a)+f§f)+f(7), tj.

—sin § < SRR Bosiny iz Gega slijedi trazena nejednakost.
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Zadaci za vjezbu

1.146 Neka je f: I — R konveksna funkcija. Pokazite da je —f konkavna funkcija.

1.147 Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti i tocke infleksije za funkcije

4

3 —1

(a) f(z) =
(b) f(x) = e 22+

1
1.148 Dokazite da na grafu funkcije f(x) = %
x

leze na jednom pravcu. Odredite jednadzbu tog pravca.

postoje tri tocke infleksije i da sve

1.149 Dokazite nejednakosti:

(a) tg1° +1tg2° +... +tg44° > 44 (V2 - 1)

(b) tgl°-tg2°-... -tg4d° < (V2 —1)*

1.150 * Ako je konveksna funkcija f: R — R omedena, onda je f konstanta. Dokazite!

1.151 * Dokazite da ako za konveksnu funkciju f: R — R vrijedi
f(z) f(z)

lim = lim
r—r—00 €T r——+oco I

—0,
onda je ona konstanta.

1.152 * Neka je f: (a,b) — R konveksna funkcija.

(a) Pokazite da za svaki x € (a,b) postoje lijeva i desna derivacija:

Yy—rr— Yy—x Yy—r+ Yy—x
i da vrijedi f’ (x) < f ().

(b) Koristedi (a) pokazite da je f neprekidna funkcija.



