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2.6 Nepravi integrali

Definicija. Neka je f : [a, +00) — R funkcija koja je Riemann integrabilna na svakom
podsegmentu |a, £] od [a, +00). Ako postoji konacan limes

13
lim / (@) da (2.4)

E——+o0

onda se taj limes zove nepravi integral funkcije f na [a,400) i oznacava s

—+00

f(z) da. (2.5)

a

Takoder kazemo da nepravi integral (2.5) konvergira. Ako limes u (2.4) ne postoji u R,
onda kazemo da nepravi integral (2.5) divergira.
Analogno definiramo pojam nepravog integrala za funkciju f : (—o0,a] — R:

/_(; f(z)dx = 5li)r_noo /: f(x)dx.

Ako je f : R — R funkcija koja je Riemann integrabilna na svakom segmentu, tada

definiramo
“+o0

" fa) do = /_ " f@de+ [ f@)de (ceR), (2.6)

ukoliko oba neprava integrala s desne od (2.0) konvergiraju.

Napomena. Lako se pokaze da je definicija (2.6) dobra, tj. da ne ovisi o izboru tocke
ce R

Zadatak 2.49 Izracunajte neprave integrale:

W 1w o ey @f
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© Foo dz _ ¢ dz | x=cht=1t=Archz aw Archa | _
D) o1 i), w2ar o1 | de=shzds ¢ — Arch¢
Arch¢

lim —_—
§—+ JArcha ch? tSht

2 _
th(Archa)) = 1 — “Tl

@ /+°° dz B /+°°_ dz B /—3 de . /+°° dz
o 22462 +13 ) (43244 ) (x+3)2+4 ), (x+3)2+4

lim - du + lim /?7 du lim 1act :)3+3‘—3
i S i — = lim —ar
¢——o0Je (43)2+4 notoo J 3 (x+3)2 44 o—c02 579 3

Arch¢ Shtdt ' /Arch§ dt e tht
_— = 1
§—=+ JAarcha ch?t &+

= lim (th(Arch¢) —

Archt b—+o0

+ lim 1act L3y lim 1act c+3 + lim 1act n+s 7T+
im —ar =1l —— arctg —— i —arctg —— | = —
oo 2 OB Ty T T2 T ) T AR (2 T 1
m_T
42
JAN
Napomena. Postojanje limesa
3
lim x)dx. 2.7
Jdm [ s) 2.7
+0o0
opc¢enito ne povlaci konvergenciju nepravog integrala f(z)dz.
3 3
Npr. za sve £ > 0 imamo / xdx = 0, pa je stoga i glim xdr = 0. S druge strane za
¢ DR
13 52 13 +o00
¢ > 0 imamo / rdr = 5 pa je 5ligrn xrdxr = +o00. Dakle, nepravi integral / xdx
0 —TJo 0
“+oo
divergira, pa onda ne postoji ni / rdr.
+00
S druge strane, ako nepravi integral f(z) dx konvergira, tada limes (2.7) postoji i
vrijedi B
+oo
dr = lim
[ fwyde = Jim / e
Limes (2.7) zove se glavna vrijednost integrala funkcije f i oznacava s
+oo
V.P. f(x)dx

O njemu cete vise ¢uti na kompleksnoj analizi.
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+oo
Definicija. Za nepravi integral / f(x) dr kazemo da apsolutno konvergira, ako

[ s

konvergira nepravi integral

Teorem. Apsolutna konvergencija povlaci obi¢nu konvergenciju, tj. ako nepravi integral
+0o0o

(x) dx apsolutno konvergira, tada on i konvergira.

Napomena. Obrat prethodnog teorema opcéenito ne vrijedi. Naime, moze se pokazati

da nepravi integral
T gina
dz
1 x

konvergira, ali da ne konvergira apsolutno.

Teorem. (Usporedni kriterij) Neka su f,g : [a,+00) — [0,+00) dvije nenegativne
funkcije koje su Riemann integrabilne na svakom segmentu [a, b], a < b. Pretpostavimo
da vrijedi

f(z) <g(x), Vzx € la,+00).

“+oo
(a) Ako nepravi integral / g(x) dx konvergira, onda konvergira i nepravi integral

+oo

f(z)dz.

+o0o +o0
(b) Ako nepravi integral (x) dzx divergira, onda divergira i nepravi integral / g(x)dx.

a

Korolar. (Granié¢ni kriterij) Neka su f, g : [a, +00) — R, dvije pozitivne funkcije koje
su Riemann integrabilne na svakom segmentu [a, b], b < a. Pretpostavimo da u R postoji
limes

+o0o
(a) Ako nepravi integral / g(x) dx konvergira i ako je ¢ € [0,400), tada i nepravi

+oo
integral (x) dz konvergira.

+o00
(b) Ako nepravi integral / g(x)dz divergira i ako je ¢ € (0,400], tada i nepravi

+o0o
integral (x) dz divergira.



Zadatak 2.51 Ispitajte konvergenciju nepravih integrala

(a)

Rjesenje.
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Zadatak 2.50 U ovisnosti o parametru p > 0 ispitajte konvergenciju nepravog integrala

o0 d
/ —f, gdje je a > 0.
e

“+oo
o e C e .. X . .. . .
Rjesenje. Po definiciji, nepravi integral / — konvergira ako postoji konacan limes
x
a

3
L= lm [ %

E—too J, aP
Promatramo slucajeve.

b
d
(i) Ako je p =1, onda je / % =Inb—Ina. Stoga je

3

d
L=1lm [ &= lim (Inf —na) = +o0,
=400 J, T £——o0
oo da
pa nepravi integral / — divergira.
o T
3 d 1-p ¢ 1
(ii) Ako je p # 1, onda je ez

1-p  1-p :
) xp_l_pa_l_p(g a "P). Stoga je

13
L— lm [ % 1

+oo zap<l1
= —— lim ("7 —a'?) = b
=400 J, 2P 1 —p E—+o0

= al—p

T Zap> 1.

+oo
Dakle, nepravi integral / —Z konvergira za p > 1, a divergira za 0 < p < 1.
e T

T rsing T3 4 sinx

LLLEPRES d <>/+°° o <d>/+°° v da
e —— ) — aAX C arc — axr

1+ 22sin’z

400 :
x sin
(a) Tvrdimo da nepravi integral / AT
1

dx konvergira apsolutno.
x> +4
Zaista, kako je
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o dx
te kako nepravi integral / \/—_3 konvergira (p = %), iz grani¢nog kriterija slijedi
1 x
d "tgl/+oo TdT_ ¢ koder konvergi
a nepravi integra ——— takoder konvergira.
1 vVad +4
Iz nejednakosti
| sin | x
< , Vx>0,
VI +4 7 Vab +4
3 . o wdr Lo
dokazane konvergencije nepravog integrala ——— i usporednog kriterija sli-

1 Vb +4

dx konvergira apsolutno.

T rsinx

1 \/I5—|—4

jedi da nepravi integral

[z nejednakosti

3 + si 2
Iz

3 $’
divergencije nepravog integrala

+oodx(_
A

dx takoder divergira.

) i usporednog kriterija slijedi da

W=

t° 3 4 sing

1 v

nepravi integral

Kako je
. arctgl
L= hrf — =1,

+oo
te kako nepravi integral / — divergira, prema grani¢nom kriteriju zakljucujemo
x
+o00 1 !
da integral / arctg — dx takoder divergira.
1 x

Iz nejednakosti
x x

1
>—, Vrell 4oo
14+ a2sinz — 1+22 "~ «x [ )
. g : T da . R
divergencije nepravog integrala — (p = 1) i usporednog kriterija, slijedi da
1 Xz

+0o0o
nepravi integral / —————— dx takoder divergira.
1 1+ 2a%sin“zx

A

Definicija. Neka je f : [a,b) — R (ne nuzno ogranicena) funkcija koja je Riemann
integrabilna na svakom podsegmentu [a, ] od [a,b). Ako postoji konacan limes

13
lim / f(z) da, (2.8)

E—b—
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onda se taj limes zove nepravi integral funkcije f na [a,b) i oznacava s

—b

f(z)dz. (2.9)

a

Takoder kazemo da nepravi integral (2.9) konvergira. Ako limes u (2.8) ne postoji u R,
onda kazemo da nepravi integral (2.9) divergira.
Analogno definiramo pojam nepravog integrala za funkciju f : (a,b] — R:

b b
/m_ f(x)dx = 51_igl+/5 f(x)dx.

Ako je f: (a,b) — R funkcija koja je Riemann integrabilna na svakom podsegmentu od
(a,b), tada definiramo

—b

- f(z)dx = /i f(z)dx + f(z)dr (a<c<b), (2.10)

ukoliko oba neprava integrala s desne od (2.10) konvergiraju.
Napomena. (a) Lako se pokaze da definicija (2.10) ne ovisi o izboru tocke a < ¢ < b.

(b) Ako je f :[a,b] — R Riemann integrabilna funkcija, tada je

—b b
flaydo = [ fa)do,

Sto pokazuje da je u tom slucaju nepravi integral jednak ”obi¢nom” Riemannovom inte-
gralu funkcije f na [a,b].

(c) Za nepravi integral na ograni¢enom podrucju vrijede analogni teoremi kao i za nepravi
integral na neograni¢enom podruéju.

Zadatak 2.52 Izracunajte neprave integrale

xdx 2 -3
—_— b/ ctg rV/sin x dx c/ tg x dx.
IO A © [ Viss

—1

(a)

Rjesenje.
(a) = xdx _ lim ¢ xdx | x =sint = z = arcsint 0+ 0 _
o V1—a22 e1-Jy VI—g2 | dz=costdt & arcsiné |
arcsin & arcsin &
lim sintdt = lim (— cost) = lim (1 — cosarcsin{) = lim (1 —
e~1- Jo £—1- 0 £—1- £—1-

VI-)=1.

™

(b) /2 Ctgxmdx lim (sinx)_§ costdr — [ t=sinx £ — arcsin & }
0

ISIE]

™

_ E-0+ J¢ dt = cosxdzx F1
1 1
2 1
lim t73dt = lim <3 . t§> =3 lim (1 — /arcsiné) = 3
§—0+ arcsin £ §—0+ arcsin & §—>0+( 5)
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(d) Uzmimo 0 < € < 7 i stavimo

1. :/2 Vigxdr.
0

_>_

Po definiciji je Vigrdr = hm I.. Koristedi supstituciju t = Z — x, imamo
0
I. = t=5-2 0= t ——x dx— \/ct xdz.
| dt= —d:)s §—5|—>5 g &
Neka je

7\'_

J. = /5 (Vtgr + Vcetgz) d

b sin:c+cosx sinz + cosx
Tada je J. = \/_/ dx
: e \/sinxcoszv \/1— (1 — 2sinz cos )

_\/—/ sin x + cos x do — {u-sma:—cos:v €+ sine — cose
— _ . s .
V1= (sinz — cos )2 du = (cosw +sinz)dr 5 —er> cose —sine
cose—sine d
u . :

V2 = = 2v/2 arcsin(cos e — sine).

sine—cos e —u
Stoga je

lim J. = lim (2\/§arcsin(cos5 — sina)) =2V2. - =2m.

s
e—0+ e—0+ 2
Kako je

JE:2[E—/ \/tg:):da:—/2 Vetgxde,
0 3¢

€ 2
te kako je lim / vigrdr =01 lim / vetgrdr =0, to je
e—=0+ J e—0+ T_e

I — ) 1 s
0 tgLL’dSL’ - al—lgl—i- ]5 a 2 El—l%l-i- J \/§
A
Zadatak 2.53 U ovisnosti o parametru p > 0 ispitajte konvergenciju nepravog
integrala
“d
/ —x, gdje je a > 0.
0« xP
I~ .. ¢ dx . . §
Rjesenje. Po definiciji, nepravi integral - konvergira ako postoji konacan
0— L
limes a g
L= lm [ £
£E—0+ ¢ xP

Promatramo slucajeve.
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ad a
(i) Ako je p=1, onda je za0<§<a/ ?x:lnxt =1Ina—In&. Stoga je
3

a

L = lim R T (Ina —In¢) = 400,
=0+ Jo o &0+

a

.. €T . .
pa nepravi integral / — divergira.
x

0+
a 1-p \a 1
(i) Akojep# 1, ondajeza 0 < & < a g x_f = lx—pg = l_p(al_p—ﬁl_p)-
Stoga je
Letim [ (Bl @y f R0 meel
&0+ Jo 2P 1 —peor alTp za 0 <p <l

a

x
Dakle, nepravi integral / — konvergira za 0 < p < 1, a divergira za p > 1.
x

0+—
A

Zadatak 2.54 Ispitajte konvergenciju nepravih integrala

2 d —1 CoS 1 s d —3 2 1
(a) / ar (b) il SR (c) > Vrdr () / 7+ du
1 Inx o V(l—x)3 0 1 —cosx 1 |22 — 4z + 3|

Rjesenje.

(a) Uzmimo0 < e < 1. Tadaje/

Pdr [t=a-1=a=t+1 l4+e—cec] _
1+€lnx_ B

de = dt 2+ 1

Loodt : :
—— . Iz nejednakosti
. In(t+1)

In(t+1)<t, Vt>0

/1 dt - 1 @
. In(t+1) .t
1

dx
kako je 0 < € < 1 bio proizvoljan, te kako nepravi integral / — divergira, iz

00—

slijedi

2

dx
usporednog kriterija slijedi da nepravi integral / —— takoder divergira.
1~ 11T

(b) Uzmimo 0 < ¢ < 1. Kako je

cos1 ‘gl, Vo # 1,
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imamo

\cos— e dr [t=1-z 01 [t dt
)3 o VA-—zp |dt=—dz l-ecw—e ]| J V3

1

dt
Kako je 0 < € < 1 bio proizvoljan, te kako nepravi integral /
(]4— \/t_3
—1 cos—

0 \/1—{17

iz usporednog kriterija slijedi da nepravi integral ———— dx apsolutno

konvergira, pa stoga i konvergira.

Uzmimo 0 < € < 7. Iz nejednakosti

sinz <z, V>0,

slijedi

1—cos’x N .y 5 m

l—cosx =———<1—cos’x=sin"z <z, Vre (0 =,

1+ cosx 2

jer je 1 +cosxz > 1, za sve x € (0, 5. Stoga je
> Jrde - 2 rde [P dx

. 1l—cosx . a2 . Va3

Kako je 0 < & < 7 bio proizvoljan, te kako nepravi integral / dlverglra

: \Jzd
(p = 2), iz usporednog kriterija slijedi da nepravi integral / Q takoder

0 1 —cosz
divergira.

Tvrdimo da nepravi integral konvergira. Dokazimo da oba neprava integrala

2 x+1 -3 x+1
— |z 4x+3 2 /T 43:—1—3

konvergiraju. Ocjenjujemo:

v vl < L Vz e (1,2]
= ) X ) )
V02 =4z +3]  J(z-1)@B-2) Vz-1
jer je
2?2+ 1 )
< -=05, Vxe(l?2
vV3—x 1 (1.2]
Slicno bismo dobili i ocjenu
241 | 10
v = v Vr € [2,3).

V2 —4r+3  J/z-1)@B-x) S~
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Uzmimo proizvoljne 0 < £, < 1. Zbog prethodnih nejednakosti imamo

2 2 2 o 1
241 dx<5/ dx :[t—x 1 1+5H5}_ ﬁ,
- Vi

1+ /|2? — 4z + 3| lee Vo —1 de=dt 21

te
3-6 2 3—6 1
1 dt =3 - dt
Tt dx < 10 7:{t oo 21 }:10/ —.
2 V|x? — 4z + 3] 2 V3—-1 dr=—dt 3—4d—0 5 Vit

1
Kako su 0 < £, < 1 bili proizvoljni, te kako nepravi integral / — konvergira

O<—\/1_f

(p= %), iz usporednog kriterija slijedi da oba neprava integrala

2 2 +1 . —3 2+ 1
der 1 dx
1— \/|2? — 4z + 3 2 /|22 —4x + 3]

takoder konvergiraju.
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Zadaci za vjezbu

2.55 Izracunajte neprave integrale:

(a)/o T e (0P + 1) da (10)/_0:0(1+d$>2 © | m\/%dm

2.56 Ispitajte konvergenciju nepravih integrala

(a) Foo dz (b) +oo cosx2-1nxdx )/+°° sinxd$
e V1i+zxlnz e A(r+1)3 1 x .

2.57 Odredite parametar o € R za kojeg nepravi integral

/—l-oo T Q
(2 - )d:)s
0 24+4 3x+2

konvergira, te za taj « izracunajte gornji integral.

2.58 Neka je f : [a,+00) — [0,400) neprekidna nenegativna funkcija. Pretpostavimo

da nepravi integral
+0o0o

f(x)dx

konvergira.

(a) Mora li nuzno vrijediti hIJP f(z) =07

(b) Ako je f uniformno neprekidna na [a, +00), dokazite da je lim f(z) = 0.

T—+00

2.59 Izracunajte neprave integrale:

s

—1 T —b T 2
(a)/o ,/ixdx orl \/(x_‘i)(b_x), (a < b) (c)/@_ln(sinx)dm.

2.60 Ispitajte konvergenciju nepravih integrala

jus

dz = dx - T —x
O Fam | == ©f Fle ow

o
T ~—
-t
o
8
=4
—_
+
=
Q
IS



