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2.7 Primjene odredenih integrala

2.7.1 Racunanje povrsina

Potsina lika omedenog pravcima x = a i = b te krivuljama y = f(z) i y = g(x) je

b
P= [ 1f@) - o)l ds
Zadatak 2.61 Odredite povrsinu lika oomedjenog krivuljama:
y=4—2> iy=a®— 2.

Rjesenje. Prvo pronademo presjek krivulja:
=221 = (@+D)(2-2)=0 = 2 =—1, 1, =2.

Stoga iz slike vidimo da je

p:/((4_x2)—(x2—2a7)d1’:...:9.

A
Zadatak 2.62 Odredite povrsinu lika oomedjenog krivuljom
y=a>—1x—6,
osi apscisom i pravcima r = —3 1 x = —2.
Rjesenje. Iz slike se vidi da je
—2 1 2 19
P:/(x2+x—2—0)dx+/(0—(xz—x—6))dx+/(x2+x—2—0)dx:...:E.
-3 -2 1
A

U polarnim koordinatama krivulju zadajemo s

r=flp), ¢ €la,f].

Tada je povrSina sektora jednaka

(f())* .

s

I
DO | —
P
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Zadatak 2.63 Izracunajte povrsinu omedenu prvim i drugm zavojem Arhimedove spi-
rale:
r=ayp, gdjejea>0.

Rjesenje.
47 2
1 2 1 2 23
P:§ (ay) dap—§ (ap) dp =...=8a"7".
27 0
A
Zadatak 2.64 Odredite povrsinu Bernoullijeve lemniskate:
(2 +y*)* = a’(a* — y?).
Rjesenje. Koristedi formule za prijelaz iz pravokutnih koordinata u polarne,
X =Tcosp
Y = rsinp,
dobijemo
(22 +y*)? = (r*cos® o + r?sin® p)* = 1!
a*(x? — y?) = a*r?*(cos® psin® ) = a*r? cos 2,

pa je jednadzba lemniskate u polarnim koordinatama

r? = a’ cos 2¢.

s 3 5r m
20 > 0, el0,—|U|—,—]U[—,2
cos2¢ 2 0, zay € [0, JU [, -] U [, 27]

Iz slike vidimo da je

w/4

1
P:4-§/a2cos2godg0:...:a2.
0
A

U parametarskim koordinatama krivulju zadajemo s:

x = z(t)
{y:yw,teﬁhm.

Tada je povrsina omedena krivuljom

t = (x(t),y(1))
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i pravcima z = x(t1) i z = z(t2) da na formulom:
to

p— / y(B)i(t) dt,

t1

(derivacija po t).

adje je - = —
Zadatak 2.65 Odredite parametarsku jednadzbu elipse
2 2
St =1
i izraCunajte joj povrsinu.
Rjesenje.
{4 ey e,

Iz slike vidimo da je

o] 3

0==x(t) =acost; = t; =
a=x(ty) = acosty = ty =0

pa je
0 0
P=1 / y(t)a(t)dt =4 / bsint(—asint)dt = ... = abr.
w/2 w/2
A

2.7.2 Racunanje duljine luka krivulje

Ako je y = f(z), onda je duljina luka krivulje koja je dio grafa funkcije y = f(z) izmedu

tocaka (a, f(a)) i (b, f(b)), gdje je a < b jednaka

zzjfﬁT@%m

Zadatak 2.66 Odredite duljinu astroide
23 4y = 23,

gdje je a > 0.
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Rjesenje. Implicitnim deriviranjem dobijemo

2213 4 y2/3 _ 23 -

2 i
57 T3

2
_y_1/3 . y/ — O

pa je

U polarnim koordinatama je duljina luka krivulje

’l“:f(QO), Y E [O‘>ﬁ]

dana formulom
B

| = / VIPET R do,

07

tj. krace
B

= /\/r2+7'"2d<p.

«

Zadatak 2.67 Odredite ukupnu duljinu kardioide

=a(l+cosyp), gdjejea > 0.

Rjesenje Sa slike vidimo da je

l—2/\/r2 dg0—2/\/a2 1+ cos )2 + a?sin? <pd<p—8a/sm§dgo—8a

0
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Duljina krivulje zadana parametarskim koordinatama

{ v =a(t) |t E [t to]

y = y(t)

je dana s

= [ VG@F G

Zadatak 2.68 Odredite duljinu jednog svoda cikloide

{ x = a(t —sint)

y = a(l — cost) » L€ 1027, adjejea>0.

Rjesenje.

2 2m
l:/\/x'2+yzdt:/\/az(l—cost)2+a2sin2tdt
0 0

2 2
t
:a/\/2(1—costdt:2a/sin§dt:...:8a.
0 0

2.7.3 Racunanje volumena i oplosja rotacijskih tijela
Ako dio krivulje y = f(z), x € [a, b] rotira oko:

e 1-0si, onda je volumen nastalog rotacijskog tijela dan formulom:
b
V,=m / f(a)? da

e y-osi, onda je volumen nastalog rotacijskog tijela dan formulom:

b

V, = QW/xf(x)dx

a

Zadatak 2.69 Odredite volumen kugle radijusa r > 0.
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Rjesenje. Kuglu radijusa r dobijemo ako zarotiramo krivulju y = v/r2 — 22, x € [—r, 7]
oko z-o0si pa je volumen kugle

T T T

3 T
Ve :7T/y2d[£:77'/(7“2—£E2)d$:2ﬂ'/(7’2—$2)d$:W(T2ZL'— x_)
-r —r 0 ’ 0
3
4
=27(r® — %) = §7°37r

A
Zadatak 2.70 Odredite volumen torusa nastalog rotacijom kruznice
(r — R)? + 9% =1r?
oko y-osi.
Rjesenje. Iz slike se vidi da je
V=V1—V2=7r/(R+ \/T2—y2)2dy—7r/(R— Vi —y?)?dy
:27TR/\/7"2—y2dy: ...=2Rm-r’n
JAN

Ako dio krivulje y = f(z), x € [a, b] rotira oko z-o0si, onda je povrsina nastale rotacijske

plohe dana formulom:
b

Ve = 27T/f(l’)\/1 + (f"(z))? dx.

a

Zadatak 2.71 Nadite oplosje kugle radijusa r > 0.

Rjesenje. Kuglu radijusa r dobijemo ako zarotiramo krivulju y = v/r2 — 22, x € [—r, 7]
oko z-osi pa je oplosje kugle

T

r -9 2
Sx:27r/_T\/r2—x2\/1+ (ﬁ) dzz%r/rdx:élrzw

T
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Ako krivulja zadana u polarnim koordinatama

r=f(p), ¢ € [a,p],

rotira oko polarne osi, onda je volumen dobivenog tijela jednak

B
2 .
V = E/f(go)sslngodgo.

Zadatak 2.72 Izracunajte volumen tijela koji nastaje rotacijom krivulje
r = asin2p

oko polarne osi.

Rjesenje.
3
sin2p >0, za ¢ € [0, g] U [, g]
w/2
2T . 3 .
V=2V=2. 3 (asin 2p)” sin ¢ dp
0
32 /2 32 ! 64
:Tﬂa?’/o sin4<pcossgodg0:%a3/0 t‘%l—t%dtz...z%ag

Ako krivulja zadana u polarnim koordinatama

r=f(p), ¢ € [a,p],

rotira oko polarne osi, onda je oplosje dobivenog rotacijskog tijela jednak

B

S=on / £(@) sin o/ F@2 + (') de.

«

Zadatak 2.73 Odredite povrsinu koja nastaje rotacijom kardioide
r=a(l+cosyp)

oko polarne osi.
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Rjesenje.

S = 27r/a(1 + cos @) sin p/a2(1 + cos )2 + a?(—sin ¢)2 dy
0

32,

= 2\/§7ra2/(1+cos<p)3/2singpdg0:... =zan

0

Ako parametarski zadana krivulja

{ v =ax(t) e [t b

y =y(t)

rotira oko

e 1-0si, onda je volumen nastalog rotacijskog tijela dan formulom:

to

w:w/mwawﬁ

t1

e y-osi, onda je volumen nastalog rotacijskog tijela dan formulom:

to

V= [ a2

t1

Zadatak 2.74 Izracunajte volumen elipsoida nastalog rotacijom elipse

{ T =acost
y = bsint
oko z-osi.
Rjesenje. Iz slike vidimo da je
—a=ux(t) =acosty = t;=—7

=z(ty) = acosty = to=m

pa je

™ ™

4
Ve = ﬂ/(b sint)?(—asint) dt = ab27r/sin3t dt =...= gab27r.

—T —T
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A

Napomena. Ako je a = b = r, onda je elipsoid zapravo kugla radijusa r pa je njen
volumen jednak %r?’ﬂ. Ako parametarski zadana krivulja

x = x(t)

rotira oko

e 1-0si, onda je oplosje nastalog rotacijskog tijela dan formulom:

t2

S, = 2r / y()/EOR + (502 dt

t1

e y-o0si, onda je oploqv sje nastalog rotacijskog tijela dan formulom:

t2

5, = 2x [ a() /GO + GO d

t1

Zadatak 2.75 Izracunajte oplosje tijela koje nastaje rotacijom astoride

{ x = acos’t

y = asin®t ’ t € 0,27]

Rjesenje. Sa slike se vidi da je

/2
S, =221 / asin® t\/(?)a cos?t(—sint))2 + (3asin®t cost)? dt

[e=]

w/2
1 1

= 12a°w / sintcost dt = 12a27r/ stds = 12&27r7rf =
0 5, 5

0
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Zadaci za vjezbu
2.76 Odredite povrsinu lika omedenog parabolom
y=—2"+4x -3
i njenim tangentama povucenim u tockama A(0, —3) i B(3,0).
(Rj. )
2.77 Nadite povrsinu izmedu krivulja
y=2-1* iy’ =2"
®j. 32)
2.78 Nadite povrsinu izmedu krivulja
1 _ x?
= 1 = —.
YTirae2 YT
(Rj. 5 - 1)
2.79 Izracunajte povrsinu omedenu “ruzom s 3 latice”:
r =asin3p, gdjejea > 0.
(Rj. 5=
2.80 Izracunajte povrsinu omedenu kardioidom:
r=a(l+cosyp), gdjejea>0.
(Rj. 2o7)
2.81 Odredite povrsinu omedenu jednim lukom cikloide
x = a(t —sint) .
> .
{ y = a(l — cost) ’ t>0, gdjejea>0
1 osi apscisa.
(Rj. 3a%m)

2.82 Nadite duljinu luka krivulje

y = lIncosz,

za x € [0,a], gdje je a € (0,5).
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(R} 3 1n15558)

2.83 Odredite duljinu prvog zavoja Arhimedove spirale
r =ayp, gdjejea > 0.
(Rj. amy/1+ 4n2 + & In@27 + /1 + 472))
2.84 Izracunajte duljinu prvog zavoja logaritamske spirale
y=e?, ¢el0,2r].
(Rj. V2(e2™ = 1))
2.85 Odredite parametarsku jednadzbu astroide
23 23 = g2/
i izracunajte joj diljinu.
(Rj. 8a)

2.86 Izracunajte duljinu luka parabole y = x2—2 od tocke (0,0) do tocke (2,2).

(Rj. $(2v5 +1n (2 + V5)))

2.87 Odredite povrsinu omedenog krivuljama y = arcsinx i y = arccosx te osi ap-
scisa.(Uputa: integrirajte po varijabli y)

(Ri. VZ—1)

2.88 Odrete povrsinu lika koji se nalazi unutar krunice r = 3 cosp, ali izvan kardioide
r =1+ cos .

(Rj. m)

2.89 Odrete povrsinu lika koji se nalazi unutar krunice r = 3 cosp i unutar kardioide
r =1+ cos .

(Rj. 2F)

2.90 Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljom y = sin x,
x € [0,7] i z-osi oko y-osi.

(Rj. 272)
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2.91 Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljom y = 2% i
pravcem y = 1 oko osi y.

(Rj. 2F)

2.92 Odredite volumen rotacijskog paraboloida koji nastaje rotacijom lika omedenog
krivuljom x = y? i pravcem x = a, za a > 0 oko z-osi.

(Rj. 257)
2.93 Odredite volumen tijela nastalog rotacijom kardioide
r=a(l+ cosp)
oko polarne osi.
(Rj. §ma®)

2.94 Izracunajte povrsinu plohe koja nastaje rotacijom dijela krivulje y = 933—3 odz =0
do = =1 oko osi y.

(Rj- 5(vV2+1n(1+v2)))



