Red

3.1 Osnovna svojstva

Definicija. Red je uredeni par ((ay),(S,)) niza (a,) i niza (S,) parcijalnih suma
definiranih sa

3

S, = ag.
k=1
Red oznacavamo sa »  a,. Kazemo da red » a,, konvergira ako konvergira niz pripadnih

parcijalnih suma (S,,), ¢iji limes zovemo suma reda i pisemo
o
E a, = lim S,,.
n
n=1

Ako niz parcijalnih suma reda nije konvergentan, onda kazemo da red divergira.

Primjer.

(a) Nekajeq € R% Red Z q" zovemo geometrijski red i on konvergira za g € (—1, 1).
n=0
Zaista,
n 1— n+1 1 n+1 1
S, = ¢ = T _ _ 4 — , kada n — +oo0.
— l=q¢ 1-q¢ 1-q 1-—gq

Dakle,
St
n=0 1- q

o 1

net1; = too. Clanoce

1
(b) Red Z — zovemo harmonijski red i on divergira, tocnije »
n
n=1
niza parcijalnih suma harmonijskog reda se ponekad oznacavaju s (H,) i zovu se
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90 3. RED

harmonijski brojevi. Moze se pokazati da je

"1
lim(H, —Inn) = lim(> L~ Inn) =4~ 057721,

k=1

v se zove Euler-Mascheronijeva konstanta.

Teorem. (Nuzni uvjet konvergencije reda) Ako red ) a, konvergira, onda je
lima,, = 0. [ ]

Napomena.

= 1
(a) Obrat u prethodnom teoremu ne vrijedi. Npr. harmonijski red Zq"— divergira,
n

n=1

1
ali je lim — = 0.
non

(b) Ako niz (a,) nije konvergentan ili ako je lima, # 0, onda iz gornjeg teorema slijedi

da red ) a, divergira.
Primjer. Geometrijski red > 7 divergira za |q| > 1;

e za ¢ < —1 niz (¢") nije konvergentan,
e zag=1jelim¢" =1,

e za ¢ > 1 jelimq" = 400,

jer ni u jednom od ovih slicajeva nije zadovoljen nuzni uvjet konvergencije reda.

Zadatak 3.1 Ispitajte konvergenciju redova i odredite im sumu ako konvergiraju:

-1 X 4-5n
— b

(a>n2::1n(n+1) ( )nz:;n(n—l)(n—Q)
N 2

(c) Z(—l)n (d) Z T gdje jem € N
n=1 n=m

Rjesenje.
(a) Rastavom na parcijalne razlomke je
1 1 3

nn+1) n n+1
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Stoga je
. . 1
lim S,, = lim (1 — —) =1
n n n

1
pa je red konvergentan i Z — =
“—~ n(n+1)

(b) Rastavom na parcijalne razlomke je

4 —5n 2 1 1
nn—1n-2) n n—-1 n-—2

pajezan >3

k=3 k=3 k=3
n n—1 n—2
1 1 1
—2% = - 3% 2
2ty
k=3 k=2 k=1
n—2 n—2 n—=2
1 2 2 1 1 1 3 1
—2% = 24z - _3_2_ 3\ 2
Z/f_l—n—l n 2+ k+n—1 2 k
k=3 k=3 k=3
2 2 1 1 3
= —+ = —-3—- 4, kad
n—1+n+2+n—1 2% ada n — 400
Dakle, red je konvergentan i > 2 3#)5(712) =—4

(¢) lim,(—1)" ne postoji (niz ima 2 gomilista: -1 i 1) pa nije zadovoljen nuzni uvjet
konvergencije = red je divergentan

00 9 o 1
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Zadaci za vjezbu

3.2 Ispitajte konvergenciju redova i odredite im sumu ako konvergiraju:

(1)t (b) Z 2n+1

— onl — n?*(n+1)?
— 2n — . .

(c) Z pCT (d) Zsm na, gdje je o € (0, )
n=2

n=1

3.3 Ispitajte konvergenciju redova i odredite im sumu ako konvergiraju:

(a) Zln <1 + %) (b) Z(% — "Wa), gdjejea>0

n=1 n=1

[e.e]

(c) g {’/n1—+1 (d) ; arctg %

n=1

(e)i(x/n+2—2\/n+1+\/ﬁ)

n=1



