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3.3 Redovi potencija i Taylorovi redovi

Definicija. Red potencija oko tocke ¢ € R je red oblika

Zan(z —o)", (3.1)

gdje je (ay)nez, niz realnih brojeva. Kod redova potencija je uobicajeno da indeksi n
osim prirodnih brojeva ukljucuju i 0.

U daljnjem ¢emo sa Z oznacavati skup svih x € R za koje red realnih brojeva Z an(x—c)”
konvergira. 7 je neprazan skup, jer red potencija (3.1) konvergira za x = ¢ i suma mu je ay.

Definicija. Za niz funkcija f, : I — R, n € Z,, definiranih na intervalu I/ kazemo da
konvergira lokalno uniformno na I ako niz (f,)nez, konvergira uniformno na svakom
podsegmentu J C [.

Teorem. (Prvi Abelov teorem) Ako red potencija (3.1) konvergira za o # ¢, onda taj
red konvergira apsolutno i lokalno uniformno na ¢itavom otvorenom intervalu (c—r, c+7),
gdje je r:=|a — ¢|.

Iz provg Abelovog teorema slijedi da je Z interval simetrican s obzirom na tocku c. Taj
interval zovemo interval konvergencije reda potencija (3.1)).

Radijus konvergencije R reda potencija (3.I) definiramo kao polovicu duljine intervala
TI. Preciznije,

R:=sup{lc—a|: a€Z}e€l0,+x].

O tome hoce li red (3.1) konvergirati u rubovima intervala Z (tj. u tockama c— R ic+ R)
ovist ¢e o samom redu.

Rezimirajmo,

Korolar. Neka je (3.1) red potencija oko tocke ¢ € R i neka je R njegov radijus konver-
gencije. Tada vrijedi

(a) Red (3.1) konvergira apsolutno i lokalno uniformno na intervalu (¢ — R, ¢ + R).

(b) Red (3.1) divergira za sve x € R za koje je |z — ¢| > R.

Sljededi teorem nam daje jednostavnu formulu za racunanje radijusa konvergencije reda

G,
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Teorem. Neka je (3.1) red potencija oko tocke ¢ € R i R njegov radijus konvergencije.
Tada vrijedi tzv. Cauchy-Hadamardova formula:

1

~ limsup,, o, {/an|’

R (3.2)

pri ¢emu dogovorno uzimamo R := 0 ukoliko je limsup,,_ . ¥/|a,| = +00, a R := +00
ukoliko je limsup,, ., ¥/|a,| = 0.

Primjer.

(a)

Promotrimo geometrijski red

> . (3.3)

Ovdjejec=01ia, =1, zasven € Z,, pa je prema Cauchy-Hadamardovoj formuli

B2

1 1
~ lim SUDy, 00 A/ |0 ~ limsup, . V1

Stoga red (3.3) konvergira apslolutno i lokalno uniformno na intervalu (—1, 1) prema

R =1

funkciji x — ——, tj. vrijedi
11—z

1—2’

= 1
Zx": Vo € (—1,1).
n=0

Kako u rubnim tockama intervala (—1,1) red (3.3) ne konvergira (opéi ¢lan ne tezi
prema 0), zakljucujemo da je njegov interval konvergencije Z = (—1, 1).

Promotrimo red potencija

n+1
- . —1)" .
Ovdjejec=11ia, = ,zasven € Zy, paje
n+1
1 1
R = : - = 1a
limsup,, o /lan|  lim SUpP,, oo 1. n%rl

jer je limsup V/n+1 = lim v/n+1 = 1. Stoga red (3.4) konvergira apslolutno

n—oo n—0oo

i lokalno uniformno na intervalu (0,2). Provjerimo konvergenciju reda (3.4) i u
rubnim tockama intervala (0, 2).

Za x = 0 rije¢ je o redu

1
Zn—i—l’

n=1
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koji divergira (usporedni kriterij sa harmonijskim redom).

Za x = 2 rije¢ je o redu

(="
;n—i—l’

koji konvergira prema Leibnizovom kriteriju.

Dakle, interval konvergencije reda potencija (3.4) je Z = (0, 2].

a [ .
Napomena. Ukoliko postoji limes lim || € [0, +00], tada postoji limes lim,, ... {/|a,| €
n—oo (Ln
[0, 4+00] 1 vrijedi
a
lim | = lim /]an).
n—oo n n—oo
U tom slucaju je
i an, 1 1
im = = ,
n—00 | Ap41 lim,, oo % hmn—>oo n/|a,n|

pa radijus konvergencije R reda potencija Z a,(x—c)" mozemo rac¢unati koriste¢i formulu

R = lim n

n—oo

(3.5)

Ap+1

Zadatak 3.21 Odredite radijus konvergencije i intervale konvergencije redova potencija

nl)? 24+ (—1)" \" o=,
O G- 0 (A 5] e oS e

Rjesenje.
(a) za n € Z,; stavimo a (nl)’ Tada je
z vi = :
* (2n)! )
12 |
an (n!)*(2n + 2)! _ (2n+1)(2n + 2) .
ant1 (n+1)12(2n)! (n+1)2

kada n — oco. Prema (3.5) radijus konvergencije reda potencija

3 g;); (z —1)" (3.6)

jednak je R = 4. Stoga red (3.0) konvergira apsolutno i lokalno uniformno na
intervalu (—3,5). U rubnim tockama intervala (—3,5) rije¢ je o redovima

Sl w3 e S o)
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divergiraju, jer je

(n!)24n
(zn)' Z 1, VnEZ.,.,

pa specijalno nije zadovoljen nuzan uvjet za konvergenciju reda.

Dakle, interval konvergencije reda potencija (3.6) je interval Z = (—3,5).

Prema Cauchy-Hadamardovoj formuli (3.2)) za radijus konvergencije R reda poten-

cija
2+ (=)™ \" n
vrijedi
1 24 (—1)" 3
i hin_)solip Yan| = liflllsogp ﬁ —

4
paje R = 3 Stoga red potencija (3.7) konvergira apsolutno i lokalno uniformno na
10 2

intervalu <—§, _§> U rubnim tockama intervala <_§’ _§> rijec je o redovima

4 2+ (=)™ \" 10 4 24+ (=)™ \" 2
-z — =——) t — = —=
2.1 <3 5+(—1)n+1) (r==73) te 2(3 sy @3
koji divergiraju, budué¢i da nije ispunjen nuzan uvjet za konvergenciju reda:
) 4 24 (=1 \"
i (5577 o) =

10 2
Dakle, interval konvergencije reda potencija (3.7) je Z = <—?, —§>

|
Zan € Z; stavimo a, := —. Tada je
n

Y

an (n+1)n" n" (1 1 )" 1

= | n+1 = n = - -
any1 nl(n—+1) (n+1) n+1 e

kada n — oco. Prema (3.5) radijus konvergencije reda potencija

n

Z %x" (3.8)

1
jednak je R = —, pa red potencija (3.8 konvergira apsolutno i lokalno uniformno
e
11

1
na intervalu (——,—). U rubnim tockama intervala (——, —) rijec¢ je o redovima
e e e e

Z (_61">;nn (= _%) te Z eZ:z! (= é)
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Za n € Zy stavimo

Tada je

bn+1 o (1 + %)n
b, e

pa je niz (b, )nez+ strogo padajué. Nadalje, nejednakosti
2 2 48

z—%<1n(1+x)<x—?—l—§, YV >0,

<1l, VneZ,,

dobivamo
1 but1) (IT+5m\ 1 1 1
—%<1H<bn)—ln<f =nln 1-'-; —1<—%+3?, Vn € N,

L by 1+1
e m < bH = (L+5)" < e_ﬁ+3n2 Vn € N. (3.9)
n e

Iteriranjem nejednakosti (3.9) dobivamo

bie” 3Hn bpi1 < b1632k e -e_%H", Vn € N, (3.10)
1 1

gdje je H,, := 1+§+- - -4 — n-ti harmonijski broj. Prema Cauchyjevom integralnom
n

kriteriju red Z — Je konvergentan 1 njegovu sumu oznacimo sa C'. Kako je b =
n

e~1, iz (3.10) dobivamo

C
cematn < 2 eman yp e N (3.11)
e e
Kako je
n+1d nd
ln(1+n):/ —<H <1—|—/ —$:1+lnn, Vn €N,
1 z 1 T
imamo

1 1
< e 2l < . VneN,

pa iz nejednakosti (3.11) slijedi
1 1 C
— —=<by < = —,
NZEV s \/—n 1

n

-
-

Vn e N. (3.12)

n

= Z(—l)”bn konvergira
= an divergira

1
(usporedni kriterij s redom Z 7) Dakle, interval konvergencije reda potencija
n

Napokon, iz (3.12) slijedi hm b, = 0, pa red Z "

e"n'

(Leibnizov kriterij). Takoder,
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A

Ako je (3.1) red potencija sa radijusom konvergencije R, iz Cauchy-Hadamardove formule
slijedi da redovi potencija

Znan(x — )" (3.13)

Z an (z — )"t (3.14)

n+1
imaju radijus konvergencije takoder jednak R. Za red potencija (3.13) kazemo da je
dobiven iz reda (3.I) deriviranjem ¢lan po ¢lan, a za red potencija (3.14) kazemo da
je dobiven iz reda (3.1) integriranjem ¢lan po c¢lan.

Teorem. Neka red potencija Z a,(x — ¢)" ima radijus konvergencije R > 0 i stavimo
J = {(c— R,c+ R). Tada je funkcija f : J — R definirana s

f(x) = Zan(x — )"

derivabilna na J i vrijedi

f(z) = Znan(z —o)"l vreJ. (3.15)
n=1
Nadalje, vrijedi
! _ = an n+1
c f(t)dt—;n+1(:c—c) , VzeJ. (3.16)

Korolar. Neka je f definirana kao u prethodnom teoremu. Funkcija f je klase C*(J)
i za svako m € Z, vrijedi

fm(z) = i L)'an(x —o)" " VzeJ.

— (n—m
Odavde za z = ¢ dobivamo
(m)
am:f (), Ym € Z,.
m!

Definicija. Neka je f: I — R funkcija klase C*°(I) definirana na otvorenom intervalu
I C Rineka je c € I. Red potencija

™) (¢
T(f,c =) / ,( )(x—c)”

n
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zovemo Taylorov red funkcije f oko tocke c.

Ako je ¢ = 0, onda se Taylorov red T'[f, 0] zove Maclaurinov red od f i oznacava s T'[f].
Dakle,

71f] = 7110 = Y0 L0

Opéenito Taylorov red T'[f, c] funkcije f € C*°(I) moze divergirati za svako z # ¢, odnosno
konvergirati prema nekoj drugoj funkciji.

Primjer. Neka je f : R — R funkcija definirana formulom

f(x) ::{ 69% zax <0

zax >0

Tvrdimo da je f € C*(R). Kako je li:%lJrf(:c) = 0, f je neprekidna u 0. Nadalje, f je

ocito klase C* na skupu R \ {0}. Dokazimo da postoje sve n-te derivacije f(0), da su
sve funkcije f™ neprekdine u 0 i da vrijedi

f™0) =0, VneZ,. (3.17)
Dovoljno je dokazati da vrijedi
_ fU(R)
hli,r& = 0, VneZ,. (3.18)

Naime, iz ¢e tada slijediti da je za svako n € Z, funkcija f(™ derivabilna u 0, pa
stoga i neprekldna u 0.

Podsjetimo se da za svaki polinom p stupnja degp > 0 vrijedi

im 28 g (3.19)

z—+o0o0 et

sto se moze jednostavno dokazati primijenjujuéi L’Hospitalovo pravilo (degp + 1)-puta.
Indukcijom dokazimo da za sve n € Z, postoji polinom p,, takav da vrijedi

f™(z) = po(aH f(z), Yz >0. (3.20)
Za n = 0 tvrdnja je trivijalna. Pretpostavimo da (3.20) vrijedi za neko n € N. Tada je

FON @) = L) F@) = ) ol e (@) = paa () (@), Ve > 0

gdje je pny1 polinom definiran s py,11(z) 1= 2% (pa(x) — pa(x)’).
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Stoga je

L0 LAY ] (e
T A VA S

gdje zadnja jednakost slijedi iz (3.19). Time smo dokazali tvrdnju (3.17), pa je f € C*(R).

) (0
Tvrdimo da Maclaurinov red T'[f] = Z f '( )

n!
otvorenom intevralu I oko 0. Pretpostavimo suprotno. Tada mozemo naci 6 > 0 takav

da vrijedi

2" od f ne konvergira prema f ni na kojem

X £
=37 nfo)xn, Va € (=5, 8). (3.21)

Prema dokazanom je f™(0) = 0, za sve n € Z,. Iz B2]) slijedi f(x) = 0, za sve
x € (=9,9), sto je kontradikcija s ¢injenicom da je f(z) > 0, za sve x > 0.

Definicija. Za funkciju f € C*°(I) definiranu na otvorenom intervalu I C R kazemo da
je analiticka u tocki c € I, ako njen Taylorov red

(e
1. =3 T Do

ima radijus konvergencije R > 0 i ako postoji 0 < 0 < R takav da vrijedi

() (¢
f ()(

n!

flo) =T[f.cJ(z)=>_ z—c), VYrelc—dc+d6)NI.

Ukoliko je f analiticka u svakoj tocki ¢ € I, onda kazemo da je f analiticka na I. Skup
svih analitickih funkcija na I oznacavamo s C*(1).

Napomena. Skup svih analitickih funkcija C¥(I) je dosta ”siromasniji” od skupa svih
funkcija klase C°°(I). Npr. u prethodnom primjeru smo vidjeli da za funkciju f: R — R

definiranu s
0 zax <0
)= { e"s zax>0

vrijedi f € C®(R), ali da f nije analiticka u tocki 0. Stovise, moze se dokazati da postoji
funkcija f € C*°(R) ¢iji Taylorov red T'[f, ¢] ima radijus konvergencije jednak 0, za svaku
tocku c € R.

Teorem. Neka je Z a,(x—c)" red potencije sa radijusom konvergencije R > 0 i stavimo
J :=(c— R,c+ R). Tada je funkcija f : J — R definirana s

f(z) = Zan(:c — o)
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analiticka na ¢itavom intervalu 7. Stovise, za svako o € J Taylorov red

(") (o
:Zf n'( )(:L'—Oé)n

ima radijus konvergencije p > R — |c — «| i vrijedi

(n)

f() = Tlf al() = 3 1)

n=0

(x—a)", Vze{a—pa+p).

Korolar. Neka je f: I — R funkcija definirana na otvorenom intervalu I C R. Ako je
f analiticka u tocki ¢ € I tada postoji otvoreni interval J oko ¢ sadrzan u I takav da je
f analiticka na J.

Sljededi teorem daje nuzne i dovoljne uvjete da bi funkcija f € C°°(I) bila analiticka na I.

Teorem. Neka je f € C(I), gdje je I C R otvoren interval. Tada je f € C¥(I) ako i
samo ako za svaki ¢ € I postoji 0 > 0 i konstante C' > 0 i r > 0 takve da za sve n € Z,
vrijedi

!
fP (@) < 0=, Vred:=(c—dc+d)nl. (3.22)
T
U tom slucaju vrijedi
f(z) = Zf (x—¢c)", YexeJn({c—rc+r). (3.23)
n=0 :

Korolar. Neka je f € C*(1I), gdje je I otvoren interval. Ako za za svaki ¢ € I postoje
0>01iC >0 takvi da za sve n € Z, vrijedi

If™(e)| <C Vzed:=(—0dc+06) NI, (3.24)

tada je f € C¥(I) i vrijedi

f(z) = i A i (x—¢c)", Vxel (3.25)

n=0

Zadatak 3.22 Dokazite da je funkcija f : R — R analiticka na R i odredite njen Maclau-
rinov red T'[f], ako je

(a)f(x) :=¢€" (b)f(z) :=sinx (¢)f(z) :==cha.

Rjesenje. Kako bi dokazali da je f € C*(R), dovoljno je dokazati da Maclaurinov red
T[f] od f konvergira prema f u svakoj tocki x € R.
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(a) Imamo f(™(z) = f(x) = e, zasve n € Z, i v € R . Specijalno je f™(0) = 1, za
sve n € Z., pa je sa

:L..n
T(f] = Z )
dan Maclaurinov red funkcije f.
Dokazimo da je T'[f](z) = f(x), za sve x € R. Uzmimo proizvoljni zy € R i neka je
d > |xo|. Tada je za sve n € N
fW(z)=e" <€’ =C, Vre(=40).

Iz prethodnog korolara slijedi T'[f](x) = f(x), za sve x € (—0d,0), pa je specijalno
i T[f](x0) = f(xg) = e™. Kako je g € R bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je
T[f](z) = f(x), za sve x € R. Stoga je f € C*(R) i vrijedi

e e} n

650:2%’ Vr € R.

n=0
(b) Imamo f™(x) = sin <:E + %) za sve n € Z; i x € R. Specijalno je

0 akon=0,2(mod4)
™) = 1 akon=1(mod4)
—1 akon =3(mod4)

pa je sa
x2n+1

T(f] = Z(—l)"m

dan Maclaurinov red od f. Dokazimo da je T[f](z) = f(z), za sve z € R. Kako za
sve n € Zy vrijedi

FO@) = lsin(z+ %) |S1=C, VreR,

iz. prethodnog korolara slijedi T'[f](z) = f(z), za sve © € R. Stoga je f € C¥(R) i

vrijedi
. & . l.2n+1
SIN T = Z(—l) m, \V/l' c R.
n=0

(¢) Za svako n € Z; i x € R imamo

).\ J chz ako2|n
/ (I)_{shx ako 2t n

Specijalno je

1 ako2|n
M) (0) =
F0) { 0 ako2fn
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pa je sa
2n

Tif =Y (;Cn)!

dan Maclaurinov red od f. Dokazimo da je T[f](x) = f(z), za sve x € R. Uzmimo
proizvoljan zy € R i neka je § > |zo|. Tada za sve n € Z, vrijedi

1f™ ()] < cha < chd = C, Va € (~5,0).

Iz prethodnog korolara slijedi T[f](x) = f(x), za sve x € (—0,0), pa je specijalno
i T[fl(xo) = f(xo) = chxy. Kako je g € R bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je
T[fl(xz) = f(x), za sve x € R. Stoga je f € C*(R) i vrijedi

2n

=z
ch:E:Z(Qn)!, Vr € R.

n=0

Slicno bismo pokazali da su funkcije z +— cosz i x +— shz analiticke na R i da vrijedi

& 2n > 2n+1

W T , B x
cosx—Z(—l) o) i th_Zi(Qn—l—l)!’ VreR

Napomena. Primijetimo da Maclaurinov red svake od spomenutih funkcija
- .
r— e’ xwsinx, xw cosx, x+>shx, xz~—chx

konvergira prema pripadnoj funkciji za sve z € R. To ne mora nuzno vrijediti za svaku
funkciju f € C¥(R). Npr. funkcija f : R — R definirana formulom

ima radijus konvergencije R = 1. Potpuno objasnjenje tog fenomena dobit ¢ete na kom-
pleksnoj analizi.

Teorem. Neka su f,g € C¥(I) analiticke funkcije na otvorenom intervalu I i neka su
cel, d>0ie>0 takvi da vrijedi

f(x) :Zan(x—c)", Ve e Jy:=(c—0d,c+0)NI,
n=0

g(x) = bu(x—c)", Vo€ pi=(c—ect+e)Nl,
n=0
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gdje su
AR

. Cc
ol 1 bn = ol y Vn c Z+.

Stavimo J := J; N Jy. Tada vrijedi

Ay —

(a) Funkcija af + (B¢ je analiticka na J za sve a, § € R i vrijedi

(af +Bg)(x) = Z(aan + Bby)(x — )", Vx e J.

n=0

(b) Funkcija f - g je analiticka na J i vrijedi
(f-9)@) =) elz—0)", Vzel
n=0
gdje su koeficijenti ¢, dani s

n
Cp = Zakbn_k, Vn € Z+.
k=0

(3.26)

(3.27)

Teorem. (Drugi Abelov teorem) Pretpostavimo da red potencija Z a,x" konvergira

prema L za neko r € R\ {0}. Tada

(a) Red potencija Z a,x" konvergira

— uniformno na [0, 7], ako je r > 0,

— uniformno na [r, 0], ako jer <0

(b) Vrijedi

(o]
— xlir}ﬂl_Zanx” =L, ako jer >0,
n=0

— lim Zanzcn =L, ako jer <O0.
n=0

T—r+

Zadatak 3.23 Funkciju f razvijte u Maclaurinov red T[f] ako je

22

(a)f(x):=e" 2 (b)f(x) :=sin*z (¢)f(z) :==In(1+x)

(d)f(x) = arctg (e)f(z) :== In(1 + z + 2?) () f(2) = ——s

Odredite interval konvergencije Z reda T'[f] i ispitajte vrijedi i f(x) = T[f](x), za sve

rel.
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Rjesenje.
(a) Kako je
em:ioir:, Ve € R,
to je . n_ .
T = Zo (_if) _ ZO(_ )nzf% . VzeR.
Dakle, ! : .
Tl =Y (-1 5.
njegov interval konvergencije je Z = R i vrijedi f(z) = T[f](z), za sve x € R.
(b) Imamo
sin? x = ﬂ, Vr € R.
Kako je .
cosT = ;(—1)"(2:)‘, Vr € R,
to je :
sin? x = %(1 —cos2x) = %;(—1)"‘1 ((22:672)2? = ;(—1)"%, Vo e R.
Dakle, —
n T
T[f] = ;(—1) @

njegov interval konvergencije je Z = R i vrijedi f(z) = T[f](z), za sve x € R.
(¢) Krenimo od reda Z(—l)"t". Njegov radijus konvergencije je R =1 i vrijedi
= nyn 1
> (=t = Vi e (—1,1).

1+t

n=0

Iz (3.160) slijedi

Z(—w;i _ /0 (Z(—l)”t”) it — xld—jt —n(l42), Voe(—11).

(L 4a) =Y (~1)" = = Z(—w—l%, V€ (—1,1).
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Radijus konvergencije reda T[f] = E (—1)"_1—x jednak je 1, jer je dobiven iz reda
n
n>1

Z(—l)"a:" integriranjem ¢lan po ¢lan.

Provjerimo konvergenciju reda 7[f] u rubnim tockama intervala (—1,1).

—Z%

n>1

Za x = —1 rijec je o redu

1
koji divergira, jer harmonijski red Z — divergira
n

n>1

Za x =1 rije¢ je o redu

n>1
koji konvergira prema Leibnizovom kriteriju.

Dakle, interval konvergencije reda T'[f] je interval Z = (—1, 1].

1
Ostaje jos provjeriti vrijedi li Z(—l)"‘lg =T[f](1) = f(1) = In2. No to slijedi

n>1
iz drugog Abelovog teoerema, buduéi da je
i(—m—ll = lim i(—l)"—lﬁ = lim In(1+2z)=1In2.
n

r—1— n r—1—
n=1 n=1

Sve zajedno imamo:
n— z"
Tl = -

njegov interval konvergencije je Z = (—1,1] i vrijedi f(z) = T[f](z), za sve x € Z.
Krenimo od reda Z(—l)”t2". Njegov radijus konvergencije je R = 1 i vrijedi

1
> (= = o Ve (—1,1).

n=0

Iz (3.10) slijedi
0 p2n+l x 0 T

—1)" = A I = ~1,1).
2%( ) 1 /0 (Z( V't )dt /0 e arctgzr, Vr e (—1,1)

n= n=0

Dakle, imamo

Vo e (—1,1).
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2n+1

2n+1

Radijus konvergencije reda T'[f] = Z(—l)" jednak je 1, jer je dobiven iz
reda Z(—l)":)ﬂ" integriranjem ¢lan po clan.
Provjerimo konvergenciju reda 7[f] u rubnim tockama intervala (—1,1).

Za x = —11x =1 rijec je redom o redovima

a1 : n 1
Z(_l)n 2n+1 ' Z(_l) 2n+1

koji konvergiraju prema Leibnizovom kriteriju.

Dakle, interval konvergencije reda T'[f] je interval Z = [—1, 1].

Pozivajuéi se na drugi Abelov teorem, zakljucujemo da vrijedi

S b 1 - C 2t . s
;(—1) m = xl}l_q+;(—1) o+ 1 = xl}{fh_ arctg x = arctg(—1) = —
e L1 . o0 gt . -
;(_1) 1l xlir{l_;(_l) 1 xllgh arctg x = arctg 1 = T

Dakle,
L2+
T =S (=1)"
1= Y1)
njegov interval konvergencije je Z = [—1, 1] i vrijedi f(z) = T[f](z), za sve x € Z.

Za x # 1 imamo

1— 3
l+ota?=""2
11—z
pa je
2 1—a’ 3
In(l+z+2°)=In =In(l—2°)—In(l —z), Vo<l
-z
Prema (c) je
o0 xn
In(1 =) ()=, Vvze(-1,1
W14a) = D e (L)
pa je
m1-2) = -3 & W)= -3 " vee(-11)
nl—z)=—» — i In(l—-2°)=->» — re (—1,1).
n:ln n=1 n’ 7

Prema (3.20) je

In(l+z+2) =n(l—2%) —In(l—2) =) a.a", Ve (-11),
n=1
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gdje su koeficijenti a,, dani s

L ako3tn

n

_2
0 = { = ako 3 |n, (3.28)

| =
. T n -1 .. . .
1, pa je R = (limsup {/|a,|)”" = 1. Dokazimo da red T[f] konvergira i u rubnim

Odredimo radijus konvergencije R reda T[f] = Z apz™. Ocito je limsup,,_, . {

n—oo

tockama intervala (—1,1).

Za x = 1 rijeC je o redu Zan. Za n € N stavimo S,, := Zan. Zelimo dokazati
k=1
da je niz (S, )nen konvergentan. Kako je lim a, = 0, dovoljno je dokazati da je

n—oo

podniz (S5, )nen konvergentan. Za n € N imamo

1 1 2 4
Gon—2 ot T o = g T T T 30 3030 - (30 —2)°

Stoga je
< 4
Sy = ., VneN.
5 ; 3n(3n— )(3n—2)"
4
Kako red Z G = D=2 konvergira (granicni kriterij s Z n~?), zakljuéujemo

da postoji lim S3,. Dakle, red Z ay, je uistinu konvergentan. Iz drugog Abelovog

teorema slijedi

Zan— hm_Zan:c = hm In(1 +x + 2°) = In3.

T—1—

Sliéno bismo pokazali da red T'[f] konvergira i za © = —1, te da je
Zl( 1)"ay, xlgrh Zl ap xllgh In(l+z+2°)=Inl=0.

Sve zajedno imamo:
= E anx",

gdje su koeficijenti a,, dani s (3.28), njegov interval konvergencije je Z = [—1,1] i
vrijedi f(z) = T[f]|(x), za sve x € .

(f) Imamo
1 1 x?

(14 22)2 T 1422 (1+ 22)?’

Vz € R. (3.29)
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1 . T

a2 1x»—>m. Imamo

Odredimo Maclaurinove redove funkcija x +—

1 > o
1+ 22 = Z(_ivz)n = Z(—l)n$2n, Ve e (—1,1).
n=0 n=0

Prema (3.15) je

x 1d 1 1d > n2n_1°° . -
HIPF:_E%(TIE):—55<ZX4>x>—=5§]—DQMx

n=0

:Z(—l)"+1nx2n_1, Vr € (—1,1).
n=1

Stoga je
SL’2 T i( 1)n+1 2n v G( 11>
722:;(;-722: — nr-, A —1, .
(1+ 22) (1+22)2

Iz (3.29) i (3.26)) slijedi

o e} [e.e]

m = (1" = (—1)" ™ =) (—1)"(L+n)a™, Vo e (—1,1).

n= n=1 n=0

Radijus konvergencije reda T'[f] = Z(—l)"(l +n)2*" je jednak 1. Nadalje, kako red T[]
u rubnim tockama intervala (—1, 1) divergira, njegov interval konvergencije je Z = (—1, 1).

Sve zajedno, imamo
T[] =) (—=1)"(1 +n)z",

njegov interval konvergencije je Z = (—1,1) i vrijedi f(z) = T[f](x), za sve x € Z.

A
Zadatak 3.24 Funkciju f razvijte Taylorov red T'[f, ¢] oko tocke ¢, ako je
1 T+ 3 e’
= =-2 (b =———, ¢c=—4 =—, c=1.
@) = s o= =2 (@) = s o= =4 (@f(@)= S o
Rjesenje.
(a) Stavimo y :=z + 2. Tada je z = y — 2, pa je
1 1 1 1 1
_ - = .- 3.30
T—aP 1-w-2° G-y’ 8 (1_1 (330
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Kako je
1 = .
1—:Zt, Vi € (—1,1)
n=0
prema (3.13) je
1 d (1 d [, =
(1—t)2:£(m)_dt<;t> ;n—l—l , Vte(—1,1)
Stoga je
1 = Yy\" n+1 ,
=2+ (5) =Yy wye(-3.3)
(_g) n=0 n=0
Iz (3.30) slijedi
1 I &Sntl, ~=n+l
A aF =9 > Y :23n+2(:¢+2) Vo € (—5,1)
n=0 n=0
Dakle,

Tif, -2 =Y Tgﬂtj (z +2)".

Stavimo y := x + 4. Tada je x = y — 4. Rastavom na parcijalne razlomke dobivamo

r+3  zx+3 2 1 2 Lo 2.1 11
2?2 +3x+2 (z+1)(x+2) z+1 242 y-3 y—2  31-Y4 21-¥
(3.31)
Kako je
1 o
—— =) " Vte(-1,1
- ; . vte(-11),
to je
1 N\ =1,
— =2 (5) =X v Wwe(-33)
Yo (V)" e ]
1- 9= (—) =3 2,2
5 nZ:O 5 nZ:oQ"y Vy € (-2,2)
Iz i (3.20) slijedi
T+ 3 2«1 , 11, /(1 2\ ,
JEN P ‘ggs—ny+§;z—ny—n:0<gn+l =
=/ 1 2 .
- Z on+l 3n+1) (z+4)", Vre(-22)
n=0
Dakle,

T(f, 4] = (ﬁ - 3n2+1) (z +4)".
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(c) Stavimo y :=x — 1. Tada je x =y + 1. pa je

em:e“l:e-ey:ag —:E —y", VyeR
n! n!
n=0 n=0

Teorem. Za svako o € R funkcija f : (—1,+00) — R definirana formulom
f({E) = (1 + x)a _ ealn(l-}-x)

je analiticka na (—1, +o0). Njen Macalaurinov red je tzv. binomni red i dan je s

T[] =) <z) 2", (3.32)

n>0

gdje su <a) tzv. binomni koeficijenti i dani su s
n

<a>::1 : (a) _alo=D amn)

0 n n!
Radijus konvergencije reda (3.32) jednak je 1 i vrijedi
TIf)) = flw), Vi€ (—1,1). (3.33)

Napomena. I[staknimo neke binomne koeficijente koji se ¢esto javljaju:

()= () o
(}) = o = () o
() = o = S () .
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Zadatak 3.25 Funkciju f razvijte u Maclaurinov red T[f], ako je

(@) f(x) = Vita (0) f(z) = \/11_% (0)f(x) := Arshz.

Rjesenje.
(a) Iz (3.32) i (3.35) slijedi

\/H—x:(ux)%:i(i)xnzwi

n

(_,1;”_1 (2" - 2) 2", Ve (~1,1).

2n—1
n—1
n=0

Dakle,

\/% =(1+y)2 = g (j)y" = g (_4?” <2n) y", Vye(-1,1)
Stoga je
ﬂl_ﬁ —(1—4a) = g (‘4})" (2:) (—da)" = nf;o (2:) " Ve (—5, )
Dakle,

(c) 1z (3.32) i (3.30) slijedi
1

1 e -1 = (=1)" (2n
=1+t 7z = 2 ) = ( 2Vt e (—1,1).
vize 4t ;<n) nzzo I <n) o Ve (=LY
Prema (3.10) je
Tdt TS (1) <2n) )
Arshz = = "] dt
rsnx /0 1—|—t2 /0 (; qn
— (=D 20
= n ~1,1
;4"(271—1-1) n ;Yo e(=L1)

Dakle, 1)
-1)" 20\ o1
=L ()"
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Zadatak 3.26 Izracunajte sume redova

2L (=1) ! L (=1)"-n = n?4dn+1 = ) (2n — D)
(a) ; nmry P ; sy ; 3 ; 2n)!
Rjesenje.
(a) Definirajmo funkciju f : [—1,1] — R formulom
; n(n+1) (3:37)
Kako red Z —+1) konvergira, f je dobro definirana funkcija. Trebamo izracunati
e n+1
Z (-1 F(=1).
n(n —I— 1)
n=1
Prema (3.13) je
Fiy =2 f:L —iﬁ Wt (—1,1) (3.38)
Cdt “— n(n+1) _nzln’ T '
[stim argumentom dobivamo
/ d n—1 __
) =— (Z ) Zt —, vt e (—1,1).
Iz (3.37) i (3.38) slijedi f(0) = f’(0) = 0. Stoga je
F'ty) = / Py = [ = I —y). Ve (-1,
te
Fa) = 1) =10 = [ Py = [ (=) dy
0
In(l—y) du= % v [T ydy
-y = |— — —
[dv_dy e R
—zIn(l —x) —/ (% — 1) dy=—zln(l—z)+In(l —z)+=
0 - Y

=(1—-—z)ln(1—2)+=z, Vze(-1,1).

Prema drugom Abelovom teoremu je

S U pen) =t fe) = tim [~rla(l—2)+In(l - 2) +1]

n(n + 1) z——1+ r——1+

=2mn2-1.
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(b)

Definirajmo funkciju f : R — R formulom
'_ — (=1)"-n 2n+1
J(w)i= ; n+ 1"

Prema D’Alembertovom kriteriju f je dobro definirana funkcija. Trebamo izra¢unati

oo

(~1)"n
T .
nz:% (2n+1)! /()
Za r € R imamo
_ S (=1)"7n g0 1 S (=D)"-[@2n+1)—1] 5,y 1 - (=1)" opia
Jx) = Z(2n+1)x 2; EES _2;(271)!95
1 — (=" 20 lf: (_1)nx2n B li (=1)" L2+l
2 £ (20 +1)! 2 &= (2n)! 2 4= (2n+1)!
1
i(x cosx — sin ).
Stoga je
nZ:O 2n+1 (1):§(C081—81n1).
Definirajmo funkciju f : (—1,1) — R formulom
f(z) = Z:(n2 +4n 4+ 1)z"
n=0

Primijetimo da je f dobro definirana funkcija. Naime, prema Cauchy-Hadamardovoj]
formuli (3.2) radijus konvergencije reda potencija jednak 1. Trebamo izracunati

°°n+4n+1 1
= (3)

n=0

Iz

i Vo € (—1,1) (3.39)

te (3.15) slijedi

1 d [ 1 d .
m:%<l—x):d:p< ) ZW T Veel-L1).
n=0

Stoga je

an Ve e (—1,1). (3.40)
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Ako deriviramo jednakost (3.40)) i ponovo iskoristimo (3.15), imamo

1+=z d .
(1—@3:35<@i§3) dx(E:m{> E:" . Voe(-11).

=0

Odavde slijedi

z(1+ z)
0= Zn Vo € (—1,1). (3.41)

Iz (3.39), (3.40), (3.41) te ShJedl
= Zn%" —|—4an5" + Zx"
n=0 -0 -0

z(l+x) 4 1
= , Vre(—1,1).
0—op T a—ar 1o "ELY
Napokon,
=~ n?+ 4n +1 1
> 1()-
n=0
—1)"(2n — !
(d) Najprije primijetimo da je red Z ) (é 7;" ) konvergentan. Zaista, definira-
n)!!
jmo niz (a,)nen S
(2n — 1!
Ay = ———
(2n!)

i provjerimo jesu li ispunjeni uvjeti Leibnizovog kriterija.

— Niz (an)nen je o€ito padajué niz.

— Takoder vrijedi i lim a, = 0. To slijedi iz nejednakosti

n—oo

— 1\l
(2n-1! _ 1

)l = n’

koja se lako pokaze indukcijom.

Vn e N

Dakle, dani red je usitinu konvergentan. Iz prvog Abelovog teorema slijedi da je

funkcija
2n — 1) x2n
2—1 2n I

dobro definirana na intervalu (—1,1]. Prema (3.32) , (3.33) i (3.36) je

1 _ 2—1_00 _% "2n =D,
m‘“”)“;() _HZ 2n" ‘
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Dakle,
1
xr) = -1, Vre(—1,1).
== =)
Iz drugog Abelovog teorema slijedi
= (=1)"(2n — 1) . . ( 1 ) 1
= f(1) = lim = lim -1)=—=-1
Z; (2n)N! ey xir—ftw i 1+ 22 V2
A
Zadatak 3.27 Izracunajte f°%)(0) ako je
2
@f@) =cosa?) B =ae (@)=
Rjesenje.
(a) Kako je
0 2n
cost =Y (=1)" , Vz eR,
2
to je
2 - n x4n
f(z) = cosa® = ;(—1) o) Vr € R.
Do . . . —1)502 1
Buduéi da je 2008 = 4 - 502, koeficijent uz 22°%® jedank je asgos ::(2'5%2ﬂ = 001
Stoga je
2008!
2008 (()) — 2008! - _
f (O) 008 a2008 1004'
(b) Kako je
e’ ::ZE: e Vr € R,
n=0
to je
5 o l.3n+1
flz)=xe™ = ;:0(—1)” o Vr € R.
1669
Buduéi da je 2008 = 3 - 669 + 1, koeficijent uz 2°%® jednak je asps = —EE%T—-—
) !
—@ Dakle,

2008!

2008 — l. —
f (0) 2008! a2008 669! .
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L (1—x2)_% = Z <_§)(—1)"a:" = 1+Z %x%, Vo e (—1,1),

n=0 n=1
to je
2 00
x 2 (2n—DI 5
=1+ ———x"", Vz e (-1,1).
V1 —a? ; (2n)! < )
o . 2008 - . 2005!!
Buduéi da je 2008 = 2-1003 + 2, koeficijent uz 2*"° jednak je agpos = 200611° Dakle,
2008! - 2005!!
J*(0) = 2008! - aso0s = ——5=— = 2008 - 2007 - 2005!!”.

Zadatak 3.28 * Izracunajte sumu reda

0!+4!+ 8! +12!+
40 8 121 16!

RjesSenje. Primijetimo da je opéi ¢lan a,, (n € Z,) gornjeg reda oblika

4n)! 1
R C I

An+1))!  (“An+1)(An+2)4n+3)(4n+4)
Kako je (k+1)(k+2)—k(k+3)=2,(k+3)—k=31(k+2)—(k+1)=1,Vk € Ntoje
1 1 1 1 1 1 1 1

=S I+l 2 Ant2 2 dm+3 6 dntd

Primijetimo da je

Vn € Z.

1
L 4:/ e de, V1< <4, neZy,
dn + ¥ 0
te da red polinoma
- 1 4n 1 In+1 1 An+2 1 An+3
> (g - g e g - )

uniformno konvergira na segmentu [0, 1] prema funkeiji

(1— =)

1@ = i)

Naime, za proizvoljno m € Ni z € [0, 1] imamo

m—1 1

[P ant2 L 4n+3> (1—x)? _
<6$ TR 6" 6(1+a2)1+a2)|

=0

3



3. RED 129

1

6

(1 —2'™)(1 — z)? B (1—x)?
(14 22)(1+x) (14 2)(1+ 2?)

x4m(1 _ SL’)2

1
St () =

gy g @1y L _dey
6 ~ 6\2m+1 (2m+1)2 — 6\3/ (2m+1)%

2_4m

pri cemu nejednakost (A) vrijedi zato sto funkcija x — (1 — z)“2™™ postize maksimum

2m  \4m 1
m) . m Kako Zadnja nejed—
1

na [0, 1] u tocki zg := sa iznosom (

m
2m +1

nakost ne ovisi o izboru z € [0, 1], te kako je lim

lim m = 0, zakljucujemo da je

konvergencija reda uniformna.
Napokon, ra¢unamo:

o

a_§<_ R L i
—~ " 4= \6 4dn+1 2 4n+2 2 4n+3 6 dn+d/)

1 1
_ 4n+1 dn+2 4n+3 —
E / + 3T g7 ) dr =

3

1 1 1 1
[ Red polinoma Z <6x4" - §x4n+1 + §x4”+2 - 6x4”+3> uniformno konvergira

(1—x)

6(1+2)(1+22) pa suma i integral komutiraju.]

na [0, 1] prema funkciji « +—

/ 1x4n+1+1x4n+2 1 4n+3) de — l/l (1-2) dr —

2 2 6 6 Jo (1+2)(1+2?)
1 2 x4l 1 T 1o 1o .
z dr = = In(1 (1 2)—— tgz| = -m2—Z.
6/0 <1+x 1+x2> v =gl +o)] = G+ o) - gactgr| =72 -

A

Koliko je zapravo klasa analitickih funkcija C¥(7) istaknuta medu funkcijama klase C>°(1),
zorno docarava sljedeéi teorem:

Teorem. (Teorem o jedinstvenosti analiticke funkcije) Neka su f,g € C¥(I) dvije
analiticke funkcije definirane na otvorenom intervalu /. Pretpostavimo da postoji kon-
vergentni i injektivni niz (a,)neny u I takav da vrijedi o := lim a, € I, te

fla,) =g(a,), Vn€N.

Tada je f = g, tj. vrijedi
flz)=g(z), Veel
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Zadatak 3.29 * Postoji li analiticka funkcija f € C¥(I) defininrana na nekom otvorenom
intervalu I oko 0 takva da vrijedi

1 1+ (-1 1
f(-):L, za sve n € N takve da je — € I?
n

n n3

Rjesenje. Pretpostavimo da takva funkcija f postoji. Tada postoji ny € N takav da je
% € I, za sve n > ng. Zan € N Stavimo

1
ap = ————.
2(ng+mn)+1
Primijetimo da je (a,),eny konvergentan i injektivan niz u I s lim a, = 0 € I. Iz pret-
postavke zadatka slijedi
1 -1 2(no+n)+1
fla,) = +(=1) =0, VneNlN.

2(ng +n) +1]2
Teorem o jednistvenosti analiticke funkcije povlaci
f(z) =0, Vxel,

sto je kontradikcija s ¢injenicom da je 2ng € I i

f( L ):w:;#o_

2n0 20, 4nd



3. RED 131

Zadaci za vjezbu

3.30 Odredite radijus konvergencije i interval konvergencije redova potencija
)3 (z+1)"
2n2 n! b (n —9\n
(a) Z v ( )Z 5n)! (z=2) (c) ; nln(n!)

Tz — 1)" (=1)"n?
@y ﬁ ()Y <1 + %) ()Y @2V2- 1),

n>1 n>1

—~

3.31 Funkciju f razvijte u Taylorov red T[f,c| oko tocke ¢, odredite njegov interval
konvergencije, te izracunajte f%%)(c) ako je

(a)f(x) = % c=0 () f(z) = %mii c=0 (O)f(x) =In(z®+2—6), c=2
(d)f(z) :=sin'z +cos'z, c=1 (e)f(z):= co;:c’ c=1 () f(x) = (xzﬁ— 1)3, c=0
3.32 Dokazite da je s

)= 30 D e

n=1

dobro definirana funkcija f : [—1, 1] — R i odredite eksplicitnu formulu od f.

3.33 Izracunajte sume redova

— (-1 — (=1 —~3"(n+1
(a)zn2(+ n)—2 (b>zn((2n)— 1) (C)Z (n'—i_ :

; np1 (2n+1)° = (=1)" = (n+1)(n+2)(n+3)
(d) ;(—1) @ty (e) ; 2. 3n (£) ;0 on '

3.34 Nadite sve analiticke funkcije f € C*(R) za koje Maclaurinov red T[f] konvergira
uniformno prema f na ¢itavom R.

3.35 Dokazite da je s

f(a) = i oS 732:17

n=0 €

dobro definirana funkcija f : R — R . Nadalje dokazite da je f € C*(R), te da Maclau-
rinov red T'[f] od f divergira za sve x # 0.

3.36 Postoji li analiticka funkcija f € C¥(R) za koju vrijedi

D{x eR: fM(z) =0} =R.?
n=0



