3

Infimum i supremum

Definicija. Neka je A C R. Kazemo da je M € R supremum skupa A ako je

(i) M gornja meda skupa A, tj.

a <M, Va € A.
(ii) M najmanja gornja meda skupa A, tj.
(Ve > 0)(da € A) takavdaje a> M —e.

Moze se pokazati da je supremum (ako postoji) jedinstven pa uvodimo oznaku sup A.

Ako je jos M € A, onda kazemo da je M maksimum skupa A i M oznaCavamo s
max A.

Definicija. Neka je A C R. Kazemo da je M € R supremum skupa A ako je

(i) m donja meda skupa A, tj.
a>m, Ya € A.

(ii) m najveéa donja meda skupa A, tj.

(Ve >0)(Jda € A) takavdaje a<m+e.

Moze se pokazati da je infimum (ako postoji) jedinstven pa uvodimo oznaku inf A.
Ako je jos m € A, onda kazemo da je m minimum skupa A i m oznacavamo s min A.

Realni brojevi se zadaju aksiomatski. Izdvajamo dva aksioma:

(A15) Svaki neprazan i odozgo ogranicen skup u R ima supremum u R.

(aksiom potpunosti)

29
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(A16) Ako su a,b > 0, onda postoji n € N takav da je
b<n-a.
(Arhimedov aksiom)
Primjer 3.1 Skup racionalnih brojeva nije potpun. Npr. skup
A={reQ:r*<3}
nema supremum u Q.

Neka je r € A. Tada je 72 < 3 pa je r < v/3. Dakle, v/3 je gornja meda skupa A.

Dokazimo da je v/3 najmanja gornja meda skupa A. Neka je ¢ > 0. Iz injenice da
izmedu svaka dva razlicita realna broja postoji neki racionalni broj(sjetite se da svaki
realni broj mozemo aproksimirati nizom racionalnih brojeva), zakljuéujemo da postoji

r € Q takav da je
V3—e<r <3
Primijetite da je r € A, odakle slijedi tvrdnja.

Dakle sup A = v/3 ¢ Q.
Zadatak 3.1 Odredite infimum i supremum skupa
A:{2n_2:n€N}.
n+3

Zadatak 3.2 Neka je A C R neprazan podskup takav da postoji sup A. Definirajmo
—A={—-a:a€ A}

Dokazite da postoji inf(—A) i da je
inf(—A) = —sup A.
Rjesenje. Trebamo pokazati da je:

(i) —sup A donja meda skupa —A:

Iz
a<supA, Vae A

vidimo da je
—a > —sup A, Va € A.
(ii) —sup A najveca donja meda skupa —A:
Neka je € > 0. Tada postoji a € A takav da je

a>supA—¢

pa je
—a < —supA+e.
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Dakle, —sup A je najveta donja meda skupa —A pa zbog jedinstvenosti infimuma slijedi
inf(—A) = —sup A.

Zadatak 3.3 Dokazite da svaki neprazan i odozdo omeden podskup od R ima infimum
u R.

Rjesenje. Neka je A C R odozdo omeden. Tada je —A neprazan i odozgo omeden pa po

aksiomu potpunosti postoji sup(—A) € R. Po prethodnom zadatku postoji inf(—(—A)) =
inf A.

Zadatak 3.4 Neka je A C (0, +00) takav da je inf A > 0. Definirajmo
1 1
1y 1
P \A) T infA

a>infA>0

Dokazite da je

Rjesenje. Za a € A vrijedi

pa je
1

inf A’
odakle zakljucujemo da je ﬁ gornja meda skupa %. Neka je £ > 01 neka je & > 0 takav
da je

1
- <
a

8/

inf A(inf A +¢)
Tada postoji a € A takav da je a < inf A + &', odakle je

1 1 1 € 1

o WfAte mfA mIAGfAte) mfA

odakle zaklju¢ujemo da je —— najmanja gornja meda skupa A pa je zbog jedinstvenosti

inf A
supremuma
1 1
Su — = .
P\A)  fA

Zadatak 3.5 Odredite infimum i supremum skupova:

(a) Az{Scos(%—g):xE[O,?ﬂr)} (b) A:{x2_2 xER}

x2+4:

(c) A:{x+§:x>0}.
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Zadatak 3.6 Odredite infimum i supremum skupova:

2 g2 2 _ 2
(a) A:{n;—nm;m,nEN} (b) A:{m 57:;&;1_'_6”1 :m,nEN,m<4n}

Zadatak 3.7 Odredite infimum i supremum skupa

n2
A= ————: N
{m2+m+5n2 e }

Rjesenje. Ocito je
n2

Erm sz > b vmn el

Primijetimo da je zan =1

: n? , 1
hm —_——= = hm _ =
m—+oo m? +m +5n?  m—toom? +m+5

pa je inf A = 0. S druge strane je

2 2

n n
<-—<
5n?

E e , Vm,n € N.

1
3

Za m = 1 slijedi
, n? . n? 1
hm _— = hm —
n—+oom? +m +5n2 n—+02+4+5n2 5

pa jesup A = %

Zadatak 3.8 Odredite infimum i supremum skupa

1 1
A_{n+4_n+3'n€N}’

Rjesenje. Neka je
1 1 1

n+d n+3 (m+3)(ntd)

Lako se provjeri da je (z,) rastuéi niz. Takoder je

Tn =

r, <0, Vn eN

pa je (z,) konvergentan. Tada je

1
infA=x;, =—— =min 4,

20

sup A = lirf Tn = 0.
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Zadatak 3.9 Neka su A, B C R odozgo omedeni i neprazni. Definiramo
A+B={a+b:ac A, be B}.

Dokazite da je
sup(A + B) = sup A 4 sup B.
Rjesenje. Vrijedi
a+b<supA+supB, Vae A, YVbe B
pa je sup A + sup B gornja meda skupa A + B. Dokazimo da je to i najmanja gornja
meda. Neka je ¢ > 0. Tada postoje a € Aib € B takvi da je
€ €
a>supA—§ i b>supB—§

pa je
a+b>supA+supB —e.

Napomena. Analogno se dokaze da za odozdo omedene i neprazne podskupove A, B C R

vrijedi

inf(A + B) = inf A + inf B.

Zadatak 3.10 Odredite infimum i supremum skupa

A:{ m-n-1 :m,nGN}.

mn +4m + 3n 4 12
Zadatak 3.11 Neka su A, B C [0, +00) odozgo omedeni i neprazni. Definiramo
A-B={a-b:a€ A, be B}.

Dokazite da je
sup(A - B) =sup A - sup B.

Rjesenje. Ako je supA = 0, onda je A = {0} pa je A- B = {0} i tvrdnja vrijedi.
Pretpostavimo da je sup A > 0isup B > 0. Tada jezaa € A,b € B

a-b<supA-supB

pa je sup A - sup B gornja meda skupa A - B. Dokazimo da je i najmanja gornja meda.
Neka je 0 < & < sup A - sup B. Tada za

€ . €
>0 1 e&9=

2sup A 2 2supB>0

postoje a € Ai B € B takvi da je

a>supA—e; 1 b>supB —eq,
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odakle je

82

a-b>(sup A —e))(sup B — 1) =supA-sup B — e+ o

>supA-sup B —e.

Napomena. Analogno se dokaze da je za neprazne A, B C [0, +00)
inf(A- B) =inf A - inf B.
Opcenito, ako su A, B C R neprazni i omedeni, onda je

sup(A - B) = max{sup A - sup B,sup A - inf B,inf A - sup B, inf A - inf B}
inf(A - B) = min{sup A - sup B,sup A - inf B, inf A - sup B, inf A - inf B}

Zadatak 3.12 Odredite infimum i supremum skupa

_ 2
0 \/ﬁ m 1 :m,n € Np.
n+1l 3m?2+m
RjesSenje. Primijetimo da je
S=A-B,
gdje su
— 241
A=3" \/ﬁ:nEN , B= &:mGN
n+1 3m? +m
i
A, B C [0, 400).

Odredimo prvo infimum i supremum skupa A:

Zbog n > +/n vrijedi
n—+/n
n+1

pa je 0 donja meda skupa A. Ako uzmemo n = 1, onda vidimo da je 0 € A pa je

>0, foralln e N

inf A=minA =0.

S druge strane je
n—+/n <"

n+1 ~n+1

<1, VneN
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pa je 1 gornja meda skupa A. Zbog

i VR
n—+oo 1+ 1

slijedi da je
sup A = 1.
Odredimo infimumu i supremum skupa B:

Neka je 2, = 2Z2tL . Tada je

3m24+m
T KT <= ... <= m>6
pa je
Ty > Tog > T3 >Ty>T5 > T I X7 S xg X9 <ol
Dakle,
37
inf B=minB =15 = —
in min T = 114
: 11
sup B = max{ml,ml_iglooxm} = max{§, g} =5 = max B.
Konaé¢no, zbog A, B C [0, +00) je
1
supS:supA-supB:1~§ =—,
infS=infA-inf B=0 ﬁ—O—minS
B o114 ‘
Zadatak 3.13 Odredite infimum i supremum skupa
4n —13 12 —5m
= . :m,n €Ny, .
n—+2 m+ 3

Zadatak 3.14 Neka su A, B C R odozdo omedeni neprazni skupovi. Dokazite da je
inf(AU B) = min{inf A, inf B}.

RjesSenje. Pretpostavimo da je inf A < inf B (inace zamijenimo uloge skupova A i B).
Tada je min{inf A, inf B} = inf A.

Ako jex € AUB, onda jex € Ailix € B pajex > inf Aili z > inf Binf A. Dakle,
inf A je donja meda skupa AU B. Dokazimo da je to najveca donja meda. Neka je e > 0.

Tada postoji a € A C AU B takav da je a < inf A + ¢ pa je inf A i najvecéa donja meda
skupa AU B. Tvrdnja sada slijedi iz jedinstvenosti infimuma.

Napomena. Analogno se dokaze da je za odozgo omedene i neprazne podskupove A, B C

R
sup(A U B) = max{sup A, sup B}.

Opcéenitije, vrijedi:
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(i) ako su Ay,..., A, C R odozgo omedeni i neprazni, onda je

sup(A; U...UA,) = max{sup Ay, ...,sup A, };

(i) ako su Ay, ..., A, C R odozdo omedeni i neprazni, onda je
inf(A; U...UA,) =min{inf A;,...,inf A, };

Zadatak 3.15 Odredite infimum i supremum skupa

S = {(—1)"—1 <2+%) :neN}.

Zadatak 3.16 Odredite infimum i supremum skupa

5:{{(-1)nnilJ + (H(_g#)n:nel\l}.

Zadatak 3.17 Odredite infimum i supremum skupa

S:{1+nzlcos<%):neN}.

Zadatak 3.18 Odredite infimum i supremum skupa

S:{—w:nEN}U{—2+thx:x>O}.

Napomena. Ako je f: R — R strogo rastuca i neprekidna funkcija onda je za omedeni
skup A C R

inf f(A) = f(inf A), sup f(A) = f(sup A).

U slucaju padajuce funkcije vrijedi

inf f(A) = f(sup A), sup f(A) = f(inf A).

Zadatak 3.19 Odredite infimum i supremum skupa

S— {—arctg ((-1)% <—2 + cos %)) ne N} |

Zadatak 3.20 Odredite infimum i supremum skupa

S={vn—[vn]:neN}.



3. INFIMUM | SUPREMUM 37

Zadaci za vjezbu

3.21 Odredite infimum i supremum skupa

n —4
S—{2n+1.n€N}.

3.22 Neka je A C R odozdo i odozgo ogranicen. Dokazite da je

A C [inf A, sup A]

3.23 Neka su a,b € R, a < b. Dokazite:

(a) supla, b) = b
(b) inf(a,b) = a.

3.24 Odredite infimum i supremum skupa

A= {25in(3x+7r): T € [—%,%>}

3.25 Neka je A C R neprazan podskup takav da postoji inf A. Dokazite da postoji

sup(—A) i da je
sup(—A) = —inf A.

3.26 Odredite infimum i supremum skupa (koriste¢i nizove)
10 -3
A= { " neN } :
n+3

3.27 Neka je A, B C R neprazni podskupovi takvi da je A odozgo omeden .i B odozdo
omeden. Definiramo

A—B={a—-b:ac A, be B}.

Dokazite da je
sup(A — B) = sup A — inf B.

3.28 Odredite infimum i supremum skupa

_{ 2n +m +mn + 2

: N;.
o+ 18m —dmn—9 "€ }

3.29 Odredite infimum i supremum skupova:

:m,neN} (b) A= {T: m,nEN,m<3n}

n
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3.30

3.31

3.32

3.33

3.34

3.35

3.36

3.37

3.38

3.39

Odredite infimum i supremum skupa

A:{@+4—n:m,n€N,m<10n}.

n m

Odredite infimum i supremum skupa

n?+n
A= {lOgl/em:neN}.

Odredite infimum i supremum skupa

5 n+1 2—3m
Sl 2n m+1

:m,neN}.

Odredite infimum i supremum skupa

_{2n2+n 5m + 1

. :m,n € Np.
n?+1 14+ (—=1)™-9m e }

Odredite infimum i supremum skupa

2
S = {cos(mr)u: n e N} :

n?+n

Odredite infimum i supremum skupa

4n? +1
S = sin&:neN )
n?+1

Odredite infimum i supremum skupa

2
S:{%:m,nel\]}.

Odredite infimum i supremum skupa

nm n?—9
S = {si (—) ———:neN;.
{sm 2 )52+ 3n+2 }
Odredite infimum i supremum skupa

_a+b+c
a+b b+c c+a

:a,b,c>0}.

Odredite infimum i supremum skupa

S:{\/%—L\/%J:nEN}.



