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ZADATAK 1

(5 bodova) Neka je T ∈ M2(R) i f : M2(R) −→ M2(R) preslikavanje zadano s f(A) =
AT − TA.

(a) Dokaºite da je f linearni operator.

(b) Postoji li T ∈ M2(R) takav da je f epimor�zam? Postoji li T ∈ M2(R) takav da je f
monomor�zam?

(c) Odredite rang, defekt i po jednu bazu za jezgru i sliku od f ako je T =

[
0 1
−1 0

]
∈M2(R).

Rje²enje:

(a) (1 bod) Neka su A,B ∈M2(R) i α, β ∈ R. Tada imamo

f(αA+ βB) = (αA+ βB)T − T (αA+ βB)

= αAT + βBT − T (αA)− T (βB)

= αAT − αTA+ βBT − βTA
= α(AT − TA) + β(BT − TB)

= αf(A) + βf(B).

Koristimo distributivnost mnoºenja matrica prema zbrajanju i kvaziasocijativnost mnoºenja
matrice skalarom.

Dakle, f je linearni operator.

(b) (2 boda) Primijetimo da je f monomor�zam ako i samo ako je epimor�zam jer su domena
i kodomena jednake, posebno imaju istu dimenziju pa moºemo koristiti propoziciju koja
kaºe da je za linearni operator s domenom i kodomenom iste dimenzije ekvivalentno biti
monomor�zam i epimor�zam.

Jedan na£in da vidimo da f ne moºe biti monomor�zam ni za jednu matricu T : za bilo
koji T imamo da je f(I) = 0 (odnosno, jedini£na matrica uvijek komutira s T ) pa postoji
netrivijalna (ne-nul) matrica koja je u jezgri od f . Prema propoziciji (f monomor�zam
⇔ ker f = {0}) onda f sigurno nije monomor�zam.

Ako ºelimo pokazati da f ne moºe biti epimor�zam, jedan na£in je pogledati trag:
sjetimo se da za sve matrice A i B vrijedi tr(AB) = tr(BA). Zato je za svaku matricu
A iz domene (a i za svaku �ksiranu matricu T ) tr f(A) = 0. Drugim rije£ima, u slici
od f se nalaze samo matrice traga 0, odnosno u slici od f se ne moºe nalaziti, npr. I.
Zato f ne moºe biti epimor�zam.



(c) (2 boda)Pogledajmo ²to je f(A) za neku matricu A =

[
a b
c d

]
:

f
([a b

c d

])
=

[
−b− c a− d
a− d b+ c

]
= (a− d)

[
0 1
1 0

]
+ (b+ c)

[
−1 0
0 1

]
.

Iz prve jednakosti je jasno da f(A) = 0 dovodi do sustava a− d = 0, b+ c = 0, odnosno

ker f =

{[
a b
−b a

]
: a, b ∈ R

}
.

Dakle, d(f) = 2 i jedna baza za jezgru je

{[
1 0
0 1

]
,

[
0 1
−1 0

]}
.

Iz teorema o rangu i defektu znamo da je r(f) = 4− d(f) = 2, a iz prikaza od f(A) od

ranije matrice

[
0 1
1 0

]
i

[
−1 0
0 1

]
o£ito pripadaju slici od f . Obzirom da je taj dvo£lani

skup o£ito linearno nezavisan i r(f) = 2, to je jedna baza za sliku.
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ZADATAK 2

Neka je M = [(1, 2, 0, 0), (0, 0, 1, 2)] ≤ R4.

(a) (2 boda) Prona�ite bazu za M0 (anihilator od M).

(b) (3 boda) Prona�ite sve funkcionale f ∈ (R4)∗ takve da je f ∈ M0 i f(1, 0, 0, 1) = 3
(zapi²ite kako djeluju na op¢eniti (x, y, z, w) ∈ R4).

Rje²enje:

(a) Ozna£imo a1 = (1, 2, 0, 0), a2 = (0, 0, 1, 2).
Nadopunimo tu bazu od M do baze za R4 s vektorima e2 = (0, 1, 0, 0) i e4 = (0, 0, 0, 1)
(jedan mogu¢i izbor). Neka je {a∗1, a∗2, e∗2, e∗4} baza od (R4)∗ dualna toj bazi. Tada ¢e
{e∗2, e∗4} biti baza od M0.

Izra£unajmo kako elementi te baze djeluju na op¢eniti (x, y, z, w) ∈ R4 (bez ovoga se

rje²enje ne smatra potpunim). Napi²imo (x, y, z, w) preko na²e baze:

(x, y, z, w) = αa1 + βa2 + γe2 + δe4

= (α, 2α, 0, 0) + (0, 0, β, 2β) + (0, γ, 0, 0) + (0, 0, 0, δ)

= (α, 2α + γ, β, 2β + δ).

Slijedi γ = y − 2x, δ = w − 2z i tada imamo

e∗2(x, y, z, w) = y − 2x, e∗4(x, y, z, w) = w − 2z. (1)

(b) Neka je f funkcional na R4 takav da f ∈ M0 i f(1, 0, 0, 1) = 3. Budu¢i da je f ∈ M0,
iz (a) dijela imamo f = αe∗2 + βe∗4, α, β ∈ R. Koriste¢i formulu (1) imamo:

3 = f(1, 0, 0, 1) = αe∗2(1, 0, 0, 1) + βe∗4(1, 0, 0, 1) = −2α + β.

Slijedi da je β = 2α + 3. Potpun skup rje²enja je tada dan s:

fα = αe∗2 + (2α + 3)e∗4, α ∈ R.

Tada je prema (1) fα(x, y, z, w) = α(y − 2x) + (2α + 3)(w − 2z).

Napomena: Ovdje je prikazan jedan mogu¢i izbor vektora s kojima se moºe nadopuniti
baza od M do baze od R4. Druk£iji izbor (npr. e1, e3) moºe dati druk£ije funkcionale kao
bazu od M0. Takvi izbori ne utje£u na bodovanje :).
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ZADATAK 3

(5 bodova) Dan je linearan operator B : P2 → P2 formulom

B(a+ bt+ ct2) = (a+ c) + bt+ (a− c)t2.

Odredite matri£ni zapis operatora B u kanonskoj bazi (e) = {1, t, t2}, te u bazi
(e′) = {1 + t2, 2− t+ 2t2, 1}. Prikaºite polinom 1 + t+ t2 u bazi (e′). Odredite rang i defekt
ovog linearnog operatora. Obrazloºite odgovor.

Rje²enje: Gledamo djelovanje od B na bazi (e): B(1) = 1 + t2, B(t) = t, B(t2) = 1− t2.
Dakle

B(e) =

1 0 1
0 1 0
1 0 −1


Odredimo matrice prijelaza

I(e, e′) =

1 2 1
0 −1 0
1 2 0

 I(e′, e) = I(e, e′)−1 =

0 2 1
0 −1 0
1 0 −1


Sada je

B(e′) = I(e′, e)B(e)I(e, e′) =

0 −2 1
0 1 0
2 4 0

 .
Dalje

(1 + t+ t2)(e′) = I(e′, e)(1 + t+ t2)(e) =

0 2 1
0 −1 0
1 0 −1

11
1

 =

 3
−1
0

 .
Na kraju imamo

r(B) = r(B(e)) = 3, te d(B) = dimP2 − r(B) = 0.
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ZADATAK 4

(5 bodova) Odredite sve x ∈ R za koje se linearni operator A : R4 −→ R4 £iji je matri£ni
prikaz u kanonskoj bazi zadan s

A(e, e) =


4 3 2 −4
0 x 0 0
3 3 −1 −2
6 6 2 −6


moºe dijagonalizirati.

Rje²enje: Vrijedi kA(λ) = det(A−λI) = (λ−x)(λ−1)(λ+2)2. Nadalje, vrijedi g(−2) = 2
za svaki x ∈ R. Sada imamo tri mogu¢nosti:

1. slu£aj: Za x ∈ R \ {1,−2} je g(−2) = a(−2) = 2. Nadalje, vrijedi 1 ≤ g(1) ≤ a(1) = 1
pa je g(1) = a(1) = 1 i 1 ≤ g(x) ≤ a(x) = 1 pa je g(x) = a(x) = 1. U ovom slu£aju se A
moºe dijagonalizirati.

2. slu£aj: Za x = −2 je g(−2) = 2, a a(−2) = 3 pa se A ne moºe dijagonalizirati.

3. slu£aj: Za x = 1 je g(−2) = a(−2) = 2, a ra£unski dobijemo da je g(1) = 2 = a(1). I u
ovom slu£aju se operator moºe dijagonalizirati.

Dakle, A se moºe dijagonalizirati za sve x ∈ R \ {−2}.
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ZADATAK 5

(5 bodova) Neka je V vektorski prostor, A ∈ L(V ) te neka su x i y svojstveni vektori operatora
A koji pripadaju me�usobno razli£itim svojstvenim vrijednostima α i β. Pokaºite da 2x+3y
nije svojstven vektor operatora A.


