MATEMATICKA ANALIZA 2

priprema za 1. natjecanje, 30.4.2008.

. Neka je f:(—1,1) — R funkcija klase C'*° i pretpostavimo da su nam poznati brojevi

dn
(—f> , VneZ,.
dz™ ) ._,

Ako je funkcija g : (—1,1) — R definirana formulom
g(x) = f(a?),

dokazite da za svako n € Z, vrijedi

(d_g> [ G5 an=
=0 0

dx” zan=2k+1

Pokusajte sada ponovo rijesiti (1a) zadatak iz kolokvija.
(http://web.math.hr/nastava/analiza/kol/ma2-0708-kol1l.pdf)

. Za funkciju f : I — R definiranu na (kona¢nom ili beskona¢nom) intervalu I kazemo da je
Lipschitzova, ako vrijedi

(3L = 0)(Va,y € D)(|f(x) = f(y)] < L]z —yl).

U tom slucaju za najmanju konstantu L sa gornjim svojstvom kazemo da je Lipschitzova
konstanta od f i oznacavamo jus || f||.

(a) Dokazite da je svaka Lipschitzova funkcija f : I — R uniformno neprekidna, ali da obrat
opc¢enito ne vrijedi.

(b) Pretpostavimo da je f : I — R derivabilna funkcija. Ako je derivacija f’ omedena na I,
dokazite da je f Lipschitzova funkcija i da vrijedi

1f1lz = ilélj)lf’(ﬂﬁ)l‘

Vrijedi li i obrat te tvrdnje?

(c¢) Dokazite i (naoko) opéenitiju tvrdnju:
Ako je f : I — R n-puta derivabilna funkcija takva da je n-ta derivacija f™ omedena
na I, tada je f Lipschitzova funkcija.

(d) Ispitajte uniformnu neprekidnost funkcije f: R — R, ako je

(1) f(z) := sin(a?),
(ii) f(z) :=1n(1+ 2?).



3. (a) Pretpostavimo da je f : R — R konveksna funkcija koja je ograni¢ena odozgo. Dokazite
da je f konstantna funkcija.

(b) Mora li nuzno konveksna i ogranic¢ena funkcija f : Ry — R biti konstantna funkcija?

4. Pretpostavimo da je f : R — R funkcija za koju vrijedi

f(x+y> < [@ /W) Vr € R.

2 - 2 ’
Da li je nuzno f konveksna funkcija?
5. Dokazite da postoje jedinstvene funkcije f : R — R i ¢g: R — R takve da je
f(x)? + 322 f(x) — 2 + 22 + 3f(x) =0,
eI 4 (1+eg(x)?—2? =1
za sve x € R. Pokusajte dokazati da su f i g derivabilne na R. Nadalje, izracunajte limes

lim /()

=0 g(z)’
6. Odredite broj realnih nultocki polinoma

P(z) = z* — VT2 + 42 — /222 + 15.

7. Neka sun € N te ag,as,...,a, € R. Dokazite da jednadzba
Z ay cos(krz) =0
k=1
ima barem dva rjesenja u intervalu [0, 2).

8. Pretpostavimo da je f : R, — R dva puta derivabilna funkcija takva da vrijedi

lim zf(z)=0 i lim zf"(z)=0.

T—+00 T—+00
Dokazite da je nuzno i lim, . xf'(x) = 0.

9. Neka je f : [a,b] — R funkcija klase C?. Pretpostavimo da f na intervalu (a,b) zadovoljava
diferencijalnu jednadzbu
(1+2°)y +e ™y +1=0.

Dokazite da f svoj minimum poprima na rubu segmenta [a, b].
10. Pretpostavimo da je f : (a,b) — R derivabilna funkcija za koju vrijedi

lim f(z) = +oo, lim f(z)=—oc0 te f'(z)+ f2(x)+1>0, Vzrc{a,b).

r—a+ r—b—

Dokazite da je b —a > .
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Sto je vece: e ili ¢ ? Pokusajte formulirati i dokazati nesto opéenitiju tvrdnju.

Odredite broj rjesenja jednadzbe cosz + Incosz + x? = 0 u intervalu (0, 5

(a) Dokazite verziju Rolleovog teorema za neograniceni interval:
Ako je funkcija f:R>¢ — R neprekidna na R i derivabilna na R, te ako je f(0) =0 i
lim f(z) =0, onda postoji ¢ € R, takav da je f'(¢) =0

T—-+00

(b) Neka je g: R, — R derivabilna funkcija za koju vrijedi
1

g(z) =1 =z i |gl@)[<—, VreR,.

Dokazite da postoji ¢ € R, takav da je ¢'(c) = —e™.

Dokazite Darbouzov teorem:

Ako je funkcija f derivabilna na otvorenom intervalu koji sadrzi tocke a i b, onda za svaki
broj d izmedu f'(a) i f'(b) postoji tocka ¢ izmedu a i b takva da je f'(c) = d.

(Ukratko: Derivacija funkcije poprima sve meduvrijednosti.)

Pretpostavimo da je f : [0,1] — R derivabilna funkcija na [0, 1] takva da je f(0) = f(1) = 0.
Nadalje, pretpostavimo da f” postoji na (0, 1), te da vrijedi |f"(z)| < M, za sve z € (0,1).
Dokazite da tada vrijedi

Fa) <

?, Vx € [0, 1]

Dokazite da je funkcija f : R — R definirana formulom

. e matis  gax € (a,b)
J(w)i= { 0 za v & (a,b).

klase C*° na R.

Dokazite ili opovrgnite sljede¢u tvrdnju:
Za svaki par derivabilnih funkcija f, g : R — R postoji derivabilna funkcija A : R — R takva
da je M'(z) = f'(z)¢'(z), YV € R.

Pretpostavimo da je f : R — R neprekidna funkcija takva da je za svako d € R funkcija
Ayf : R — R definirana formulom

Aaf(x) == flz+d) - f(z)
klase C* na R. Dokazite da je i f klase C**° na R.
Postoji li derivabilna funkcija f : R — R ¢ija derivacija ima gust skup prekida?
Pretpostavimo da je f : R — R funkcija klase C* takva da postoji M > 0 sa svojstvom
If"(z)| <M, VzeR, necZ,.

Ako je f(£) =0, za sve n € N, dokazite da je f(z) =0, za sve z € R.



