JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 02. svibnja 2023.

e Dozvoljeno je koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, te sluzbene formule koje ¢e student dobiti
zajedno s kolokvijem.

e RjeSenja ce biti objavljena na web-stranici kolegija.

e Rezultati ¢e biti objavljeni do petka, 05. svibnja 2023. na web-stranici kolegija.

Zadatak 1. (6 bodova) Neka je
f(z) = sin(z?).

Izracunajte f*®(0). Uputa: nadite neku jednakost koja povezuje f, f'i f”.

Rjesenge.
y=1r
y = cos(2*)3x?
y' = —sin(2*)92" + cos(z®)6x | =z

xy// — _9I5y + 2y/ / (n—2)

n—2 n—2
-2
(n )m(k)yn—k — g Z(l,5)(k)yn—2—k s A
k=0

=0 = 9" sty o)

y(n) — cny(”_G)(O)
y(0) = ey(0) =0
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Zadatak 2. (6 bodova) Odredi parametre a i b tako da je funkcija

f(o) = {ax2+b, r <1

arctg 2%, x> 1.

diferencijabilna.
Rjesenge.
I f(z) = £(1)
a+b=—
L@ = f) L f@) - )
r—1— xr — 1 r—1+ xr — 1
- ar® +b— % b arctg a* — 7
r—1— €xr — 1 r—1+ r—1
2 2p—L
lim 2% _ iy 2t
z—1— 1 —1 r—14+ 1
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Zadatak 3. (7 bodova) Odredite prirodnu domenu i nultocke, intervale monotonosti, lokalne ekstreme,
intervale konveksnosti i konkavnosti, tocke infleksije, sve asimptote funkcije

flx) = (a + etrees

te skicirajte njen graf.

Rjesenge.
Domena funkcije je R\{0}, a nultoc¢ka tocka zq = —1.
Kandidat za vertikalnu asimptotu je z = 0. Provjerimo:

lim (z +1 etE L — o
b
x—0+

lim (x + 1)earCtg% —e 3,
z—0—
pa funkcija nema vertikalnu asimptotu.
Provjerimo ima li funkcija kosu asimptotu:
T z+1 x+1
f( ) hl'Il Learctg% — hm + —

lim ——= =
r—+oo I r—+o0 €T r—+o0 €T

1.

+1 arctgl
. 1 ) x+1 1 . Te »—1
lim ((x +1)e™ee s — :U) = lim oz ——e""> - 1) = lim —*——
r—+o00 r—+00 x r—+o0o =
X
1 jarctgl z+l jarctg: 1 1
'H .. 2 € Z"’—z € z_lJr% 22
=" lim T = =2
r—+oo —=
x
Dakle, pravac y = x + 2 je kosa asimptota.
7
[zrac¢unajmo derivaciju:
2
r~ —xT 1
f/(l’) — earctg P
2+ 1

pa funkcija raste na intervalu (—oo,0) i na [1,400), a pada na na (0, 1]. Funkcija ima lokalni minimum u
tocki = 11 iznosi f(1) = 2e’.
Druga derivacija:
dr—1
(.CEQ + 1)2
pa je funkcija konveksna na intervalu [%,+oo>, a konkavna na (—o00,0) i na <O, %} te ima jednu tocku

infleksije 2 = 1 za koju je f (5) = se™8(),

arctg %

f'(@) =
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Zadatak 4. (3+3 boda) Tocka A se nalazi na pozitivhom dijelu z-osi, a tocka B se nalazi u prvom
kvadrantu, na pravcu koji prolazi ishodistem i zatvara s x-osi kut velicine 6, 6 € (0, 7). Zbroj njihovih
udaljenosti od ishodista je jednak 10.

(a) Odredite poziciju (koordinate) to¢aka A i B u sluc¢aju kada je udaljenost izmedu njih najmanja.

(b) Zatocke A i B iz (a) dijela, odredite kruznicu sa sredistem u ishodistu ¢ija tangenta je upravo pravac
AB.

Rjesengje.
(a) Oznacimo udaljenost tocke A od ishodista s a, a udaljenost tocke B od ishodista s b. Tada je
a+b=10 = b=10 —a.
Napisat ¢emo udaljenost izmedu tocaka kao funkciju po varijabli a, tj. promatramo funkciju d :

(0,10) — [0, 4+00) i trazimo minimum te funkcije.

Promatramo trokut OAB i visinu v povucenu iz vrha B. Ozna¢imo sjeciste visine v i duzine OA s
T. Tada je

OT = bcos,
BT = bsin.

Slijedi

d(a)? = v* + TA"
= b?sin®(0) + (a — beos(h))?
= a* + b* — 2abcos(0)
= 2(1 — cos(f))a® 4 20(cos(8) — 1)a + 100

Jedan nacin je da deriviranjem d(p) = +/(2(1 — cos())a? + 20(cos(f) — 1)a + 100 pronademo sta-
cioniranu tocku @ = 5 uo¢imo da je to ujedno i globalni minimum (d pada prije tocke 5 i raste
poslije).

Alternativni nacin je uociti da je funkcija x — z? rastuca funkcija na (0, +o0) pa pa tamo gdje
funkcija d poprima minimum, takoder i funkcija a + d(a)?® poprima minimum. Zato ¢emo mini-
mizirati funkciju d?(a).

To je kvadratna funkcija pa se minimum poprima u tocki

~ 20(cos(0) — 1) kb —F

(i = 4(1 — cos(6))

pa su koordinate tocaka A = (5,0) i B = (5cosf,5sin0).



(b) Trazimo kruznicu odredenu formulom z? + y* = 72, odnosno, trazimo r > 0. Neka je tocka T'(zq, yo)
tocka na kruznici u kojoj je povucena tangenta na kruznicu upravo pravac AB. Implicitnim derivi-
ranjem jednadzbe kruznice vidimo da je jednadzba tangente povucene u tocki 7' jednaka

Txo + YYyo = r.

Iz uvjeta da se tocke A i B nalaze na tangenti i da je T' tocka na kruznici, dobivamo sustav:

5o = 1
5 cos(0)xo + 5sin(f)yy = r*
x% + yg =7’

Ubacivanjem prve dvije jednadzbe u trec¢u, dobijemo

2
2 _— — —
o (1 + cos(0)> 570 = 0.

Dakle, rjeSenja su zg =01 2y = 5(1“—205(9)). Kako je r > 0, slijedi da je r? = w.
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e Dozvoljeno je koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, te sluzbene formule koje ¢e student dobiti
zajedno s kolokvijem.

e RjeSenja ce biti objavljena na web-stranici kolegija.

e Rezultati ¢e biti objavljeni do petka, 05. svibnja 2023. na web-stranici kolegija.

Zadatak 1. (6 bodova) Neka je
g(x) = cos(z?).
Izracunajte g9 (0). Uputa: nadite neku jednakost koja povezuje g, ¢’ i ¢".

Rjesenge.
y=4g
y = — sin(z?)32?
y' = —cos(2®)9z" — sin(z*)6x |/ @

xy// — _9I5y + 2y/ / (n—2)

n—2 n—2
-2
(n )m(k)yn—k — g Z(l,5)(k)yn—2—k s A
k=0

=0 = 9" sty o)

y(n) — cny(”_G)(O)
y(0) = e/ (0) =0
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Zadatak 2. (6 bodova) Odredi parametre c i d tako da je funkcija

(2) arcctg 2%, o < 1;
xTr) =
g cx? —d, x> 1.

diferencijabilna.

Rjesenge.

z—1+
T
Z—c—d
1 c
i L@ Q) flz) ~ (1)
z—1— z—1 z—1+ r—1
arcctg 22 — T . et —d—1
im = lim
r—1— €xr — 1 r—1+ xr — 1
2r-—1 2 _
lim Lta? i or e
r—1— 1 r—14+ T — 1
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Zadatak 3. (7 bodova) Odredite prirodnu domenu i nultocke, intervale monotonosti, lokalne ekstreme,
intervale konveksnosti i konkavnosti, tocke infleksije, sve asimptote funkcije

te skicirajte njen graf.

f(@) = 2T

Rjesenje. Domena funkcije je R\{2}, a nultocka tocka xy = 0.
Kandidat za vertikalnu asimptotu je x = 2. Provjerimo:

T
lim ze?2@=-2 = 400,
T2+

T
lim xe2=-2 =0,
r—2—

pa je x = 2 vertikalna asimptota zdesna.
Provjerimo ima li funkcija kosu asimptotu:

x _z 1
lim M = lim e2G-2) =e2,
r—t+oo I r—+oo
T 1
: _a 1 : e2@=2) — e3
lim <x62(1—2> —eQx) = lim —mM8m ——
r—+o0o r—to00 €x
_62(131—2)
L'H . r—2)2 1
= lim (—1) =e2
r—r+oo — =
xT

Dakle, pravac y = y/e(z + 1) je kosa asimptota.

[zracunajmo derivaciju:

pa funkcija raste na intervalu (—oo, 1] i na [4,+00), a pada na [1,2) i na (2,4].

f'(x) = @_—2)2462‘“?2)

Funkcija ima lokalni

maksimum u tocki # = 11 iznosi f(1) = e~ 2 i lokalni minimum u to¢ki 2 = 4 koji iznosi f(4) = 4e.

Druga derivacija:

S5r — 8
(z —2)*

e 2(90172)

7(w) =

pa je funkcija konveksna na intervalu [%,2> i na (2,400), a konkavna na <—c>o7

infleksije z = % za koju je f (%) = te

8 -2

5

8

5

} te ima jednu tocku
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Zadatak 4. (3+3 boda) To¢ka P nalazi se na negativnom dijelu z-osi, a tocka @) se nalazi u drugom
kvadrantu (njena x koordinata je negativna, a y koordinata je pozitivna), na pravcu koji prolazi ishodistem
i zatvara s z-osi kut veli¢ine 6, 6 € (7, 7). Zbroj njihovih udaljenosti od ishodista je jednak 100.

(a) Odredite poziciju (koordinate) to¢aka P i @ u slu¢aju kada je udaljenost izmedu njih najmanja.

(b) Zatocke Pi(Q iz (a) dijela, odredite kruznicu sa sredistem u ishodistu ¢ija tangenta je upravo pravac

PQ.

Rjesengje.
(a) Oznacimo udaljenost tocke P od ishodista s p, a udaljenost tocke @ od ishodista s ¢q. Tada je
p+q=100 = p =100 —q.

Napisat ¢emo udaljenost izmedu tocaka kao funkciju po varijabli p, tj. promatramo funkciju d :
(0,100) — [0, +00) i trazimo minimum te funkcije. Neka je a = 7 — 6.

Promatramo trokut OQP i visinu v povucenu iz vrha (). Oznacimo sjeciste visine v i duzine OP s
T. Tada je

OT = qcosa,
QT = ¢sina.
Slijedi
d(p)? = v* + TP’
= ¢*sin*(a) + (p — g cos(a))?

= p”* +¢* — 2pg cos(a)
= 2(1 — cos(a))p® + 200(cos(a) — 1)p + 100

Jedan nacin je da deriviranjem d(p) = 1/2(1 — cos(a))p? + 200(cos(a) — 1)p + 1002 pronademo sta-
cioniranu to¢ku a = 50 uo¢imo da je to ujedno i globalni minimum (d pada prije tocke 50 i raste
poslije).

Alternativni nacin je uociti da je funkcija x — z? rastuca funkcija na (0, +o00) pa tamo gdje funkcija d
poprima minimum, takoder i funkcija p + d(p)? poprima minimum. Zato ¢emo minimizirati funkciju

d*(p).
To je kvadratna funkcija pa se minimum poprima u tocki
200(cos(a) — 1)
Amin = —
4(1 — cos(a))

=50 = byin = 50

pa su koordinate toc¢aka A = (—50,0) i B = (—50cosa, 50sin a) = (50 cos(f), 50 sin(f)).



(b) Trazimo kruznicu odredenu formulom z? + y* = 72, odnosno, trazimo r > 0. Neka je tocka T'(zq, yo)
tocka na kruznici u kojoj je povucena tangenta na kruznicu upravo pravac PQ). Implicitnim derivi-
ranjem jednadzbe kruznice vidimo da je jednadzba tangente povucene u tocki 7' jednaka

Txo + YYyo = r2.

Iz uvjeta da se tocke P i () nalaze na tangenti i da je T' tocka na kruznici, dobivamo sustav:

—5020 = 1
—50 cos(a)xg + 50sin(a)yy = r°
x% + yg =7’

Ubacivanjem prve dvije jednadzbe u trec¢u, dobijemo
2
2
—_— 50z = 0.
%o (1 + cos(a)) ol

Dakle, rjeSenja su zg =01 2y = w. Kako je r > 0, slijedi da je r? = w.
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