JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 28. lipnja 2023.

e Dozvoljeno je koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, te sluzbene formule koje ¢e student dobiti
zajedno s kolokvijem.

e RjeSenja ce biti objavljena na web-stranici kolegija.

e Rezultati ¢e biti objavljeni do ponedjeljka, 03. srpnja 2023. na web-stranici kolegija.

Zadatak 1. (5 bodova) Izracunajte:

z 2
| arompde
o (3+cosx)?

Rjesengje. Primjenjujemo univerzalnu supstituciju: tg$ = ¢, granice za varijablu ¢ idu od tg0 = 0 do

tg 7 = 1. Dobijemo:
/1 2 2dt _/1 L+
o 3L+ Jo (2+2)°

1—t2

1+t2
1 [t 2442 1/t 2 1
== — dt+= | ———— = (I, + L,).
2/0 (12 4 2)2 +2/0 (12 4 2)2 p(ht k)

V2 bV2 V2

I, = — arctg —| = — arctg —.

2 V2 2 2

Zatim I, rjesavamo parcijalnom integracijom u = t, dv = m dt iz Cega je du = dt, a v = 2(15;——12) pa

0
je

—t
2(2 + 2)

[2:

1 1

1 1 -1 1
+—/ ———dt=—+ =1,
0 2 0

Zato je trazeni integral jednak:
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Drugi kolokvij — 28. lipnja 2023.

Zadatak 2.

a) (4 boda) Promatramo funkciju f : [0, +00) — R definiranu s f(z) = zarcsin #%5. Dokazite da
postoji njena primitivna funkcija koja je neprekidna u tocki 1.

b) (3 boda) Ispitajte konvergenciju nepravog integrala i, ako konverira, odredite mu vrijednost:

“+oo

fr2_1 L
E= Lea=T dx.

2

Rjesenge.

a) Kako je zadana funkcija f neprekidna na (0, +o0), prema teoremu s predavanja znamo da ima
primitivnu funkciju F(z) na tom otvorenom intervalu, tj. postoji funkcija F : (0, +00) — R takva
da je F'(z) = f(z). Definiramo F(0) tako da je lim, ,o+ F'(x) = F(0) pa je F(z) neprekidna na
[0, 400). Buduéi da je primitivna funkcija takoder derivabilna, slijedi da je i neprekidna.

Var-1

b) Uocavamo da integral funkcije Y=L nece konvergirati, pa é¢emo danu funkciju usporediti s integralom

te funkcije. Dakle, vrijedi

Va2—1 L
. [o2 1 L . e . 1
lim ¥*>—=es1 = lim —F=—— = lim e1 =1.
=400 T rx—+oo  Vxi—-1l z—+00

x

2

—””xl = 1, slijedi da je za dovoljno veliki z ¥2=1 > 1 &ji integral divergira pa po

Kako je lim, — >3,
o0 (/21

. .. . . .+
usporednom kriteriju divergira i f2

Konac¢no, po grani¢nom kriteriju slijedi da divergira i pocCetni integral.
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Drugi kolokvij — 28. lipnja 2023.

Zadatak 3. (3+3 bodova) Ispitajte konvergenciju redova

a)
i Vn2+2n+3

n=1 n2
b)
i n+5\ "
~\n+3
Rjesenge.
a) Usporedimo dani red s divergentnim redom Z%
VnZ2n+3 N /1+2/n+3/n?
lim "12 = lim +2 =1 = Red divergira.

b) Koristimo Cauchyev kriterij

9 1
n+5\" o m 2 _n_
n+3 N n+3 N

Red konvergira.

BROJ BODOVA

(1+ ) ] — e 2«1
n+3
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Drugi kolokvij — 28. lipnja 2023.

Zadatak 4.

a) (4 boda) Razvijte u Maclaurinov red funkciju

X

f(m):m

te odredite radijus konvergencije dobivenog reda.

b) (3 boda) Izra¢unajte sumu reda

3—n
Z n5n

n>1

Rjesenge.

a) Znamo da je

1 d 1 d .
(1_x)2:%1_x252x :an .z < 1,

pa imamo

n—1 _
x B x oz x B (=) n
(22 +2)2 4(% r1)2 ZZ” (_§> - Z on+1 ¥

gdje je % < 1, odnosno R = v/2.

b)

n>1 n>1 n>1 >1
1 1
= —3ln(1 - 5) = (-1 + —)
l—3
4 1
=—-3ln-+ -
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Drugi kolokvij — 28. lipnja 2023.

e Dozvoljeno je koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, te sluzbene formule koje ¢e student dobiti

zajedno s kolokvijem.
e RjeSenja ce biti objavljena na web-stranici kolegija.

e Rezultati ¢e biti objavljeni do ponedjeljka, 03. srpnja 2023. na web-stranici kolegija.

Zadatak 1. (5 bodova) Izracunajte:

/’O dx
_z 3 +sin’x’
Rjesenje. Primjenjujemo univerzalnu supstituciju: tg § = ¢, granice za varijablu ¢ idu od tg = = —1 do

tg 0 = 0. Dobijemo:
0 1 2 dt 0 1+t
412 ;= 2 2 2 dt
13+ e 14+¢ 1 (32 4+ 1)(t2 4 3)

0 0
11 111
—2 [ - dt+2 | = (L + 1
/A&Ml * /Aﬁ+3 y(h+ I2),

pri ¢emu smo u drugom koraku koristili rastav na parcijalne razlomke.

0 T

_1_3\/3'
0 7_(_\/5

18

1
I, = — arct \/§t
1 \/§ g
1 t

= — arctg —
NV

I
-1

Zato je trazeni integral jednak:

1 T
—([{+ 1) = ——.
2(1 2> 4\/§
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Drugi kolokvij — 28. lipnja 2023.

Zadatak 2.

a) (4 boda) Promatramo funkciju f : [0,4+00) — R definiranu s f(z) = zarcsin %ﬁ Dokazite da
postoji njena primitivna funkcija koja je neprekidna u tocki 1.

b) (3 boda) Ispitajte konvergenciju nepravog integrala i, ako konverira, odredite mu vrijednost:

+00 N
1

T

Rjesenge.

a) Kako je zadana funkcija f neprekidna na (0, +o0), prema teoremu s predavanja znamo da ima
primitivnu funkciju F(z) na tom otvorenom intervalu, tj. postoji funkcija F : (0, +00) — R takva
da je F'(z) = f(z). Definiramo F(0) tako da je lim, ,o+ F'(x) = F(0) pa je F(z) neprekidna na
[0, 400). Buduéi da je primitivna funkcija takoder derivabilna, slijedi da je i neprekidna.

b) Zadatak se moze rijesiti na viSe nacina, jedan nacin opisan je u prvoj grupi. Drugi nacin:

1
V2?42 o i 2y 1
lim —&— = lim Y& *t2ear1 = 1.
T—4-00 1 z—+oo T

Kako f1+oo 1 dz integral divergira. po grani¢nom kriteriju divergira i pocetni integral.
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Zadatak 3. (3+3 bodova) Ispitajte konvergenciju redova

a)
i vn2+3n+1

n=1 n2
b)
i n+8\ "
—~\n+5
Rjesenge.
a) Usporedimo dani red s divergentnim redom Z%
A /n2+3n+1 n \/ 1+3/n+1/n2
lim "12 = lim +2 =1 = Red divergira.

b) Koristimo Cauchyev kriterij

9 1
n+8\ " |" m 3\ "
n+5 N n+5 N

Red konvergira.

BROJ BODOVA

(1+ ) ] — el <«1
n+>
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Zadatak 4.

a) (4 boda) Razvijte u Maclaurinov red funkciju

X

f(m):m

te odredite radijus konvergencije dobivenog reda.

b) (3 boda) Izra¢unajte sumu reda

5—n
Z n?n

n>1

Rjesenge.

a) Znamo da je

1 d 1 d .
(1_x)2:%1_x:%2x :an .z < 1,

pa imamo

n—1 _
x B x oz x B (—=1)""In P
(z3+3)2 9(2_3 +1)2 o §Zn (_§> o Z 3n+1 v

gdje je g—g < 1, odnosno R = /3.

b)
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