2

Nizovi

Definicija. Niz je funkcija
a: N —R.

Oznake: (a,) ili {a,}

Zadatak 2.1 Napisite prvih nekoliko ¢lanova nizova zadanih opéim clanom:

(a) an :% (0) an = (—1)"  (c) an = 2n.

Zadatak 2.2 Odredite opce ¢lanove nizova:

(a) 1,3,5,7,9,...;
(b) 1,3,7,15,31,...;

(C>155171337

74747167167 647"

f S e _ . o 2 5 10 17 26 : _ n?+1
Rjesenje. (b) a, = 2" — 1; (c) Niz je zapravo 3,3, 3, 75» 337 - - - Pa je ap = 5=

A

Primjer 2.1 (Gaussova dosjetka) Sumu S, = 1+ 2 + ... 4+ n mozemo izracunati na
sljede¢i nacin. Zbrajanjem sljedeca dva retka

Sp= 1 4+ 2 + ... + (n—1)
Sp=mn 4+ (n—1) + ... + 2

dobijemo
25, =n+1)+n+1)+...+(n+1)+(n+1) =n(n+1),

J

Vv
n sumanada

. _ n(n+1)
odakle je S, = —5—.
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Primjer 2.2 (a) Aritmeticki niz s prvim ¢lanom a; i razlikom d je niz (a,) zadan
opé¢im ¢lanom:
an,=a;+ (n—1)d, neN.

Svojstva:

: an—i—l_an:d

Ap—1+an41
2

cSp=artag+ . a, =20 a; = §(ar + ay), jer je

Cap = , n > 2 (zbog Cega se i zove aritmeticki niz)

Sp=a+ (@ +d)+...+(a+n—1Dd)=n-a1 +(1+2+...+(n—1))

n—1)n n
:n-a1+% :§(a1+a1+(n—1)d)
n
= — “+ay).
9 (a1 )
(b) Geometrijski niz s prvim ¢lanom a; i kvocijentom ¢ # 1 je niz (a,) zadan opéim
¢lanom:
an, = ay -q"_l, n € N.
Svojstva:
LG g

COp = \/Up—1 " Qpy1, N2> 2 (zbog ¢ega se i zove geometrijski niz)
cSp=artagt .o ta, =>4 = a1% slijedi iz formule
a" =V =(a—b)(a" " H+a" P+ .. a0
(koja se lako provjeri) za a =11b=gq.

Zadatak 2.3 Izracunajte:

2 4 2\"
(a) 14+44+7+...+Bn+1) (b)1—5+%—...+(——)

() 14+4+9+...+n%
Rjesenje.
(¢) Primijetimo da je
(k+1)° -k =3k +3k+1
pa sumiranjem po k = 1,2,...,n dobijemo
(n+17°—-1=31+22+3"4+...+n*)+3(1+2+...+n) +n,
odakle je

n(n+1) _n(n+1)2n+1)
Ty = 6

1
1+22+32+...+n2:§((n+1)3—1—3
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Napomena. Sume mozete racunati i koristeéi WolframMathematicam™ (pogledajte takoder
i WolframAlphar™)

In[1]:
Out [1]

Sum([k~2, {k, 1, n}]
1/6 n (1 +n) (1 + 2 n)

Definicija. Niz (a,) je rastuéi ako vrijedi

ap < api1, Vn € N
Niz (a,) je strogo rastuéi ako vrijedi

ap < Api1, Vn € N.
Analogno definiramo padajuéi i strogo padajucéi niz.

Zadatak 2.4 Ispitajte monotonost sljede¢ih nizova:

Napomena. Nacrtajmo prvih 20 ¢lanova niza a,, = 37:2—1171 u WolframMathematicar:
In[1]:= niz = Table[(n"2 + 1)/(3 n"2 + n), {n, 1, 20}]
Out(1]= {1/2, 5/14, 1/3, 17/52, 13/40, 37/114, 25/77, 13/40, 41/126,
101/310, 61/187, 145/444, 17/52, 197/602, 113/345, 257/784,
145/442, 65/198, 181/551, 401/1220%}
In[2] := ListPlot[niz]
Out [2]=
0.334:—
0332
0.330:—
0.328:— L. -
- et |
f . 10 15 20
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Definicija. Niz (a,) je odozgo omeden ako postoji M € R takav da je
a, < M, Vn € N.
Niz (a,) je odozdo omeden ako postoji m € R takav da je

a, > m, Vn € N.

Zadatak 2.5 Ispitajte omedenost nizova

(a) a, = (b) a,=2".

Rjesenje. (b) Niz (a,) nije odozgo omeden. Matematickom indukcijom se moze pokazati
da je
2" >n, Vn € N.

(Drugi nacin da se pokaze gornja nejednakost je koristeéi binomni teorem:

(a+b)" = zn: (Z) a"ork

k=0
gdje je

n n! .

Za a = b =1 dobijemo
oM = (141)" = (n) > (n) = n.)
k 1
k=0

Iz Arhimedovog aksioma slijedi da za svaki M > 0 mozemo pronaci ng € N takav da je
ng > M pa je a,, = 2™ > ny > M, odakle vidimo da je niz neomeden.

Definicija. Niz (a,) konvergira k L € R ako
(Ve > 0)(3ng € N) takav da je |a, — L| <&, Yn > ny.

Moze se pokazati da je broj L € R jedinstven i zovemo ga limes niza (a,,) ze oznacavamo
S

lim a, ili lim a,.
n—-+o00 n—-+00o

U tom slucaju kazemo da niz (a,) konvergentan.
Zadatak 2.6 Neka je (a,) niz. Dokazite da je

lim a,=0 <= lim |a,|=0.

n—-+o0o n—-+00
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Rjesenje.

Neka je ¢ > 0. Tada postoji ng € N zakav da je |a, — 0| < €, za n > ny. Drugacije
zapisano,
||an| - O| = |an| = |Cln —O| <&, za n>ng.

Dakle, lim,, |, |a,| = 0.

Analogno.

Zadatak 2.7 Neka je (a,) niz takav da je lim a, = 0 i neka je ¢ € R. Po definiciji

n—-+00
dokazite da je i (¢ - a,) konvergentan niz i da je

nl—1>r-£loo(c ' CLn) =0

Rjesenje. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je ¢ # 0. Neka je € > 0.
Tada postoji ng € N takav da je

€
la,| < —, za n>ng
]
pa je
€
lc - an| = |c||an] < |C|ﬂ =&, za n > ny,
c
odakle slijedi tvrdnja.
Zadatak 2.8 Dokazite po definiciji da je
1
n—-+oo N

Rjesenje. Neka je € > 0. Tada po Arhimedovom aksiomu postoji ny € N takav da je

no\/g>1

(alternativno, uzmemo ng := L\/LEJ +1> \/LE) Zan > ng je

‘1 0| 1< 1 - 1
— - 0l==5< 5 <5 =c¢
n? R AN ENE

Napomena. Sli¢no kao u prethodnom zadatku se moze pokazati da je za p > 0

(Primijetite da je po definiciji npr. nv? = eﬁlnn_)

Napomena. Na predavanju je pokazano da za konvergentne nizove (a,) i (b,) i A\, u € R
vrijedi:
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- (Aay, + puby,) je konvergentan i

lim (Aa, + pb,) =X lim a, +p lim b,.

n—-+00 n—-+00 n—-+00

- (ay, - by) je konvergentan i

lim (a,-b,) = lim a,- lim b,.
n—-+00 n—-+o0o n—-—+00

- ako je limy,— 00 by # 0, onda je i (§) konvergentan i

. a, lim, ., a,
lim —=—+-—"7"—.
n—+oo b,  lim, . b,

Zadatak 2.9 Izracunajte limese:

5n —1 . 3mP—n+2 , (n—1)3
: 1 o e ] =y
(a) nl—l>r-il-loo 3ZL+22)3( ) 1>2 (b> n—1>I-I|-100 27%3 —4n2+1 ) (C) n—lgloo 2n3—(n+21)5
n -+ n°+n -+ +4+...4+2n n—
li li f)y 1 _—
@) s () s ey (D mn (n+1)4)
(@ lm 14+4494...+n2
g n—-+4oo n3 )

Napomena. U WolframMathematica™:
In[1]:= Limit[n - (n - 1)°5/(n + 1)74, n -> Infinity]
Out[21]= 9

Na predavanju je dokazan sljedeci

Teorem. (Teorem o sendvicu) Neka su (a,), (b,) i (¢,) nizovi takvi da postoji m € N
takav da je
a, < b, <c,, Yn>m.

Ako (a,) i (¢,) konvergiraju prema istom realnom broju L € R, onda jei (b,) konvergentan
s istim limesom L:

lim b, = L.
n—-—+o0o
|
Zadatak 2.10 Izracunajte
sinn (—1)"arctg \/n 5n?cosn + 8n

(a) lim (b) lim (¢) lim

n—+oo N n—-+o0o ’n,3 n—-—+o0o n3 + 1
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Rjesenje. (b) Dovoljno je dokazati da je

—1)"
lim ‘( ) argctgﬁ
n—-400 n

=0,

Sto slijedi po teoremu o sendvicu.

A
Zadatak 2.11 Neka je ¢ € (—1,1). Dokazite da je

lim ¢" =0.

n—-+o0o

Rjesenje. Ako je ¢ = 0, onda je ¢" = 0 pa tvrdnja vrijedi. Zbog Zad 2.6 je dovoljno
dokazati da je lim,, ., |¢"] = lim,, . |¢|™ = 0 pa mozemo pretpostaviti da je ¢ € (0, 1).
Tada je % > 1 pa je po binomnom teoremu

B =Gy

>0
odakle dobijemo

1
-— — 0, kadan — +oo.
n

Po teoremu o sendvicu je

lim ¢" =0.

n—-+o00o

Zadatak 2.12 Izracunajte:

Jm o (b) lim

@ tm 20

¢ im —————.
n—+oo 1 + 37 n—+o0 21 4 (=T)"
Zadatak 2.13 Izracunajte:

(%) lim( 2 4 8

on 1+ 5
-S4~ 4 (=1)"=) (b)) 1
n=>50 A AR )3n) b s 1+
(c) lim /2 2...V2.

..+ o

—_———

n Kkorijena
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Zadatak 2.14 Dokazite da je

(a) lim ¢Yn=1 (b) lim {a=1, Va>0.

n—-+00 n—-—+00

Rjesenje. (a) Zbog monotonosti funkcije 2 — /z na [0, +00) vrijedi
Un>V1=1, VYneN.

S druge strane, po binomnom teoremu dobijemo za n > 2 dobijemo

n= =i+ - =3 (1) @i 1y

k=0 >0

—1
21+(Z)(%—1)2:1+%(%—1)2
pa je
2
(CG{__ly < E
n
odakle je
V2
vn <1+ —.
Vn < 7
Dakle,

V2

1< Yn<1l+—-%=—1, kada n — 400
NG

pa je po teoremu o sendvicu

n

lim n = 1.
n—-4o0

(b) Pretpostavimo prvo da je a > 1. Neka je m € N takav da je m > a (koji postoji po
Arhimedovom aksiomu; jedan takav m je sigurno |a| + 1). Tada je

1< {a<n, Vn>m

pa tvrdnja u ovom slucaju slijedi iz teorema o sendvicu i (a). Ako pretpostavimo da je
a € (0,1), onda je b = % > 1 pa je po prvom slucaju primijenjenom na b > 1

lim a= lim L :%:1.

n—-4o00 n—+4o00 /}

Dakle,

lim {a=1, a>0, lim {/n=1.

n—-400 n—-4o0o
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Zadatak 2.15 Izracunajte

1 n n
(a) lim V2" +3"+4" (b) lim (10 + 3cosn)™ + 6

n—>+o0 n—+o0 (10 4+ 3 cosn)™ + 37

Rjesenje. (a) Za n > 1 vrijedi
4<Ym 430+ 4n < \"/3-4":4\”/5—>4, kada n — +oo

pa je po teoremu o sendvicu trazeni limes jednak 4.
(b) Primijetite da za n > 1 vrijedi
(10 4+ 3cosn)™ + 6™ 6™ 6"

= <1 <1+— —1, kad
~ (10+3cosn)" +3» — +(10+3008n)n— +7n—>, ada n — +oo

pa je po teoremu o sendvic¢u trazeni limes jednak 0.
Zadatak 2.16 Izracunajte
li ! + ! +...+ !
im et —
n—too |\/n24+1 Vn2+2 vnZ+n
Definicija. Niz (a,) tezi k +oco ako
(VM > 0)(3ng € N) takav da je a, > M,Vn > ng

i pisemo lim,, . a, = +00. Niz (a,) tezi k —oco ako
(VM > 0)(3ny € N) takav da je a, < —M,Vn > ng
i piSemo lim,, o, a, = —00.
Definicija. Definiramo R = R U {—oc0, +00}. Niz (a,) konvergira u R ako konvergira
u R ili tezi k —oo ili 400.
Zadatak 2.17 Dokazite da je za ¢ > 1

lim ¢" = +o0.
n—-+0o

Rjesenje. Za n > 1 po binomnom teoremu dobijemo

n

¢ =la- 0+ =3 (1)@= 1 2 Ll 1) > nla - 1)

k=0
Neka je M > 0 proizvoljan. Odaberimo ng > 1 takav da je
no(q—1) > M
Takav ng postoji po Arhimedovom aksiomu (ili konkretno mozemo uzeti nog = Lq_ﬂlj +1>

Tada je za n > ng
" >n(g—1)>ne(g—1) > M

pa je liIP q" = +o0.
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Limesi se ponekad racunaju koriste¢i rekurzivno zadane nizove.
Primjer 2.3 (Fibonaccijev niz) Fibonaccijev niz je niz (a,) zadan na sljededi naéin:

0,1:1
CL2:1

Ap = Qp_1+ Apn_9, zZan > 3.

Matematickom indukcijom se moze pokazati tzv. Binetova formula za n-ti ¢lan Fi-

bonaccijevog niza:
1+v5)  (1-V5
2 2 ’

. An41 1+ \/g
lim = ,

1
ap = —

V5

Iz Binetove formule slijedi

n—+oo @y, 2

pri cemu je 1+2—*/5 ~ 1.618 poznat kao omjer zlatnog reza.

Na predavanju je dokazan sljedeci

Teorem. Ako je niz (a,) rastuéi (padajuéi) i odozgo (odozdo) omeden, onda je konver-
gentan i
lim a, =sup{a,: n € N} ( lim a, =inf{a,: n € N}).

n—-4o0o n—-—+o0o

Primjer 2.4 Dokazimo na jos jedan nacin da je za g € (0, 1) lirf q" = 0.

Definirajmo a,, = ¢", n € N. Tada je
U1 = G Qp.
Primijetimo da je niz (a,) padajudi:
ps1 =q-ap < a,, Yn € N

1 odozdo omeden:
a, =q" >0, Vn e N

pa je i konvergentan po prethodnom teoremu. Oznac¢imo L = lir}rl a,. Tada iz
n—-+0oo

Upy1 = (q - Gp
u limesu dobijemo L = ¢L, odnosno

L(1—¢q)=0
——
>0

paje L =0.
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Zadatak 2.18 Izracunajte:

n

a lim —
( ) n=+oo n!’ n—+oo n—-+o0o @

Rjesenje. (a) Primijetimo da a, = %; zadovoljava

a
Api1 = .-
T T
Tada je za n > ng := |a] + 1 > a ispunjeno
a a

< <1,
n—+1 a—+1

p

a>1 (b) lim ﬁn,a>1 (¢) lim n—n,a>1,p>0(d)

.n?
lim —
n—-+00 ’n,'

odakle zaklju¢ujemo da je niz (a,) padajuéi pocevsi od ng-og clana. O¢cito je i odozdo

omedjen s 0 pa je konvergentan. Neka je L = lim a,. Tada iz

n—-+o0o

a
n+1

Qpy1 = ap

u limesu dobijemo L = 0- L = 0, odakle je L = 0.

(b) Niz a,, = 7 zadovoljava rekurzivnu relaciju

n+1
Api1 = Ay, .
a-n
Tada je
n—+1
g1 < G > <1
a-n
< n >
a—1

pa je niz (a,) padajuéi pocevsi od ¢lana s indeksom

1
a—1

Posto je a, = 7+ > 0, Vn € N, zakljucujemo da je niz odozdo omeden pa je i konvergentan.

Ozna¢imo L = lim a,. Tada iz rekurzivne relacije u limesu dobijemo

n—-4oo

L=—,
a
odakle je
La—1)=0
~——
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paje L =0.
(c) Neka je ng = |p] +1 > p. Tada je za n > ng
oot (ny

gdje je b= "¢/a > "Y1 =1 pa je po dijelu (b) ovog zadatka

n \ "o n\"
] — = ] —_— = ()"0 —

Po teoremu o sendvicu zakljucujemo da je

(d) Primijetimo da opéi ¢lan niza ¢iji limes trazimo mozemo zapisati kao

n? nPf 2"

nl 20l
produkt dva konvergentna niza s limesima 0 (po (a) i (c)) pa je i promatrani niz konver-
gentan s limesom 0 -0 = 0.

Napomena. Prethodni zadatak kaze da faktorijel raste brze od eksponencijalne funkcije
(lako se provjeri tvrdnja i za a < 1 (vidite Zadatak 2.58)) :

n

. a
lim — =0, a €R;
n—-+oo n!

eksponencijalna funkcija raste brze od potencije:

P

n
lim —=0,a>1, p>0;
n—-+oo q"
faktorijel raste brze od potencije:
np
lim —=0,a>1, p>0.
n—+o00 n!
Zadatak 2.19 Izracunajte limese:
nt+4 3" n? 4+ n!

(a> n—1>r-il-loo nd 4+ 4n (b> nl—1>I4I-100 (n — 1)! + 2n/!

n+4 (A \n+2 n 4 n,,2 2
(©) lim 2"t - (—4) @ lim 4"(n+1)* +5"n*(3n +1).
n—too 20 4 - (—4)" n—-+00 57(n + 1)*
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Zadatak 2.20 Niz (a,) je zadan rekurzivno s

az+1

€N.
7 "

ar =0, app1 =
Ispitajte konvergenciju niza (a,) i odredite mu limes (ako postoji).

Zadatak 2.21 Niz (a,) je zadan rekurzivno s

1 3
a; =3, Gpy1 = 5(% +—), neN
Ispitajte konvergenciju niza (a,) i odredite mu limes (ako postoji).
Napomena. U WolframMathematicar™:

In(1]:=a[1]:= 3
aln_]:= (a[ln - 1] + 3/aln - 11)/2
In[2] :=Table[N[a[n], 10], {n, 1, 10}]

Out [2]= {3.000000000, 2.000000000, 1.750000000, 1.732142857, 1.732050810,
1.732050808, 1.732050808, 1.732050808, 1.732050808, 1.732050808%}

Primijetite da je
In[3]:= N[Sqrt[3], 10]

Out [3]= 1.732050808

Zadatak 2.22 Ispitajte konvergenciju niza

an:\/2+ 24...+V2, neN

Vv
n korijena

i odredite mu limes (ako postoji).

Zadatak 2.23 Niz (a,) je zadan rekurzivno s

9 — 2a,,
a; = 1, npy1 = 7—2(Ln7 n € N.
Dokazite da je (a,) konvergentan i odredite mu limes.
Zadatak 2.24 Izracunajte limese:
n—+1
a) lim (Vvn?+4+n—n b) lim
() Jlim (v ) LU R |

(¢) lim (Vn*4+nd+n2+n+1-—n).

n—-4o0o
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Na predavanju ste pokazali da je niz

1 n
an:<1—|——)
n

rastucéi i odozgo omeden pa je i konvergentan. Oznac¢imo njegov limes s e. Dakle,

1 n
lim <1 + —) =e|
n—-+o0o n

Zadatak 2.25 Izracunajte limese:

, n \" , 2n + 1\"

Rjesenje.

(a)

(b)

" 2n 4+ 2\" " m 1 "
m = m
n1—>oo 2n +1 n1—>oo 2n +1

- 1 2n+1 % . 1 —% )
2n +1 2n + 1

Definicija. Niz (b,) je podniz niza (a,) ako postoji strogo rastuca funkcija

Il
]
=

Il
™

p:N—N
takva da je
b, = a,,, Yn € N.
Na predavanjima ste dokazali sljede¢e teoreme

Teorem. Ako je niz (a,) konvergentan s limesom L, onda je svaki njegov podniz takoder
konvergentan s istim limesom L.

Teorem. Svaki niz ima monoton podniz. [
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Korolar. Svaki omedeni niz ima konvergentni podniz. ]

Definicija. Gomiliste niza (a,) je element L € R takav da postoji podniz (a,,) niza
(ay) takav da je
lim a,, = L.

k—+o0
Primjer 2.5 a,, = (—1)" ima 2 gomilista: —1 i 1, jer je
ag—1 = (—1)* 1= -1
ag, = (—1)%* =1.
Primijetite da (a,) nije konvergentan.

Primjer 2.6 Promotrimo niz a,, = ¢", gdje je ¢ < —1. Pokazat ¢emo da niz (a,) nije
konvergentan tako da pronademo dva razlicita gomilista (primijetite da je |g| > 1 pa je
lim_g|" = +o0):

agk = ¢** = (|¢|*)" — +o0, kada k — +o0

agh—1 = ¢ = (|¢|))* ¢ — —oc0, kada k — 4o0.
~—

<0
Dakle,
ne postoji, ¢ < —1
Jmo=1 v L0
+00, q>1.

Napomena. Niz koji ima vise od jednog gomilista ne moze biti konvergentan.

Oznacimo skup svih gomilista niza (a,) s A. Primijetite da (a,) ima barem jedan
konvergentan podniz u R(!) pa je A # () i tada ima smisla

Definicija. Neka je (a,) niz i neka je A skup njegovih gomilista u R. Definiramo limes
superior i limes inferior niza (a,) s
limsupa, =supA i lim inf a,, = inf A.

n——+00 n—-+0o00

Zadatak 2.26 Izracunajte

1+ nmw 1 —_1)™)n
(a) limsup M (b) liminf (1 + (=1)")" + n cos (n7)
n——400 2n+1 n—-+00 2n+1
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Dokazan je i sljedeci

Teorem. Niz (a,) je konvergentan ako i samo ako je

lim inf a,, = lim sup a,,
n—-+0o00 n—-+o00

i tada je lim a, = liminfa, = limsup a,.

n—+o00 n—+o00 n—-+00
Zadatak 2.27 Neka je

T 3n+1 + (_2)n+1

ap, + (1 +a)sin (%) :

Odredite a € R tako da niz (a,) bude konvergentan.

Rjesenje. Odredimo gomilista niza (a,):

) ) 32k + (_2)2k
k1—1>5-noo @2k = kl—l>r—|I-100 _32k+1 + (—2)2k+1 + (1 + a) ' 0] Y
kEIJ{lOOCMk—l = kEIJ{lOO 3 (o) +(1+a)- (—1)] =—3—a
) ) '34k—3 + (_2)4k—3 4
kl_l)rilooa%—s = kl_lgloo 32y (o) +(1+a)- (1)} =3 +a

Da bi niz (a,) bio konvergentan, mora vrijediti

lim inf a,, = lim sup a,,
n—+00 R +00

pa skup gomilista mora biti jednoclan. Dakle, mora vrijediti

1 2 i,
—_ = —— — = — a
3- 3 “T37%

odakle zakljucujemo da je a = —1.

Za racunanje limesa je koristan sljedeci
Teorem. (Stolzov teorem) Neka su (a,) i (b,) nizovi takvi da je (b,) strogo rastudi i

neogranicen. Ako postoji
. Gpy1 — Gp
lim ———

n—oo bn—i—l - bn

)

a
tada postojii lim — i vrijedi
n—oo n

. a . Apt1 — Q
lim =2 =1 L L
n—oo bn n—oo bn+l —_ bn
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Zadatak 2.28 Izracunajte:

(@) lim 1+V24+V3+.. .+ ¢/n
n

n—-4oo

. n
(b) lim Ul

Rjesenje. (a) Stavimo a, = 1 +v2+ V3 + ...+ /n i b, = n. Vidimo da je (b,) strogo
rastudi i neogranicen pa je po Stolozovom teoremu trazeni limes jednak

n+1/n + 1

. a . apt1 — @ .
lim — = lim —/—" = lim ——— =1.
n—-+00 bn n—-+4o0o bn+1 — bn n—-+4o0o 1

(b) Primijetimo da je

Vnl

Po Stolzovom teoremu je

n Inl+In2+...+Inn ln%+ln%+...+lnﬁ
In =1Inn— = n.
n n

ln%+lng—|—...—l—ln%

lim =
n——+o0o n
i ™+ + . 42— (n%+h%+...+In2)
n—+oo 1

= lim nln(1+ l) =1
n

n—-+00
pa je trazeni limes jednak e! = e.

Zadatak 2.29 Neka je (a,) konvergentan niz takav da je a, > 0, ¥n € N. Dokazite da
je
lim &a;-ay---a, = lim a,.
n——+00 n—-+o0o

Rjesenje. Primijetite da je po Stolzovom teoremu

Ina; +...+1na,

lim In<a;-ay---a, = lim = lim Ina,

n—-+4o0o n——4oo n n——4oo

pa je zbog neprekidnosti funkcije In,

In im Wa;-ay---a, =In lim a,
)
n—-4oo n—-+4o0o

odakle slijedi tvrdnja.

Zadatak 2.30 Izracunajte
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Zadaci za vjezbu
2.31 Izracunajte:

() 3+8+13+184...+(5n+3) (b)

| W

|

.
5o

|

_l’_
/T\
31w
~_
3

() 1+8+27+...+n’

2.32 Dokazite da je niz s opéim ¢lanom

vni+1l—n
ay = ————
vn+3+2n

strogo padajudi.

2.33 Ispitajte monotonost sljede¢ih nizova

2 2
n—38 n“+2n+1
n = , n=>2, b) a, =
(8) a (1—n) - (b) 3n?+n
1 3n — 2 2+ a?
n — . d == 10, n - = I E N .
(c) a arctg (—m) n?+n+ 10 (@) o 1 2a, "
2.34 Ispitajte ogranicenost sljede¢ih nizova
n2 (_1)nn2 n3
n — b n — n —
(a) a n?+1 (b) o n+4 (c) a n+1
2.35 Izracunajte limese:
4n3 +n n?+2n
li b) i —
(a) n—1>r—|r-loo n*+1 (b) n—l>r-|I-100 (n n+95
1+24+34...4+2 1+44+7+...+(3n—2
() lim +2+3+...+2n (@ lim +4+7+...+(3n )‘
n—+oc0 n?+1 n—+00 n?4+1
2.36 Izracunajte limese:
)3
(a) lim (n-— (n—a) : u ovisnosti o parametru a € R
n—-+00 (n —+ 1)2
142" 1 1 1
b) i li 1+4-+=-+...+=).
()n—1>r-i1-1001—|—2+22—|—...—|—2n (©) nﬂ;( +3+9jL +3")
2.37 Izracunajte
nsinn

im ——.
n—+oo N 4+n + 1

2.38 Izracunajte limese:
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/4 341 —n2
(a) lim mrn —E n (b) lim (Vn2+n — V/n3 4 n?)
n—‘>+oo . n + o . n—-+o0o
(c) hr}rq (Vn2+n+1—+vni+n2+1).

2.39 Izracunajte limese:

2n(2n + 1 n 241 2 1)(3 2 !
(a) lim (2n% +1) 4+ 3"n(n* + 1) b)  lim (2n+1)(3n +2)(n+ 1)
n—+400 3"(2n3 + 1) n—+00 (4n + 3)37’L!
3n_|_n2009
(¢) lim >
n—+oo n! 4+ 2009

2.40 Izracunajte limese:

n?+1
a) lim ———— b)  lim 1+ 27+ 47 4 8n 4 327
(@) n—toon 4 2v/n3 + 1 (b) n—+oo

(c) lim (\/n—l— n++vn—+/n).

n—-+o0o

2.41 Izracunajte limese:

3n—1\"
y
(o) lm (3n+1)

5nd 4+ 1\ 2™
li .
(¢) lim (5n3 — 1)

n—-+00
2.42 Izracunajte limese:
lim 7 (b) lim Vn2" +1

n—-4oo

(a) lim =
V1 2 3 4 |nv/2]

(c) lim ——l———l——-i-ﬁ (d) nl_l)I}rloom

n—-+o00 n n? n3
(e) lirf V3 +cosn (f) liIP "3 4 4t

2.43 Izracunajte liminf a,, i limsup a,, za
n—+00 n——+o00

n
n = cos” b) a,=1
(a) a cos"nr (b) a +n+1 5

Koji nizovi su konvergentni?

2.44 Dokazite da za niz zadan rekurzivno s
3a, — 1
3 — a,

Ap41 = ,TLEN

i (271 4 ay — 271+ 1
rijedi a,, = )
v 2141 — (21— Day
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2.45 Dokazite da niz Fibonaccijevih brojeva (a,,) zadovoljava
a2 — ap 1 Apyp1 = (—1)"
2.46 Niz (a,) je zadan rekurzivno:

3a, — 1
2a,

CL1:2, Apy1 = s n,Zl

Dokazite da je (a,) konvergentan i odredite mu limes.

2.47 Niz (a,) je zadan rekurzivno:

1
=1, ap1 =2 — , m,> 1.
ay y An+1 @ + 2 n
Dokazite da je (a,) konvergentan i odredite mu limes.
2.48 Niz (a,) je zadan rekurzivno:
az +4
a; = 05, Apt+1 = n5 , n, Z 1.

Dokazite da je (a,) konvergentan i odredite mu limes.
2.49 Nadite rekurzivno zadan niz (a,) takav da mu je limes jednak /7.

2.50 Koristedi rekurzivno zadani niz dokazite da je
5TL

lim —— =0
nl—{go (n+1)!

lim \/5+\/5+...+\/3.

n—oo

2.51 Izracunajte

n korijena

2.52 Izracunajte

lim \/3-1/3---V3.

n—oo ,

Vv
n korijena

2.53 Je li niz

konvergentan?

2.54 Izracunajte

lim ginsin...sinl.
N 00 S e’
n puta
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2.55 Dokazite po definiciji da je za p > 0

2.56 Dokazite po definiciji da je
2.57 Dokazite da je

koristeéi teorem o sendvicu i binomni teorem.

2.58 Dokazite da je za a € R

2.59 Neka je (a,) rastuéi niz takav da je a; > 0. Ako je S, = a; +
je
as Ay,

...+ a,, dokazite da

i (2 4 B )L
n—otoo \ay Sy  Sp-S3 T Sh1-S, _al'

2.60 Neka je (a,) konvergentan niz. Dokazite
a+...+a,

n—-+o0o n n—-+00

m n .
n—-+00 n2+1 n?2+2 n%+n

2.61 Izracunajte

2.62 Odredite sve a € R takve da niz s opéim ¢lanom

an = /5 + (2a)=1"n
konvergira.

2.63 Dokazite da je za p > 1

P2 P 1
lim = .
n—-+oo nptl p+1

2.64 Dokazite da je

1\' 1\? 1\? 1\"
lim ¢/(1+= 1+= 1+=) - (1+=2) =e
nffoo\/<+1) (*2)(*3) (*n) ‘

2.65 Dokazite da niz s op¢im ¢lanom

1 1 1
ap,=1+=-+-+...+——Inn, neN
2 3 n

konvergira. Njegov limes ¢ se zove Euler-Mascheronijeva konstanta i ¢ = 0.5772156.
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