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Tema br. 2:
Polinomijalna metoda u kombinatorici
Aleksandar Bulj, 15.3.2024.

Prepoznavanje algebarske strukture u kombinatornom problemu vrlo je vazna strategija rjesavanja
problema buduéi da omogucava koristenje algebarskih rezultata u problemu koji naizgled nema
strukturu kojom mozemo baratati. Jedan od najvaznijih alata u tome je koristenje polinoma.

Glavnina rezultata preuzeta je iz knjige [Gut16|, a biljeske s kolegija koji je Larry Gutha
drzao na istu temu 2012. godine dostupne su na linku [Gut12].

1 Polinomi (u vise varijabli)

Definirajmo najprije osnovne pojmove koje ¢emo Kkoristiti.

U nastavku ¢emo sa [F oznacavati polje, sa [F, oznacavat ¢emo konacno polje sa p elemenata
i podrazumijevati da je p prost, tj. mozemo pretpostaviti da je F, bas skup {0,1,2,...,p—1}
uz zbrajanje i mnozenje modulo p. Poznati je rezultat da konacno polje sa p elemenata
postoji ako i samo ako je p potencija nekog prostog broja i veé¢ina rezultata koje ¢emo obraditi
jednostavno se generalizira na takva polja, ali kako se takvom generalizacijom ne dobiva nista
esencijalno novo, ne¢emo ulaziti u nepotrebna poopéenja.

Za proizvoljan skup S sa |S| oznacavat ¢emo broj elemenata skupa S.

Definicija 1. Neka je R prsten, neka sudy,...,d, € Ngixq,...,x, varigable. Izraz xfl coegdn

nazivamo monomom u n varijabli stupnja di +- - -+d,,. Konacnu linearnu kombinaciju mo-
noma sa koeficijentima iz R nazivamo polinomom u n varijabli nad prstenom R. Skup
svih polinoma uz prirodno definirano zbrajanje i mnoZenje cini prsten i oznacavamo ga Sa
Rlxy,...,x,]. Stupanj polinoma definira se kao najveéi stupanj monoma sa nenul koefici-
jentom.

Ukoliko pokusamo sazeto zapisati polinome u n varijabli, vidjet ¢emo da je pozeljno uvesti
sljede¢e oznake.

Definicija 2. Za x = (z1,...,2,) i @ = (aq,...,qy) € NI definiramo:

@ i=aatm 0 |ali=a 4+ ap.

Neka je F polje. Polinome u n varijabli stupnja manjeq ili jednakog d oznacavamo sa
Poly ,(F™) i mozemo zapisati kao:

P(zx) = Z Coat®.

lal
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Prirodno pitanje je kolika je uopée dimenzija vektorskog prostora Poly,(F"), tj. koliko
ima monoma stupnja najvise d. Odgovor je dan u sljedec¢oj lemi.

Lema 1. Dimenzija prostora Poly,(F™) jednaka je

n

dim(Poly,,(F")) = (d * ”)

Dokaz. Kao sto smo ve¢ spomenuli, zbog toga Sto se polinom definira kao konac¢na linearna
kombinacija monoma, dimenzija vektorskog prostora Poly,(F") jednaka je broju monoma
oblika :vclh - x% za koje vrijedi dy +- - - +d,, < d. Definiramo li: dy = d—(d;+...d,), problem
je ekvivalentan brojanju rjesenja jednadzbe dy + d; + --- + d,, = d, gdje su dy,...d,, € Ny.
Za brojanje rjeSenja koristimo poznati trik ”"kuglica i Stapi¢a”. Precizno, svakoj uredenoj
n + 1-torci (dp, . ..,d,) mozemo na jedinstven nac¢in pridruziti niz od d kuglica i n Stapica
rasporedenih na d 4+ n mjesta. Broj kuglica do prvog stapi¢a predstavlja dy, broj kuglica do
drugog stapic¢a d; itd. Ukupan broj rasporeda kuglica i Stapi¢a dobijemo tako da odredimo n
mjesta na koje ¢emo staviti Stapice, a na ostala mjesta stavimo kuglice. To mozemo napraviti
na ukupno (dzn) nacina i time je tvrdnja dokazana. O]

Sljedec¢a lema osnovni je alat koji ¢emo koristiti za trazenje polinoma malog stupnja koji
se ponistava na trazenom skupu u problemu.

Lema 2. Neka su S C F" i d € N takvi da je |S| < (dzn). Tada postoji nenul polinom
P € Poly,(F™) koji je jednak 0 na S.

Posljedicno, za svaki konacan skup S C F™ postoji nenul polinom P stupnja najvise n|S|%
koji se ponistava na S.

Dokaz. Dokazimo najprije prvi dio leme.

Oznacimo li tocke iz S sa sq,...,S,, problem odgovara trazenju koeficijenata ¢, € F u
polinomu P(z) = 37, <4 Car® tako da vrijedi: P(s1) = --- = P(sx) = 0. ZapiSemo li to kao
sustav jednadzbi s nepoznanicama c,, potrebno je odrediti rjesenje linearnog sustava oblika
Ac = 0sa k < (d:”) jednadzbi i (d:”) varijabli. Po teoremu o rangu i defektu (odnosno
Gaussovim eliminacijama) znamo da prostor rjeSenja takvog sustava Cini vektorski prostor
dimenzije barem jedan pa odabirom nekog nenul vektora dobivamo koeficijente ¢, i time
nenul polinom koji se ponistava na S.

Za drugu tvrdnju dovoljno je primijetiti da za d := Ln|S|%J, vrijedi:

<d+n> _(dtn) o d+D) (IS S
>

n n! n!

pa tvrdnja slijedi iz prvog dijela zadatka. O]

Pitanje ”geometrije” skupa nultocaka polinoma jedne varijable je nezanimljivo. Naime,
skup nultoc¢aka polinoma stupnja d jednak je uniji najvise d tocaka iz F. S druge strane, pitanje
7geometrije” skupa nultocaka polinoma u vise varijabli neusporedivo je kompleksnije. Na



primjer, ve¢ skup realnih nultocaka polinoma u 2 varijable stupnja 2 moze biti bilo koja konika.
Siroko podruéje matematike, algebarska geometrija, bavi se upravo pitanjem proucavanja
skupa nultocaka polinoma vise varijabli.

Kako smo vidjeli da su nultocke polinoma jedne varijable dobro klasificirane, povezimo
polinome u viSe varijabli sa polinomima jedne varijable.

Pocetna vazna opservacija je da svaki polinom iz R[zy,...,x,] mozemo shvatiti kao poli-
nom jedne varijable u proizvoljnoj varijabli, npr. x,, sa koeficijentima iz prstena R[xq, ..., Z,_1].
Na primjer, polinom P(x,y) = x3 — 32%y* + 22%y + 2y + = + y + 1 mozemo zapisati kao:
P(z,y) = 2* + (=3y*+2)z* + (y+ 1)z + (y + 1), shvatiti ga kao polinom u z sa koeficijentima
iz R[y] i zatim koristiti sve teoreme za polinome jedne varijable nad prstenom.

Napomena. Posebno vazna ideja u algebarskoj geometriji je ulaganje prstena R[y] u
polje racionalnih funkcija u varijabli y jer tada mozemo koristiti i sve rezultate za polinome
kod koji je vazno da su definirani nad poljem (kao npr. algoritam za dijeljenje polinoma), ali
navedeno izlazi van plana ovog kratkog predavanja i zainteresiranog cCitatelja upuc¢ujemo na
klasiénu literaturu iz algebarske geometrije.

Preformulirajmo spomenutu tvrdnju o nultockama polinoma u oblik koji ¢emo koristiti u
ovom predavanju.

Lema 3. Ako polinom P € Flx] stupnja < d i$¢ezava u d + 1 tocaka, tada je P nulpolinom.

Dokaz. 1z jednostavne opservacije z* — a* = (z — a) Z?;& 2ia*177 dlijedi P(z) — P(a) =
(x — a)Q(x), gdje je @ € F[z]. Dakle, ako je a nultocka od P, tada z — a|P(x). Kada bi

P imao d + 1 razlicitih nulto¢aka, on bi morao biti djeljiv polinomom Q(x) = Hjié (x — aj)

stupnja d + 1, sto je zbog jednakosti stupnjeva mogucée samo ako je P = ) - 0 i tvrdnja
slijedi. O]

Sljedeca lema jednostavna je posljedica prethodne, ali bit ¢e koristena puno puta pa je
posebno izdvajamo.

Lema 4. Ako polinom P € Poly, (F") iscezava u d+ 1 tocki pravca l tada P i$cezava u svakoj
tocki tog pravca.

Dokaz. Neka je pravac [ parametarski zadan s v(t) = at + b za neke a,b € F" i neka je
Q(t) := P(at + b). Zbog toga sto je P polinom u n varijabli stupnja najvise d, uvrstavanjem
izraza slijedi da je () polinom jedne varijable stupnja najvise d koji se ponistava u d+ 1 tocaka
od F. Tada je Q = 0, odnosno P = 0 na |. n

Induktivno dobivamo sljedeéi rezultat o nultockama polinoma n varijabli.

Lema 5. Neka je P € Flzy,...,x,] stupnja najvise d; u varijabli z;, za sve i = 1,2,...,n.
Ako su skupovi Ay, ..., A, CTF takvi da je |A;| > d;+ 1 i P isc¢ezava na skupu Ay X --- X A,,
tada je P = 0.

FEkvivalentno, za netrivijalni polinom P € Flxy, ..., x,] stupnja najvise d; u varijabli z;, za
svei=1,2,...,n i proizvoljne skupove A; C F koji zadovoljavaju |A;| > d;+1,1=1,2,...,n
vrijedi da postoji tocka (aq, ..., a,) € Ay X --- X A, takva da je P(ay,...,a,) # 0.



Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n. U slucaju n = 1 tvrdnja slijedi iz prethodne leme
pa uzmimo n € N proizvoljan i pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve polinome sa manje

od n varijabli. Neka su a; € A;, ¢ = 1,2,...,n — 1 proizvoljni, ali fiksni. ZapiSemo li poli-
nom P u obliku P(zy,...,2,) = Qq, (21, ... Tn_1)x% + ... Qo(x1,..., 7, 1), tada je polinom
Poy..an 1 (z) = P(ay,...,an_1,x,) polinom jedne varijable stupnja d,, koji se ponistava u
d, +1 tocaka pa je nulpolinom po prethodnoj lemi. To znaci da je Q;(ay, ..., a,—1) = 0 za sve
j=1,...,d,. Kako su a;-jevi bili proizvoljni elementi od A;, slijedi da se svaki od polinoma
Q;, koji ima n — 1 varijabli poniStava na A; x --- x A,_; pa po pretpostavci indukcije slijedi
daje @; =0zasve j=1,...,d,, aodatle slijedi i da je P = 0. [

Prirodno pitanje koje se postavlja je mozemo li za neki manji skup i za neki netrivijalan
polinom tvrditi da ne moze biti jednak 0 na cijelom skupu. Odgovor je potvrdan u slucaju
da znamo nesto o obliku polinoma P i o tome govori sljedec¢i netrivijalan rezultat preuzet iz
[Alo99], a kratki dokaz koji navodimo preuzet je iz [Micl0].

Teorem 6 (”Combinatorial nullstellensatz”). Neka su dy,...,d, € Ng, d:=dy +---+d, i
neka je P € Poly,(F") takav da je koeficijent uz x5 - - - 2% razlicit od 0.

Ako su Ay, ..., A, CF proizvoljni skupovi takvi da je |A;| > d; +1 za svei=1,2,...,n,
tada postoji tocka (ay,...,a,) € Ay X -+ X A, takva je P(ay,...,a,) # 0.

Napomena. Primjer slu¢aja u kojem prethodni rezultat daje znacajno jacu ocjenu je
sljede¢i. Polinom oblika P(x,y) = az* + by* + z*y* je stupnja 4 po obje varijable pa da bismo
dokazali da postoji tocka (zg, o) € R? za koju je P(xg,yo) # 0, koriste¢i lemu |5 mozemo je
naci u proizvoljnom produktu skupova od 5 elemenata. Medutim, koriste¢i prethodni teorem,
zbog toga $to je koeficijent u z%y? razlicit od 0, vidimo da tocku u kojoj se polinom ne
ponistava mozemo naci i na produktu skupova s 3 elementa. Medutim, vazno je primijetiti da
je stupanj monoma uz koji promatramo nenul koeficijent mora biti jednak stupnju polinoma.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po d. U slucaju d = 0, tvrdnja je ocita jer uvjet implicira
da je P jednak konstanti razli¢itoj od 0.

Neka je sad d > 1 proizvoljan. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve polinome stupnja
manjeg ili jednakog d — 1 i dokazimo da vrijedi za d. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
polinom P stupnja d koji ima nenul koeficijent uz monom xfl .- a% stupnja didaje P(x) =0
za sve x € Ay X .-+ x A,. Odaberimo proizvoljan a € A;. Shvatimo li P kao polinom u
x1 sa koeficijentima iz prstena Flzs, ... x,], tada po algoritmu za dijeljenje polinoma (koji
mozemo provesti i nad prstenom kad je vodedi koeficijent u polinomu kojim dijelimo jednak
1) postoje polinomi @, R € Flxy,...,z,]| takvi da je P = (x; — a)Q + R, za koje vrijedi
deg, (Q)=d—1=(dy —1)+dy +---+d, ideg, (R) =0, tj. polinom R ne ovisi o z;. Po
uvjetu zadatka i algoritmu za dijeljenje polinoma slijedi da je koeficijent uz x‘flflxgb cooade
polinomu @) razli¢it od 0. Nadalje, za svaki z € A; x --- x A, zbog toga $to s§to R ne ovisi o
x1, vrijedi:

R(z) = R(a,xs,...,x,) = P(a,za,...,2,) — (a — a)Q(a,xs,...,x,) =0



pa posebno za x € (A1 \ {a}) X Ay x ... A, vrijedi
(1 —a)Q(z) = P(x) — R(z) = 0.

Zbog toga §to je 1 # a na navedenom skupu, slijedi Q(z) = 0 na (A1 \ {a}) x Ay x -+ x A,.
Medutim, to je kontradikcija sa pretpostavkom indukcije primijenjenom na polinom ). [

2 Primjene u kombinatorici

Jos jednom napominjemo da sa I, oznacavamo konac¢no polje sa p elemenata i implicitno
pretpostavljamo da je p prost.

2.1 Problem sumseta
Neka je (G, +) proizvoljna abelova grupa i neka su A, B C G proizvoljni. Definirajmo
A+B:={a+b:a€ A bec B}.

Skupovi oblika S = A; + -+ + A, nazivaju se sumseti. Prirodno pitanje je koliko velik (ili
mali) moze biti skup A + B u ovisnosti o tome §to je grupa G. U slucaju kad je G = R,
odgovor je elementaran i iskazan je u sljedec¢oj lemi.

Lema 7. Neka su A, B C R. Tada vrijedi:
[Al+|B| =1 < |A+ B < |A][B]
1 jednakost u obje nejednakosti se moze postici.

Dokaz. Dokazimo najprije gornju ocjenu. Zbog toga sto postoji tocno |A||B| odabira parova
(a,b) takvih da je a € Aib € B, slijedi da je |A + B| < |A||B] i jednakost se moze postiéi
odabirom A = {0,1,2,...,m — 1}, 1 B = {0,m,2m,...(n — 1)m} jer je tada A+ B =
{0,1,...,mn — 1}.

Za donju ocjenu primijetimo sljedec¢e. Oznacimo li sa a; < --- < a,, elemente skupa A i
sa by < --- < b, elemente skupa B, tada iz uredaja na brojevima slijedi:

a1+b1<a2—i—b1<~~<am—|—b1<am+b2<am+b3<~~<am+bn.

Time smo dobili barem m+n—1 razli¢itih brojeva u skupu A+ B pa je |A+ B| > |A|+|B|—1.
Jednakost se moze posti¢i odabirom A = {0,1,2,...,m—1}i B ={0,1,...,n—1} jer je tad
A+B={0,1,...m+n—2}. ]

Ako su sada A, B C F,, sto sad mozemo reci o veli¢ini skupa A + B? Kako F, ima p
elemenata, tada je |[A 4+ B| < p, a istim argumentom kao i ranije slijedi |A + B| < |A||B|
pa zakljuéujemo da vrijedi |A + B| < min(p,|A||B|) pa pitanje gornje ocjene nije posebno
zanimljivo. Medutim, za donju ocjenu argument uredaja vise nije dobar budu¢i da zbrajanje
modulo p ne ¢uva uredaj i ta ocjena postaje puno teza. Zanimljivo je da je ipak analogna
tvrdnja, uz modifikaciju zbog ogranic¢enosti veli¢ine svakog skupa s p, i dalje istinita.

5



Teorem 8 (Cauchy - Davenport). Neka su A, B C F, proizvoljni. Tada vrijedi:
A+ B| = min(|A| + |B] - 1,p).

Dokaz. Slucaj |A| + |B| > p + 1 slijedi iz Dirichletovog principa i ostavljamo ga za zadaéu.

Dokazujemo sada da u slucaju |A|+|B| < p vrijedi |A+ B| > |A|+|B|—1. Pretpostavimo
da tvrdnja ne vrijedi, tj. da je postoje A, B takvi da je |[A+ B| < |A| + |B| — 2. Neka je
C' D A+ B proizvoljan, takav da je |C| = |A| + |B| — 2 i promotrimo polinom:

P(z,y) = H(x +y—c).

ceC

Zbog toga §to za svaki x € Aiy € B postoji c € A+ B C C takav da je ¢ = x + vy, slijedi
da se P ponistava na A x B. Nadalje, stupanj polinoma je jednak |A| + |B] —2 < p — 2 pa
promotrimo koeficijent uz z!4=1y!BI=1 u polinomu P. Zbog toga §to mora biti maksimalnog
stupnja, iz svake zagrade moramo uzeti x ili y pa je koeficijent jednak (‘A‘lzrf'fz). Zbog toga
sto je |A| + |B| —2 < p, taj binomni koeficijent nije djeljiv s p pa je razlicit od 0 u F,.
Medutim, time smo dobili kontradikciju sa teoremom [6] po kojem bi trebala postojati tocka
(a,b) € Ax B zakoju je P(a,b) # 0. Dakle, pretpostavka je bila pogresna pa tvrdnja teorema

vrijedi. O]
Sljedece pitanje slicnog tipa je sto mozemo reci o veli¢ini sumseta ukoliko uvedemo neku

restrikciju na elemente koje biramo. Uvedimo novu oznaku radi krac¢eg zapisa.
Neka je (G, +) abelova grupa s obzirom na zbrajanje i neka su A, B C G. Definirajmo

A+B:={a+b:a€ Abe B,a #b}

i takav skup nazivamo restringirani sumset.
Pitamo se opet koliko velik moze biti skup A+B. U slucaju kad je G = R, sli¢nim
argumentom kao i bez restrikcije dobivamo ocjenu:

Al +|B| =3 < |[A+B| < |A]|B],

a dokaz ostavljamo za zadacu.

Analogno pitanje u polju F, naziva se Erdos - Heilbronnova hipoteza koja je postavljena
1964. godine, a tek 1994. su je rijesili Dias da Silva i Hamidoune. Zbog toga sto je 30 godina
bila nerijesena, i dalje se naziva Erdos -Heilbronnova hipoteza iako je to danas teorem ¢iji
dokaz navodimo u nastavku.

Teorem 9 (Erdés -Heilbronnova "hipoteza”). Za A C F, vrijedi
|A+A] > min(2| 4| — 3, p).

Dokaz. Slucaj p = 2 je trivijalan pa pretpostavimo bez smanjenja opcenitosti da je p > 2.
Slucaj kad je 2| A| —3 > p slijedi sli¢no kao i Cauchy - Davenportov teorem iz Dirichletovog
teorema pa ga ostavljamo za zadacu.



Dokazimo sada tvrdnju u slucéaju 2|A| < p + 2. Pretpostavimo da tvrdnja ne vrijedi, tj.
da postoji A C T, takav da je |A+A| < 2|A| — 4. Neka je C' D A+A proizvoljan takav da je
|C| = 2|A| — 4 i promotrimo polinom:

Px,y)=(x—y) [Je+y—o).

ceC

Zbog toga §to za sve z,y € A takve da je x # y postoji c € A+A C C takavdajex+y=-ci
zbog toga $to je P(z,z) = 0, slijedi da se polinom P ponistava na A X A. Stupanj polinoma
jednak je 2|A| — 3 pa promotrimo koeficijent uz z41=1441=2 Navedenu potenciju mozemo
dobiti na nacin da iz prve zagrade "uzmemo” x, a iz produkta |A| — 2 z-eva i |A] — 2 y-a ili
tako da iz prve zagrade "uzmemo” —y, a iz produkta |A| — 1 z-eva i |A| — 3 y-a pa je jednak:

2|A|l —4 20A] =4\ [|A] -3 ] 2|A| — 4
Al -2 [A[=3 ) \JA| -1 Al =3 )
sto zbog 2| A| — 4 < p nije djeljivo s p pa je razli¢ito od 0 u F,. Medutim, time opet dobivamo

kontradikciju sa teoremom @ buduéi da on povlaé¢i da postoji tocka (a,b) € A x A takva da
je P(a,b) # 0. O]

2.2 Nikodymov i Kakeyain skup nad kona¢nim poljima

U ovom odjeljku dokazat ¢emo dva srodna rezultata koji su diskretni analogoni dvaju poznatih
i vaznih otvorenih problema u R".

2.2.1 Kakeya skup

U R"™ Kakeya skup je skup koji sadrzi jedini¢nu duzinu u svakom smjeru. Jedan Kakeya skup
u R? ocito je krug promjera 1. Pitanje je postoje li skupovi manje mjere koji zadovoljavaju
isto svojstvo. Besicovitch je 1917. dokazao vrlo neintuitivan rezultat - za proizvoljan £ > 0
postoji Kakeya skup mjere manje od . Medutim, modifikacijom Besicovitcheve konstrukcije
moze se pokazati da postoje Kakeya skupovi mjere 0!

Definiramo li preciznije "mjeru” popunjavanja prostora u koju nec¢emo ulaziti u ovom
predavanju, pitanje je je li Kakeya skup u R" Hausdorffove dimenzije n. Odgovor na to
pitanje poznat je samo u dimenziji n = 2, dok je za n > 3 to vazna otvorena slutnja. Iako
na prvi pogled nije ocito kako, pitanja o velicinama Kakeya skupova usko su povezana sa
mnogim problemima u Harmonijskoj analizi i vrlo su aktivno podrucje istrazivanja. Zbog
toga su postavljena pitanja koja se zovu "toy problemi” u kojima pokuSavaju rijesiti slican ili
analogan problem u nekim jednostavnijim modelima. Primjer toga je ocjena velicine Kakeya
skupova u vektorskom prostoru F} umjesto R". Uvedimo definiciju.

Definicija 3. Skup K C F) naziva se Kakeya skup ako sadrzi pravac u svakom smjeru, tj.
za proizvoljan a € T} postoji b € F) takav da je pravac | = {at +b:t € F} sadrian u K.



Jedan ocit Kakeya skup je K = F}, ali pitanje je postoji li manji Kakeya skup i mora
li uvijek sadrzavati neki pozitivan udio svih tocaka. Navedeni problem smatrao se jednako
teskim kao i u R" i sljedeci teorem kojeg je dokazao Dvir 2009. koriste¢i polinomijalnu metodu
predstavljao je veliko iznenadenje u matematici.

Teorem 10 (Finite field Kakeya). Svaki Kakeya skup u ¥} sadrzi barem c,p" elemenata.
Mozemo uzeti ¢, = (10n)~".

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji K C F) Kakeya skup takav da je K| <
(10n)~"p". Tada po lemi [1| postoji nenul polinom P stupnja d, gdje je d < n]K]% =& <p.
Ako je P(x) = }|,<qCax® raspis polinoma P, definirajmo Py(z) = 3, _4car® 1 Q =
P — P;, tj. P; homogeni polinom maksimalnog stupnja u raspisu od P, () suma monoma
manjeg stupnja. Neka je a € Iy \ {0} proizvoljan. Odaberimo b € F} takav da je pravac
[l = {at+0b:t € F} sadrzan u K. Polinom R(t) := P(at + b) stupnja je d < p i is¢ezava
u svakoj tocki t € F pa je identicki jednak 0. Medutim, koeficijent uz ¢t u polinomu R
iznosi: 7, _4Ca@” = Pi(a). Prema tome, za svaki a € Fy \ {0} vrijedi Py(a) = 0, ali kako
je P; homogen polinom stupnja d > 1, vrijedi i Py(0) = 0 pa zaklju¢ujemo da P, isCezava
u svim tockama od F}, a odatle koristeci lemu [5] slijedi da je Py = 0, sto je kontradikcija s
pretpostavkom da je P nenul polinom. O

2.2.2 Nikodymov skup

Za skup N C [0,1]? kazemo da je Nykodimov ukoliko za svaku tocku x € [0, 1]? postoji pravac
[ kroz tocku z takav da je [\ {z} C N. Trivijalni primjer Nikodymovog skupa je cijeli kvadrat
[0,1]?, ali opet je pitanje moze li takav skup biti manji. Opet je rezultat pomalo neocekivan
- postoji Nikodymov skup mjere 0!

Promotrimo sada varijantu Nikodymovog skupa nad konacnim poljima.

Definicija 4. Za skup N C ) kazemo da je Nikodymov ako za svaki x € F) postoji pravac
[(z) kogi sadrzi x takav da je I\ {x} C N.

Pitanje je slicno kao kod Kakeya skupa - koliko mali moze biti Nikodymov skup.

Teorem 11 (Finite field Nikodym). Svaki Nikodymov skup u Iy sadrzi barem c,p™ elemenata.
Mozemo uzeti ¢, = (10n)~".

Dokaz. Pretpostavimo da postoji skup N koji zadovoljava |N| < (10n)~"p™. Tada po lemi
postoji nenul polinom P stupnja najvise deg P < n|N|% = {5 < p— 1 koji se ponistava na N.
Po uvjetu zadatka vrijedi da za proizvoljnu tocku z € ) postoji pravac [ = {r+yt,t €F,},
za neki y € F)) na kojem se P ponistava u barem p — 1 tocaka ¢t =1,2,...,p—1 (tu je vazno
da je p prost da bi tocke = + yt bile razlicite za razlicite t-ove). Kako je deg P < p — 1, tada
je po lemi [4] polinom P je jednak 0 na cijelom pravcu, pa posebno i u tocki z. Medutim to
znaci da se P ponistava u svim tockama od Fy, sto po lemi |5 povlaci da je P = 0 ¢ime smo
dobili kontradikeciju. O



2.3 Berlekamp - Welchov teorem

Teorija kodiranja matematicko je podrucje koje se bavi pitanjima prijenosa podataka uz
odredene zahtjeve zbog kojih taj problem postaje netrivijalan. Razli¢iti zahtjevi su, na pri-
mjer, kompresija podataka, ¢uvanje tajnosti podataka ili otpornost na greske. U ovom po-
glavlju pokazat ¢emo primjenu polinomijalne tehnike na efikasno rjesenje problema otpornosti
na velik broj pogresaka.

Prilikom kopiranja ili slanja podataka dogadaju se fizicke pogreske zbog kojih se promijeni
odreden broj bitova. Pretpostavimo da nekome zZelimo poslati n brojeva nekim Sumovitim
kanalom, ali mozemo biti sigurni samo da ¢e 51% poslanih brojeva biti toc¢no i primljeno.
Dodatno, primatelj ne zna koji su toc¢ni, a koji krivi brojevi. Je li uopée moguce ostvariti
komunikaciju navedenim kanalom tako da se poslana poruka sigurno moze i desifrirati? Na-
dalje, ocito je potrebno poslati vise od n brojeva primatelju, ali koliko vise? Mozemo li to
napraviti sa O(n) brojeva ili je potrebno slati znacajno vise? Konaé¢no, postoji li algoritam
kojim primatelj moze desifrirati podatke u polinomijalnom vremenu?

Vrlo zadovoljavajué¢ odgovor na gornji problem daje klasa kodiranja, takozvani Reed -
Solomonovo kodiranje, koji se koriste u zapisu na CD-e i DVD-e i daju rjesenje prethodnog
problema u kojem se Salje O(n) brojeva, uz algoritam za dekodiranje sloZenosti najvise O(n?).

Ideja algoritma je slati informacije ukodirane u koeficijente polinoma. Neka je IF, konacno
polje i neka je @) € F,[z] polinom takav da je deg@ < dp za neki § > 0 (npr. za nase
prvo pitanje mozemo uzeti 6 = %) U polinom @ ukodiramo podatke tako da je svaki
njegov koeficijent jedan broj iz F, koji zelimo poslati primatelju, a poruka koju Saljemo je
niz (Q(1),...,Q(p)). Primatelj umjesto niza vrijednosti (Q(1),...,Q(p)), dobije vrijednosti
(F(1),...,F(p)) i pitanje je moze li iz F' ”degifrirati” $to je bio polinom Q.

Osnovna opservacija je sljede¢a. Ako znamo da imamo barem (%—1—5 )p ispravnih vrijednosti,
moguce je jedinstveno desifrirati poruku.

Lema 12. Postoji najvise jedan polinom @ stupnja najvise op takav da je Q(x) = F(x) za
barem (3 + &)p vrijednosti iz I,

Dokaz. Pretpostavimo da postoje dva takva polinoma, Q;, ¢ = 1,2 takva da je Q;(x) = F(x)
na A; C F,, |A;] > (% + 0)p. Tada je )y — Q2 polinom stupnja najvise dp koji se ponistava
na skupu A; N Ay veli¢ine barem |A; N Ag| > |A1| + |Aa] — |[A1 U Ay| > |Ay] + |As| — p > 26p.
Lema [4] implicira da je @Q; — Q2 = 0 i time je tvrdnja dokazana. ]

Dakle, znamo da postoji najvise jedan takav polinom, ali pitanje je kako otkriti koji
je to polinom. Promotrimo slozenost jednog naivnog pokusaja trazenja takvog polinoma.
Prodemo po svim podksupovima I C [, velicine barem (% + 0)p, interpolacijom provucemo
kroz njih polinom koji se podudara sa F' na [ i onda iskoristimo dokazanu tvrdnju da postoji
najvise jedan takav skup na kojem dani polinom ima stupanj manji od dp. Medutim, takvih

podskupova ima (2 f p)’ odakle koristenjem Stirlingove aproksimacije dobijemo
B P
2
p —1,010)
~ CO<5)p zet p7 p — 00,
((% + 5)2?)



gdje je Co(6) = (27 (3 — §2))7z i Cy(0) = —(3 —0)log(5 — 0) — (5 + 0) log(5 + &) > 0, sto je
uz slozenost interpolacije polinomom eksponencijalna slozenost.
Prema tome, trebamo pametniji algoritam za dekodiranje. To je sadrzaj sljedeceg teorema.

Teorem 13 (Berlekamp - Welch). Neka je § € (0,1), neka je P(x) polinom u Fylz]| stupnja
mangeg od 0p i neka je F : F, — F,, funkcija takva da je F(x) = P(x) za za barem (1 + &)p
vrigednostt x € F,. Tada postoji algoritam kogi u polinomijalnom vremenu moze rekonstruirat
Pz F.

Dokaz. Grafom od F nazivamo skup {(z,y) € F> : y = F(x)} i cilj nam je otkriti algebar-
sku strukturu grafa od F. PokuSajmo naci polinom malog stupnja u dvije varijable koji se
ponistava na grafu od F. Neka je W (d) vektorski prostor polinoma oblika

R(z,y) = Ro(x) + Ri(x)y, Ro, Ry € Poly,(F).

Dimenzija tog vektorskog prostora je 2d 4+ 2 (zasto?). Graf od F' ima ukupno p elemenata
pa ¢m je 2d + 2 > p, postoji polinom iz W (d) koji se ponistava na F. Posebno, stupanj
takvog polinoma je manji od £ i nalazenje takvog polinoma je rjesavanje linearnog sustava pa
ga mozemo nadi u slozenosti najvise O(p?®) ve¢ Gaussovim eliminacijama. Oznac¢imo dobiveni
polinom sa R(z,y). Kako se R ponistava na grafu od F i graf od F' se podudara sa grafom
od P u barem (3 + 8)p to¢aka, to znaci da se polinom Q(z) = R(z, P(x)) ponistava u barem
(% + 0)p vrijednosti x. Medutim, kako je deg@ < d + deg P < (% + 0)p, po lemi {4 slijedi da
je @ =0, tj. zakljucujemo da za svaki z € F, vrijedi R(z, P(z)) = 0.

Iz oblika polinoma R slijedi: Ry(z) + P(z)Ri(xz) = 0 pa je P = —Ry/R;, $to mozemo
izracunati klasicnim algoritmom za dijeljenje polinoma u najvise O(p®) koraka ¢ak i bez
ubrzanja mnozenja polinoma. O]

2.4 ”Problem sa zglobovima”

Nastavljamo sa jos jednim teskim problemom postavljenim u 1990-ih. Zapo¢nimo definicijom
zgloba.

Neka je £ skup pravaca u R?. Tocku x € R? nazivamo zglob ako se u njoj sijeku 3
nekomplanarna pravca iz L.

Opet se pitamo koliko moze velik biti skup zglobova. On oc¢ito moze biti jednak nuli ako
se pravci ne sijeku pa je zanimljivo samo pitanje koliko najvise moze biti zglobova za dani
skup koji sadrzi L pravaca. Kako se zglob mora nalaziti na presjeku barem 2 pravca, takvih
presjeka ima najvise (g), oc¢ito ne moze postojati vise od (g) zglobova, ali pitanje je mozemo
li postié¢i i taj broj.

Promotrimo prvi primjer - kocku {0,1,...,n — 1}3 i skup pravaca iz cjelobrojne mreze
od Z3 koji prolaze kroz tu kocku. Svaki od tih pravaca sijece neku koordinatnu ravninu u
nekoj od n? cjelobrojnih to¢aka na stranici pa imamo ukupno L := 3n? pravaca koji odreduju
ukupno n? = (%)% zglobova.

Pokusajmo naéi primjer sa vise zglobova. Promotrimo n ravnina u opéem polozaju (Sto
to znaci i zaSto to mozemo nadi za svaki n?). Svake dvije ravnine odreduju pravac pa je
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odredeno ukupno L := (Z) pravaca. Nadalje, presjek svake 3 ravnine postojii time je odredeno

(5) =L-25*% > L(*/TEL — 1) totaka. Time smo dobili opet O(L3) totaka, uz malo bolju
konstantu.
Dakle, postavlja se pitanje postoji li bolja ograda od O(L?) ili su nam samo primjeri losi.

Odgovor je dan u sljede¢em toeremu.
Teorem 14. Proizvoljnih L pravaca v R3 odreduje najvise 10L3 zglobova.

Dokaz. Pokusajmo vidjeti sto mozemo zakljuciti trazenjem polinoma malog stupnja koji se
ponistava na skupu zglobova. To je sadrzaj sljedec¢e leme.

Lema 15. Ako nekih L pravaca odreduje J zglobova, postoji pravac koji sadrzi najvise 3.J3
zglobova.

Dokaz. Po lemi [1| postoji nenul polinom stupnja najvise 3.J 5 koji se ponistava na svim zglo-
bovima i neka je P polinom najmanjeg stupnja sa tim svojstvom.

Kad bi se P ponistavao na svim pravcima, tada bi u svakom zglobu postojala 3 linearno
nezavisna smjera u kojima P ne mijenja vrijednost, tj. u svakom zglobu z postojala bi 3
linearno nezavisna vektora - vy, ve, v3 takva da je VP(x)v; = 0. Medutim, to povlaci VP(x) =
0 u svakom zglobu i to posebno znaci da se polinom d, P poniStava u svim zglobovima, a kako
je deg 0, P < deg P, dobivamo kontradikciju sa pretpostavkom o minimalnosti stupnja P sa
danim svojstvom. Prema tome, postoji pravac na kojem se P ne ponistava. Kako je stupanj
polinoma P najvise 3.J 5 i znamo da se ponistava u zglobovima, to zna¢i da na tom pravcu
ne smije biti vise od 3J 5 zglobova (u suprotnom bi se po lemi (4| polinom P ponistavao na
cijelom pravcu) i time je tvrdnja dokazana. O

Dovrsimo sada dokaz teorema. Za proizvoljan n oznac¢imo sa J(n) maksimalni broj zglo-
bova koji nekih n pravaca moze ¢initi.

Neka je n proizvoljan i promotrimo familiju pravaca koja ¢ini maksimalnih J(n) zglobova.
Po dokazanoj lemi postoji pravac koji sadrzi najvise 3.J (n)i zglobova, pa kako ostalih n — 1
pravaca ¢ini najvise J(n — 1) zglobova, vrijedi rekurzivna relacija

J(n) < J(n —1) + 3J(n)s.

Sumiranjem ocjene od k =1 do L te koriStenjem trivijalne opservacije J(n) < J(n + 1) (ako
postoji skup od n pravaca koji ¢ine J(n) zglobova, dodavanjem pravca ne mozemo smanjiti

taj broj) slijedi
L

J(L) < L(0) + Y _3J(n)s < L-3J(L)3.

n=1

Kona¢no, iz posljednje nejednakosti slijedi J(L) < 32L i time je tvrdnja dokazana.
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2.5 Zadaci s natjecanja

Konaé¢no, pokazimo kako iskoristiti navedene rezultate na dva teska natjecateljska problema.

Primjer 1 (IMO 2007, problem 6). Neka je n € N, n > 1. neka je
S=A{(x,y,2) :x,y,2€{0,1,...,n},zr+y+2 >0}

skup od (n+1)3—1 toc¢aka v R3. Odredite nagmangi broj ravnina ¢ija unija sadrzi sve elemente
od S, ali ne sadrzi tocku (0,0,0).

Rjesenje. Primijetimo da unija 3n ravnina {(z,y,2) : x = i}, {(z,vy,2) : y = i}, {(z,y, 2) :
z =i}, i = 1,2,...,n zadovoljava tvrdnju. Pokazimo da je nemoguée zadovoljiti tvrdnju
zadatka sa manje od 3n ravnina. Dokazat ¢emo to na 2 nacina.

1. nacin. Svaku ravninu koja ne prolazi tockom (0,0,0) mozemo zapisati u obliku
ax + by + cz + 1 = 0. Pretpostavimo da je moguce pokriti sve tocke u S sa m < 3n ravnina,
ax+by+c+1=0,i=1,2,...,midefinirajmo

m

P(z,y,z) = H(ai:c +biy+cz+1).

i=1

Dodatno, definirajmo polinom stupnja 3n koji se ponistava na ravninama kojima smo pokrili
S i izbjegli (0,0,0):

Q(z,y, 2 :H x —1) i)(z —1))].

Tada je polinom R(x,y, z) := P(z,y, 2 ) Q((O%)ho)) stupnja 3n, ponistava se na {0,1,...,n+1}?

i koeficijent uz x™y"z" mu je jednak 0 D) # 0. Medutim, to je kontradikcija sa teoremom
koji kaze da bi za takav polinom morala postojati tocka u {0, 1,...,n+ 1}3 u kojoj je razlicit
od 0.

2. nacin. Pretpostavimo, kao i u prethodnom nacinu, da je moguce zadovoljiti tvrd-
nju zadatka sa m < 3n ravnina i definirajmo polinom P(z,y, z) kao i ranije. Taj polinom
ima svojstva P(0,0,0) = 1 # 0, P se ponistava na {0,1,...,n}*\ {(0,0,0)} i deg P =
m < 3n. Dokazat ¢emo da polinom s takvim svojstvima stupnja manjeg od 3n moze
postojati samo ako je nulpolinom. Naime, definirajmo operator (negativne) kona¢ne di-
ferencije u smjeru e; = (1,0,0) kao AW f(z,y,2) = f(z,y,2) — f(x + 1,y,2) te ana-
logno za ey i e3. Primijetimo da djelovanje takvog operatora na polinom snizava stupanj
polinoma barem za 1. Zbog uvjeta ponistavanja polinoma p slijedi da se polinom A®
ponistava na ({0,1,...,n — 1} x {0,1,...,7}?)\ {(0,0,0)} i vrijedi AMp(0,0,0) = 1. In-
duktivno zaklju¢ujemo sad da se (A™M)"p ponistava na {0} x {0,1,...,n}%\ {(0,0,0)} i
vrijedi (AM)"p(0,0,0) = 1. Ponovimo li sad isto za smjerove ey i es, dobivamo da je
(A" (AR (ABC)"p(0,0,0) = 1. Medutim, zbog toga §to je stupanj polinoma p jednak
m < 3n, tada je polinom (AM)?(A@)"(A®))"p nulpolinom pa mu vrijednost u (0,0,0) ne
moze biti razlicita od 0 i time smo dobili kontradikciju. O
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Primjer 2 (IMC 2007, problem 5). Neka su ay,...,a, € Z proizvoljni i neka je f : Z — R
funkcija koja zadovoljava da je Z?:1 f(k+a;l) = za sve k,l € Z, 1 # 0. Dokazite da je f = 0.

Rjesenje. Neka su a; < -+ < a,. UvrStavanjem k = k' — ail i definiranjem a; = a; — ay,
j=12,...,nvrijedi a; =0, @} > 0 za j > 2 i uvjet je ekvivalentan s > 7, f(k' + a}l) = 0.
Dakle mozemo bez smanjenja opcéenitosti pretpostaviti da je 0 =a; < --- < a,,.

Kako je tesko sistematicno pratiti sve izraze koje mozemo dobiti uvrstavajuéi razne k-ove
i [-ove, ideja je povezati izraze s polinomima, s kojima jednostavno racunamo. Uvrstavamo li
u uvjet zadatka sada samo k,l > 0, [ # 0 i promotrimo li linearne kombinacije takvih uvjeta,

dobivamo izraze oblika:
ZO@ (Z f(ki+ajli)> =0. (1)
i=1 =1

Izlucimo 1i vrijednosti funkcija u istim tockama, dobivamo neke izraze oblika
Z ij(tj) = 0, Cj S ]R, t]’ S No.
j=1

Pridruzimo sada svakom izrazu gornjeg oblika polinom P € R[z] definiran s:

P(z) = Z c;xh
j=1

te sa I C R[z] ozna¢imo skup svih polinoma koji se mogu dobiti kao linearna kombinacija
izraza dobivenih uvrstavanjem svih £ > 01/ > 0. Tvrdimo da je sada dovoljno dokazati da je
I = R[z]. Naime, tada je 2* € I za sve t > 0, a to je na strani uvjeta ekvivalentno sa uvjetom
f(t) =0 za sve t € Ny. Za proizvoljan ¢t < 0 uvrstavanjem k = ¢ i [ dovoljno velikog, tako da
je las +t > 0 u pocetnu jednakost dobijemo i da je f(t) = 0 za sve t € Z i time je tvrdnja
zadatka dokazana.

Dokazimo sada da je I = R[z]. Neka je 37", ¢;f(t;) = 0 proizvoljan izraz dobiven kao
linearna kombinacija uvjeta kao u ([I). Uvrstavanjem kj = k;+1 u (1)) slijedi 377, ¢; f(t;+1) =
0 pa je na polinomijalnoj strani taj je uvjet ekvivalentan sa tvrdnjom da je skup I zatvoren
na mnozenje sa z, tj. P(x) € I = xP(x) € I. Medutim, koristenjem te tvrdnje vise puta,
slijedi da je I zatvoren na mnozenje proizvoljnim polinomom. ¢itatelj upoznat sa osnovnim
algebarskim strukturama prepoznat ¢e da je I je zapravo ideal u prstenu polinoma R|z], ali
to nije nuzno za nastavak rjesenja.

Bezoutova lema za polinome, kaze da ako su A, B € R|z] polinomi koji su relativno prosti
(nemaju zajednicku nultocku), tada postoje polinomi P, @ € R[x] takvi da je AP + BQ = 1.
Dakle, dovoljno je pokazati da u I postoje dva polinoma koja nemaju zajednicki faktor jer tada
zakljucujemo da je 1 € I pa mnozenjem sa proizvoljnim polinomom P € R[z| zaklju¢ujemo
dajeiP=P-1€l.

Uvrstavanjem k = 011 € N u uvjet zadatka, slijedi da su polinomi P(z) = >_7_, 2l e .
Tvrdimo da postoji [ takav dasu Py (x) i P(x) = Pi(2!) relativno prosti, odnosno ako oznac¢imo
sa S skup nultoéaka od Pj, da postoji | € N takav da za sve z € S vrijedi 2/ € S.
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Ako je |z| # 1, onda |z|' — 0ili |2|' = oo pa kako je S konacan, postoji ly takav da
su svi [ > Iy dobar izbor pa preostaje provijeriti z takve da je |z| = 1. Ukoliko je z = e*™ie
za a € R\ Q, tada zbog konacnosti skupa S opet postoji l; takav da su svi I > [; dobri.
Konac¢no, u slucaju da je z = ™4 za neke p,q € N, tada je svaki visekratnik od ¢ dobar
jer 1 ¢ S . Dakle, svaki [ > max(ly, 1), koji je i visekratnih svih ¢ € N za koje postoji g-ti
korijen iz jedinice u skupu nultocaka od P; je dobar. O

3 Zadaci za zadac¢u

Svaki zadatak nosi jedan bod, a ukoliko zadatak ima dva dijela, svaki dio nosi 0.5 bodova. Za
uspjesno polaganje zadace potrebno je skupiti barem 5 bodova.

1. Dokazite da za A, B C R vrijedi ocjena |A|+|B|—3 < |A+B| < |A]|B| i nadite skupove
za koje se postize jednakost.

2. (a) Nadopunite dokaz teorema , tj. dokazite da za p prost i A, B C F,, takve da je
|A| 4+ |B| > p+ 1 vrijedi |A+ B| > p.

(b) Nadopunite dokaz teorema |§], tj. dokazite da za p > 2 prost i A C F, takav da je
2|A| = 3 > p vrijedi tvrdnja teorema.

Uputa. Iskoristite Dirichletov princip.

3. Cilj zadatka je osmisliti sustav za osiguranje aktiviranja nuklearnog oruzja koji je ot-
poran na urote manje grupe pojedinaca. Za aktivaciju nuklearnog oruzja potrebno je
upisati neki aktivacijski broj. Za n € N, osmislite nacin za podijeliti informacije o ak-
tivacijskoj Sifri grupi generala tako da bilo kojih n generala moze aktivirati nuklearnu
bombu, ali nikojih n — 1 nema dovoljno informacija da bi to moglo.

4. Pokazali smo kod dokaza ”problema sa zglobovima” da za n tocaka u R? postoji ne-
trivijalan polinom stupnja najvise 3n3 koji se poniStava na njima. Dokazite da za n
pravaca u R?® postoji neki C' > 0 i polinom stupnja najvise Cnz koji se ponistava na
svim pravcima.

5. U svakom vrhu pravilnog mnogokuta sa 100 vrhova upisana su 2 realna broja. Dokazite
da je moguce obrisati iz svakog vrha po jedan tako da medu preostalim brojevima svaka
dva u susjednim vrhovima budu razlic¢ita.

Uputa. Iskoristite teorem [6]

6. Dokazite sljede¢e poopéenje Erdos - Heilbronnove slutnje. Ako su A, B C F,, tada
vrijedi |A+B| > min(|A| + |B| — 3, p).

Uputa. Imitirajte dokaz Erdos - Heilbronnove slutnje.

7. Dano je n obojanih tocaka u R? i u svakom koraku dopusteno je napraviti sljedeée. Ako
postoji pravac na kojem su obojane 3 tocke, mozemo obojati bilo koju cetvrtu tocku na
pravcu.
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(a) Dokazite da je moguce odabrati (g) = 20 tocaka tako da se proizvoljna tocka u R?
moze dopustenim postupkom obojati u konacno mnogo koraka.

(b) Pokazite da za bilo koji n < (g) = 20 postoji tocka u prostoru koju nije moguce
obojati opisanim postupkom.

Uputa. Za drugi dio pronadite polinom malog stupnja tako da opisanim postupkom ne
mozemo izaci iz skupa njegovih nultocaka.

8. Za skup S C R"™ kazemo da je k-terostruko zanimljiv ako je skup udaljenosti izmedu
svake dvije razlicite tocke skupa S skup velicine k.

(a) Dokazite da jednostruko zanimljiv skup u R"™ moze imati najvise n + 1 tocaka i

nadite primjer takvog skupa.

(b) Dokazite da dvostruko zanimljiv skup u R" ne moze imati vise od w tocaka.

Primjer nije potrebno naci jer se ne zna postoji li.

Uputa. U prvom dijelu zadatka pretpostavite da je jedna tocka jednaka 0 i promotrite
Gramovu matricu ostalih tocaka. U drugom dijelu zadatka pronadite n linearno neza-

visnih polinoma P, ..., P, stupnja 4 pridruzenih tockama skupa i zatim iz specificnog
oblika dokazite da se nalaze u nekom vektorskom prostoru dimenzije najvise (”H)Qﬂ.
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