Kolegij Studentska natjecanja, ak.god.2020./2021.
http://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/studnatj/

Tema br. 5:
Tenzorski produkt i1 primjene

Aleksandar Bulj, 16.4.2021.
aleksa

Standardna literatura iz algebre uvodi pojam tenzorskog produkta pomocu vrlo aps-
traktnih konstrukcija i Cesto se ne bavi kvantitativnim ocjenama operatora na tenzorskom
produktu prostora iako se takva pitanja prirodno pojavljuju u raznim podruc¢jima mate-
matike. Cilj ovog predavanja je uvesti vrlo elementarnu definiciju tenzorskog produkta na
kona¢nodimenzionalnim vektorskim prostorima koristec¢i Kroneckerov produkt matrica i prouciti
kvantitativna i kvalitativna svojstva istoga. U prvom odjeljku motivirat ¢emo definiciju Kro-
neckerovog produkta proucavanjem bilinearnih formi. U drugom poglavlju proucit ¢emo kvali-
tativna i kvantitativna svojstva Kroneckerovog produkta, a u tre¢em poglavlju iskoristiti ga za
definiciju tenzorskog produkta vektorskih prostora. Konacno, u 4. poglavlju na nizu primjera
pokazat ¢emo korisnost navedenog pojma na problemima iz raznih podrucja matematike.

1 Bilinearna preslikavanja

Za dane realne vektorske prostore U i V, funkciju B : U x V' — R koja je linearna po obje
varijable zasebno nazivamo bilinearnom formom.

Primjer jedne bilinearne forme na realnom vektorskom prostoru je skalarni produkt, a
u ovom odjeljku karakterizirat ¢emo sve bilinearne forme na realnom vektorskom prostoru
pomocu skalarnog produkta.

Za linearne operatore imamo bogatu teoriju, ali za bilinearnu formu nije jednostavno
re¢i ni kako se uopée moze zadati. Na primjer, lako se vidi da ne postoji bilinearna forma
B :R? x R? — R za koju vrijedi

2 (L) lol) =2 (-G = 2 (B []) =

Naime, iz bilinearnosti u drugoj varijabli slijedi da treci izraz mora biti razlika prva dva.

Dakle, prirodno se postavlja pitanje kad je bilinearna forma dobro definirana i postoji
li neki eksplicitan kriterij za to. Kako bismo odgovorili na to pitanje, pokusajmo na¢i neku
reprezentaciju bilinearnih formi pomocu linearnih operatora buduc¢i da linearne sustave znamo
rjesavati.

Preslikavanje B : U x V' — R zadano s (u,v) — B(u,v) uz fiksirani u mozemo shvatiti
kao djelovanje funkcionala na v pa po Rieszovom teoremu postoji vektor A(u) € V (A je u
ovom trenutku samo funkcija A : U — V koja vektoru u pridruzuje vektor A(u) koji dolazi



od Rieszovog teorema) takav da za sve u € U i v € V vrijedi B(u,v) = (A(u),v). Medutim,
kako je B linearno i po prvoj varijabli, za sve uy, us, v i skalare aq, ag vrijedi:

(A(aug + agug), v) = Blaquy + asug, v) = a1 B(ug,v) + asB(us, v)
= a1(A(uy),v) + az(A(uz), v)
= (1 A(uy) + asA(uz), v).

Kako tvrdnja vrijedi za proizvoljan v, oduzimanjem desne strane od lijeve i izborom

v = A(oqug + agug) — a1 A(ur) + agA(ug) zakljuéujemo da je A linearan operator. Prema
tome, za svaku bilinearnu formu B : U x V' — R postoji linearan operator A € L(U, V) tako
da je

B(u,v) = (Au,v) = v Au.
U slucaju kompleksnih vektorskih prostora, skalarni produkt nije bilinearan, ali i dalje se
svaka bilinearna forma moze prikazati pomocu treéeg izraza u gornjem nizu jednakosti.

Prethodni primjer potpuno karakterizira sve bilinearne forme, ali navedeni pristup ne moze
se prirodno generalizirati na multilinearna preslikavanja. Pokusajmo generalizirati prethodni
rezultat na trilinearna preslikavanja.

Neka je T : UxV x W — R trilinearno preslikavanje. Za u € U fiksan, (v, w) — T'(u,v,w)
je bilinearno preslikavanje po v i w pa po prethodnom teoremu postoji matrica A(u) takva
da je

T(u,v,w) =w' A(u)v
Sliénim rac¢unom kao i ranije pokaze se da je A(u) linearno preslikavanje iz A : U — L(V, W),
ali to nam ne pomaze da nademo prirodniji zapis budué¢i da nemamo prirodnih trilinearnih
preslikavanja. PokuSajmo zato nac¢i drugi prikaz.

2 Kroneckerov produkt matrica

Napomena. U ovom poglavlju radimo sa vektorskim prostorima nad poljem R, ali svi se
rezultati mogu potpuno analogno generalizirati na vektorske prostore nad bilo kojim drugim
poljem (npr. Q ili C).

Buduéi da je svaki realni kona¢no dimenzionalni vektorski prostor izomorfan sa R4™(V), za
razumijevanje formi na proizvoljnom vektorskom prostoru nuzno nam je (a pokazat ¢emo da je
i dovoljno) razumjeti bilinearne forme na R™ x R™. Neka je A : R” x R" — R bilinearna forma
te neka su (e;)i2; i (f;)7—; elementi kanonskih baza prostora R™ i R". Razmatranjem kao
prije dobivamo da za svaki i postoji jedinstveni funkcional iz (R™)’ prikazan 1 x n matricom L;
tako da je A(e;,v) = L;v zasve v € R". Zbog linearnosti u prvoj varijabli, tada za proizvoljan
w=>>" ue; vrijedi:

U1 ULV
Au,v) = Z w; - Liv = [L1U Lov - Lmv} U:Q _ [Ll L, - Lm] u?v
- Um UV



gdje je zadnji prikaz u tzv. ”blok matricnom zapisu”, tj. formalno su matrice dimenzija
I xm-nim-nx1,ali svaki stupac matrice [L;]; predstavlja "blok” veli¢ine 1 x n, dok svaki
redak posljednje matrice predstavlja ”blok” veli¢ine "n x 1. Kod takvog zapisa vazno je paziti
na to da blokovi pomocu kojih zapisujemo matricu budu ulancanih veli¢ina. Dakle, vidimo
da djelovanje bilinearne forme na paru vektora (u,v) mozemo prikazati pomocu djelovanja
linearnog funkcionala na prostoru R™” primijenjenog na vrlo specificno konstruiran vektor u
R™" dobiven iz vektora u i v. Potaknuti oblikom vektora uvodimo sljede¢u definiciju.

Definicija 1. Za dane matrice A € M™"(R), A = [(a; )i~ i B € MP?(R) matricu
A® B e M™™(R) definiranu s:

CLHB e alnB
A® B := : :
CLmlB e ClmnB

nazivamo Kroneckerov produkt ili tenzorski produkt matrica A i B. Prostor matrica
M™P"(R) nastao na gornji na¢in nazivamo tenzorski produkt prostora M (R) i MP?(R)
i oznacavamo ga kao M™"(R) @ MP4(R)

Navedimo osnovna svojstva Kroneckerovog produkta matrica.
Teorem 1. Vryedi:

1. Kroneckerov produkt ® je bilinearan, tj. za sve matrice A, B, C, takve da A © B imaju
iste dimenzije 1 sve skalare o, 8 vrijedi:

(a) (0tA+B)®C=adARC+pB®C
(b)) C®(aA+BB)=aC® A+ pC® B

(c) A0 =00 A =0, gdje je 0 u prva dva izraza nul matrica proizvoljne, a u zadnjem
1zrazu odgovarajuce dimenzije.

2. Ako sa E;;" oznacimo matricu iz M™"(R) koja ima sve elemente jednake 0 osim ele-
menta na mjestu i, j koji je jednak 1, tada je:

(B @ BL) kit
baza vektorskog prostora M™™(R).

3. Kroneckerov produkt je asocijativna operacija, tj. za sve matrice A, B, C' vrijedi:

(A®B)®C =A® (B®C)

4. Ako su (A, C) i (B, D) ulancane, tada je:
(A® B)(C® D) = (AC) @ (BD)
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5. Za proizvoline A i B vrijedi: (A® B)T = AT @ B" i (A® B)* = A* ® B*

6. Ako su u;,v; € M™YR), i = 1,...,k i ako je (-,-) standardni skalarni produkt na
M™\(R), tada vrijedi:

k
(U1 ® - Qug, 11 ® -+ - @ ) :H<uiavi>

i=1
Dokaz.

1. Prva tvrdnja provjeri se direktno iz definicije.

2. Slijedi iz ¢injenice da matrica £};" ® £ ima jedinicu na mjestu ((i—1)p+k, (j—1)g+1)
i sve ostale elemente jednake 0. Kad prodemo po svim 1, 7, k, [ te matrice ¢ine skup svih
elementarnih matrica u M™"?4(R).

3. Koristeci bilinearnost Kroneckerovog produkta iz prvog svojstva i drugo svojstvo, do-
voljno je dokazati tvrdnju na elementarnim matricama. Neka je A = E'V", B =
E™" C = E"™"™. Tada se vidi da je:

i2,j2 13,73

(A ® B) ® C — Emlm27nln2 ® Em37n3 — Em1m2m3,n1n2’l’b3

(i1—1)ma+iz,(j1—1)n2+j2 13,73 (i1 —=1)ma+ia—1)ma+is,((j1—1)n2+j2—1)n3+js
te se analogno provijeri da je desna strana jednaka tome.

4. Bududi da su i kroneckerov produkt i matri¢ni produkt bilinearni, dovoljno je provjeriti
tvrdnju kad su A, B,C, D elementarne matrce. Neka su A = Ei'0™, B = Ej%",
C=E", D=EZ2”. Tadaje

A ® B — Em1m27n1n2 1 C ® D — En1n27p1p2

(11—=1)ma+ia,(j1—1)n2+j2 (k1—1)na+ka,(l1—1)p2+l2

Budu¢i da za produkt ulanc¢anih elementarnih matrica vrijedi

Ei 3 ) = k
Ei,jEk,l — L ]
0, J#k

desna strana je razli¢ita od 0 samo u slucaju kad su i AC' i BD razliciti od 0, a to
vrijedi samo kad je j; = ki i jo = ko. Lijeva strana je razlicita od 0 samo kad je
(j1 — D)ng+j2 = (k1 — 1)ng + ko, Sto zbog ocjena 1 < j1, k1 < nyil < jo, ko < ng vrijedi
samo u slucaju kad je j; = ki i jo = ko. Dakle, preostaje provjeriti da su u slucaju
kad je j; = ki 1 jo = ko izrazi jednaki. Lijeva strana jednaka je Ealﬁéﬁzzfizy(lrl)pﬁb,
dok je desna strana jednaka: E'}" @ E73", odnosno jednaka je lijevoj strani i time je
jednakost dokazana.

5. Kao i u prethodnim rezultatima dovoljno je provjeriti tvrdnju na elementarnim matri-
cama, Sto se direktno vidi.



6. Zbog toga sto vrijedi (u,v) = v*u, tada iz Cetvrtog i petog svojstva vrijedi:

<u1®®uk’ful®®vk>:(vl®®vk)*(u1®®uk)
:(UI®“'®’U]:)(U/1®“'®U]€>
= (vjur) ® -+ @ (vgu)

= H(ui,vi>

gdje posljednja jednakost vrijedi zbog toga §to smo M1*1(R) poistovijetili s s R.
O

Nakon sto smo se gornjim rezultatom uvjerili da vrijede neka osnovna svojstva, proucit
¢emo neka dublja svojstva Kroneckerovog produkta matrica. Za to ¢emo koristiti sljedeci
teorem koji je standardni teorem linearne algebre, a navodimo ga radi potpunosti.

Teorem 2 (Schurova dekompozicija). Za svaku matricu A € M™(C) postoji unitarna matrica
Q 1 gornjetrokutasta matrica U tako da vrijedi:

A=QUQ

Dodatno vrijedi da su dijagonalni elementi matrice U svojstvene vrijednosti od A, brojeci
multiplikativnost.

Sljedec¢i teorem nam kaze da je spektar Kroneckerovog produkta matrica odreden spek-
trima matrica.

Teorem 3 (Spektar Kroneckerovog produkta). Neka je A € M™(C) i B € M"(C). Ako
su svojstvene vrijednosti od A i B, brojeci kratnosti, (\i)iZ, i (p;)j=, respektivno, tada su
svojstvene vrijednosti matrice A ®@ B dane s (X; - p;){L,, brojeci kratnosti. Dodatno, ako su
u i v svojstveni vektori koji odgovaraju svojstvenim vrijednostima \; @ p; respektivno, tada je
u ® v svojstvent vektor matrice A ® B koji odgovara svojstvenoj vrijednosti \ju;.

Dokaz. Druga tvrdnja jednostavna je posljedica svojstava 4 iz teorema [T}
(A® B)(u®wv) = (Au) @ (Bv) = Aipj(u ®v).

Dokazimo tvrdnju o izgledu spektra.
Nekasu A = Q4UsQ4 1 B = Q3UpQp Schurove dekompozicije matrica A i B. Iz svojstva
4 teorema [] slijedi:

A®B=(Q4®Q5)(Us®Up)(Qa® p)

Odatle slijedi da je matrica Q4 ® (Qp unitarna, a iz toga slijedi da su matrice A ® B i
Us ® Ug slicne. Iz definicije Kroneckerovog produkta lako se vidi da je matrica Uy ® Up
gornjetrokutasta i da su dijagonalni elementi od Uy ® Up to¢no ()\iuj)zz-’zl. Koristec¢i opet
¢injenicu da su svojstvene vrijednosti slicnih matria jednake slijedi tvrdnja teorema. O



Koristeci prethodni rezultat mozemo dokazati sljedeca vazna svojstva Kroneckerovog pro-
dukta.

Teorem 4. Vriyedi:
1. Za kvadratne matrice A i B vrijedi: det(A ® B) = (det A)"(det B)™.
2. Za kvadratne matrice A i B vrijedi: tr(A® B) =tr A - tr B.

3. Za kvadratne matrice A © B vrijedi: A® B je invertibilna ako i samo ako su invertibilne
AiBivrigedi( A B! =A@ B!

4. Za proizvoljne matrice A © B vrijedi: ako su singularne vrijednosti od A i B dane s:
(0a4)ity i (0B;)7-1, tada su singularne vrijednosti od A® B dane s:

(0a;- O'B,j)zljﬁl

5. Za proizvoljne matrice A i B vrijedi: rang(A ® B) = rang(A) - rang(B)

Dokaz. Prva i druga tvrdnja slijede iz prethodnog teorema i ¢injenice da ako su (\;),

svojstvene vrijednosti od A brojeéi multiplikativnost, tada je det A = [}, A;, odnosno

trA= Z?:l /\z
U trecoj tvrdnji invertiblinost slijedi iz karakterizacije invertibilnosti pomoc¢u determinante
i prvog svojstva. Tvrdnja o inverzu slijedi iz sljede¢eg racuna koristeci svojstvo 4 teorema

(A'@B Y A®B)=(A"A)® (B'B) =1, ® I,,

gdje matrice I,,,, I,, imaju dimenzije matrica A i B respektivno.
Cetvrta tvrdnja slijedi iz Cinjenice da su singularne vrijednosti proizvoljne matrice M
svojstvene vrijednosti od M*M i teoremu o spektru Kroneckerovog produkta zbog:

(A® B)"(A® B)=(A"® B")(A® B) = (A"A) ® (B*B)

Peta tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je rang matrice jednak broju nenul singularnih vrijed-
nosti i cetvrte tvrdnje. O

Za kraj proucavanja osnovnih svojstava Kroneckerovog produkta, proucit ¢emo povezanost
operatorske norme i Kroneckerovog produkta. Citatelju koji se nije ranije susreo sa [P i
operatorskim normama savjetujemo preskakanje ostatka odjeljka.

Definicija 2. Za matricu A definiramo operatorsku normu matrice.
[l = sup{[[ Azl : [|lz]lw = 1}
Podsjetimo se, operatorska norma ima sljedec¢e vazno svojstvo:

Propozicija 5. Za ulancane matrice A i B vrijedi:

|AB||w i < [[Allw—ip || Bl
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Dokaz. Primijetimo najprije da iz definicije operatorske norme slijedi da za proizvoljan vektor
x vrijedi:

[ Azl < [|A]lw—iw |20
Naime, ako je x = 0, obje strane nejednakosti su jednake 0 pa tvrdnja ocito slijedi. U
suprotnom je za proizvoljan vektor x # 0 vrijedi: ||m||lp = 1 pa iz definicije operatorske

norme slijedi:
1 (o)
[Eglm

Mnozeéi obje strane sa ||z||;» slijedi tvrdnja.
Neka je x proizvoljan vektor iz domene od B takav da je ||z|/» = 1. Tada iz prethodne
opservacije primijenjene najprije na vektor Bz i zatim na x vrijedi:

< Al

P

[ABz|lw < | Alli—iw || Bx|lw < [|Allip—ir | Blliw e ||2][i0 = [[Allio—si0 || Bll1p 10,

Sto je i trebalo dokazati. O]

Vazno svojstvo povezanosti Kroneckerovog produkta i matriénih normi dano je u sljede¢em
teoremu. Primijetimo da je sluc¢aj p = 2 dokazan u prethodnomteoremu buduéi da je || Al|;2_ 2
jednako najvecoj singularnoj vrijednosti matrice.

Teorem 6. Za proizvoljne matrice A i B i p € [1,00] vrijedi:
AR Bllw—w = [|Allp—ie[| Bl

te induktivno:

HAl Q- An”lpelp = H HAiHlp%lp

i=1

Dokaz. Buduéi da je jedini¢na sfera u [” normi u R” kompaktan skup, a matri¢cno mnozenje
i norma su neprekidne funkcije, slijedi da je supremum u definiciji operatorske norme za-
pravo maksimum pa postoje vektori z,y iz domena matrica A i B respektivno takvi da je
[zl = Iyl = 11

[Az]liw = |Allpow 1 [|Byllw = [| Bl

Sada za vektor z ® y iz definicije [” norme na R™ vrijedi: ||z @yl = ||z|w|lyllr = 1, a po
svojstvu 4 teorema (1] vrijedi:

(A @ B)(z @y)llw = [I(Az) © (By)llw = [|Az|lw | Byl = [|Allw || Bllw -
Sada po definiciji operatorske norme zakljuc¢ujemo:
1A ® Bl > ||Allw || Bllw—w (1)

buduéi da smo nasli jedan vektor I” norme jednake 1 koji se slika u neki vektor norme jednake
desnoj strani gornjeg izraza.



Dokazimo obratan smjer. Iz svojstva 4 teorema [I] i propozicije [ slijedi:
[A® Bl = [[(AR 1) & B)|lwow < A Ilpip || @ Bllir—sie,

gdje je I u prvoj zagradi kvadratna jedini¢na matrica dimenzije broja redaka matrice B, a [
u drugoj zagradi kvadratna jedini¢na matrica dimenzije broja stupaca od A.

Preostaje dokazati da za proizvoljnu matricu A € M™"(R) ii jedini¢nu matricu I € M"(R)
proizvoljne dimenzije vrijedi:

A Lllp—ir = [[Ir @ Allp—ir = [|Allp—sir-

Iz slijedi da su prva dva izraza veca ili jednaka od treéeg pa preostaje dokazati da su
i manji ili jednaki. Dokazimo obratnu jednakost za prvi ¢lan buduc¢i da ¢ée obratna slije-
diti analogno. Oznacimo sa e; elemente kanonskih baza prostora R™, R™ RP odgovarajuc¢ih
stupc¢anih dimenzija kad se odnosi na odgovarajuéi prostor (ta dvosmislenost neée raditi pro-

blem). Ako je A = [a;];;2, matricni zapis od A, mozemo pisati A = Y7 Y70 a;jeie].
Neka je z = ), @i je; ® e; vektor takav da je [|z|» = 1 za koji se postize maksimum u

definiciji operatorske norme matrice A ® I. Tada vrijedi:

[A® I|pmer = [[(A® Dzl = || (Z aij(ee] ®I)> (Z zij(ei @ ej))
i i

= Z a;;xk(e; ® ex)

Z‘ij?k

P

P

_ z(zaijxj,k> o
ik j
P\ 5
(S S )
E i | j
ZIIAH%LWZWMP)
k

J

P

3=

IN

= | Al
]

Time zavrsavamo pregled svojstava Kroneckerovog produkta matrica i prelazimo na defi-
niciju tenzorskog produkta vektorskih prostora.

3 Tenzorski produkt vektorskih prostora

Koristeci tenzorski produkt matrica mozemo sada definirati tenzorski produkt proizvoljnih
kona¢nodimenzionalnih vektorskih prostora. Naime, zbog toga Sto je svaki kona¢no dimen-



zionalni realni vektorski prostor izomorfan sa R™ definiciju tenzorskog produkta proizvoljnih
vektorskih prostora prenijet ¢emo sa prostora matrica M™!(R).

Definicija 3. Neka su U i V konac¢no dimenzionalni prostori nad R dimenzija m i n respek-
tivno. Neka su ¢ : U — M™!'(R) i : V — M™Y(R) izomorfizmi prostora. Definiramo:

u®v = ou) @ Y(v),

a vektorski prostor M™™"!(R) tada nazivamo tenzorskim produktom vektorskih prostora
UiV ioznacavamo gas U ®@ V.

lako je gornja definicija ovisna o konkretnom izboru baze zbog toga $to smo izomorfiz-
mima odredili elemente koji se slikaju u elemente kanonske baze za M™!(R) i M™!(R), to
kod racunanja nije problem pa ¢esto izostavljamo zapis po kojim izomorfizmima smo definirali
tenzorski produkt buduéi da su svi ovako definirani tenzorski produkti medusobno izomor-
fni (zbog toga §to su svi izomorfni sa M™}(R)). Dodatno, znamo iz linearne algebre da
je za konkretno racunanje u vektorskim prostorima ionako najcesce potrebno izabrati kon-
kretne baze tako da svo racunanje zapravo mozemo pomocu te baze prenijeti na R™ i raditi s
Kroneckerovim produktom matrica ukoliko zelimo biti potpuno formalni.

Propozicija 7. Neka su U i V kona¢no dimenzionalni vektorski prostori i ap,as € R. Tada
za U, Uy, Us € U 1vy,09,v €V vrijedi:

L. (oquy + agug) @ v = auy ® v+ agus @ v
2. u® (v + avs) = au ® V1 + AU @ vy

3. u®0=0®ov =0, gdje 0 oznacava nulvektor u odgovaraju¢em prostoru.

4. Ako su (u;)f2; i (v;)j—, baze prostora U i V respektivno, tada je (u; ® v;);5, baza
prostora U @ V. Obratno, ako je (u; ® v;);5", baza za U ® V, tada su (u;)i2; 1 (v;)f—,

ij=1
baze prostora U i V.

Dokaz. Prva tri svojstva slijede direktno iz izomorfizma i definicije Kroneckerovog produkta.
Dokazimo ¢etvrto svojstvo. Oznacimo sa ()2, i (0;)j—, baze prostora U i V koje se po
odabranim izomorfizmima slikaju u kanonske baze za R™ i R", oznacimo u; = >, a; Uy 1
v; = >, BjxUk. Konacno, ozna¢imo matrice A = [a;x] 1 B = [Bx). Vektori w; i v; po
homomorfizmima ¢ i ¢ slikaju se u i-ti, odnosno j-ti stupac matrica A i B zbog ¢(@;) = e; i
$(0;) = e; . Po 4. svojstvu teorema |1| tada je

O(us) @ Y(v;) = (Ae;) @ (Bey) = (A @ B)(e; @ ¢;).

Medutim, sada po svojstvu 1 teorema {4 slijedi da je A ® B regularna matrica ako i samo ako
su obje matrice A i B regularne. S druge strane, iz linearne algebre znamo da vektori (u;)",
i (vj)j=, Cine baze prostora U i V ako i samo ako su matrice A i B regularne pa tvrdnja
slijedi. O



Sljedeca propozicija nam kaze da u slucaju da su U i V unitarni, na tenzorskom pro-
duktu U ® V mozemo definirati skalarni produkt kompatibilan sa skalarnim produktima na
prostorima.

Propozicija 8. Neka su U i V unitarni prostori sa skalarnim produktima (-,-)y 1 (-, )v
respektivno. Tada je sa:

(Zaiuitg)vi,ZBju;@v = Zazﬁ] wi, W) v (vi, V) v
i J

zadan skalarni produkt na U ® V.

Dokaz. Zbog toga sto se isti element u U ® V' moze prikazati na vise nacina, kao na primjer
(U1 + u2) ® v = 1u; ® v+ uy ® v, potrebno je najprije dokazati dobru definiranost gornjeg iz-
raza. Medutim, odaberemo li za U i V' baze koje se slikaju u kanonske baze od R™ i R™ po
izomorfizmima iz definicije tenzorskog produkta i zapisemo li sve u;, v, v;, v u tim bazama,
zbog svojstva 2 teorema [1| dobijemo dobru definiranost.

Svojstva skalarnog produkta provjerimo direktno iz definicije. O

]’

Promotrimo i povezanost dualnog prostora tenzorskog produkta i tenzorskog produkta
dualnih prostora.

Propozicija 9. Neka su U, V konacnodimenzionalni vektorski prostori i U’, V' njihovi dualni
prostori. Tada je U’ ® V' = (U ® V)" uz kanonski izomorfizam ¢ : U' @ V' — (U @ V')’ zadan
na elementarnim tenzorima s:

[O(u' @ N)](u@v) :=u'(u)'(v), welU veV el eV

Dokaz. Dobra definiranost na elementarnim tenzorima dokaze se kao u prethodnoj propoziciji.
Kako linearna kombinacija elementarnih tenzora razapinje tenzorski produkt ¢ je dobro zadan
na cijelom prostoru i djelovanje funkcionala ¢(u’ ® v') je dobro definirano na cijelom U @ V.

Neka su sad (e;)i2; i (f;)7-; baze vektorskih prostora U iV respektivno. tada su dualne
baze (ef)i2, 1 (f})j=; baze za Ui V' pa je (ef @ f} )” 1 baza za U’ ® V'. Djelovanjem na
elemente baze od U®V (ei® f;)iy2, vidimo da je (¢(ef @ f7));5Z, linearno nezavisna familija
funkcionala. Prema tome, po teoremu o rangu i defektu, gb je izomorfizam prostora. O]

Napomena. Zbog gornje propozicije, kad god ne uvodimo dvosmislenost, za v’ € U’ i
v € V' sau ® v oznacavat ¢emo element duala (U ® V')’ &ije je djelovanje na elementarnim
tenzorima dano gornjom propozicijom.

Povezimo konac¢no tenzorski produkt sa bilinearnim formama s kojima smo zapoceli.
Sljedeca lema formalizacija je uvodnih opservacija o bilinearnim formama.

Teorem 10. Neka su U i V' wvektorski prostori nad R. Za bilinearnu formu A : U x V — R
postoji jedinstven linearan operator A € (U @ V') takav da za sve u € U iv € V wvrijedi:

A(u,v) = L(u ® v).
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Ako su (e;)i%y i (fj)j=1 baze prostora U iV respektivno, a (e;)iZ, i (f})j=, dualne baze tim

bazama, tada je
A= Aei fy) - (e; @ f),

i=1 j=1
gdje smo (ej ® f7) poistoujetili s elementom iz (U @ V)" kao u prethodnoj napomeni.
Obratno, za svaki funkcional A € (URV') postoji jedinstvena bilinearna forma A : U x V — R
zadana S:

A(u,v) = Mu®@v).

Kako su oba preslikavanja linearna, to znaci da postoji izomorfizam vektorskih prostora bili-
nearnih formi na U x V' i linearnih funkcionala na prostoru U @ V).

Dokaz. Neka su (e;)i%; i (f;)j=, baze prostora U i V respektivno. Zbog toga sto je (e;® f;);" "
baza prostora U ® V', mozemo zadati A € (U ® V')’ na elementima baze kao

e @ f) = Aes, f5)-

Tada za proizvoljne u € U iv € V dane s u = ) uie; i v =), v; f; vrijedi:

U) = ZUinA(eia f]) = Zuivj)\<€i & f]) =\ (Z(Uzez) ® (%’fj)) — )\(u ® U)

.3 1,J

1]1

Druga tvrdnja sad slijedi naprosto iz zapisa A u dualnoj bazi ((e; ® f;)*);Z, i poistovjecivanja
e;® fii (e; ® f;)* kao u prethodnoj napomeni. O

Dakle, bilinearne forme na produktu prostora prikazali smo pomocu linearnih funkcionala
na tenzorskom produktu. Medutim, stvarna vaznost navedenog pristupa vidi se u moguénosti
generalizacije ovog pristupa. Naime, zbog asocijativnosti Kroneckerovog produkta gornji
racun jednostavno se generalizira na proizvoljnu multilinearnu formu.

Teorem 11. Neka je A : Uy X --- x U, — R n-multilinearna forma. Tada postoji jedinstvens
element iz A € (U3 ® --- @ U,) takav da sve vektore uy, ..., u, vrijedi:

Aug, ... uy) = AMup @ -+ - @ uy,)

posebno, vrijedi:

A= Z Aeiy, ... ein)e;, ®---®ef

7/17

Obratno, za svaki funkcional \ € (U1 ® - ®U,)" postoji jedinstvena multilinearna forma
A:U x---xU, =R zadana s:

A<u17"’7un> :)\(U1®®Un)

Kako su oba preslikavanja linearna, to znaci da postoji izomorfizam vektorskih prostora mul-
tilinearnih formi na Uy X --- x U, i linearnih funkcionala na prostoru Uy ® - -- @ Uy,).

11



Dokaz. Kao i u proslom dokazu vidimo da mozemo zadati funkcional A na elementima baze
(eﬁj) R ® ez(»:))fllv’_'_'."’i":l za prostor U; ® --- ® U, buduéi da navedeni produkt predstavlja
matrice koje samo na jednom mjestu imaju jedinicu. Dokaz je sada potpuno analogan pret-

hodnom teoremu O

Prethodni teorem nam kaze da multilinearnu formu mozemo promatrati kao linearan funk-
cional na vektorskom prostoru koji je tenzorski produkt vektorskih prostora domena multili-
nearne forme. To nam omogucava da koristimo rezultate iz linearne algebre i za multilinearne
forme pa napokon mozemo odgovoriti na pitanje s pocetka - kada mozemo proizvoljno zadati
vrijednosti multilinearne forme na nekoj familiji uredenih n-torki vektora.

Korolar 12. Nekasu Uy, ..., U, vektorski prostoriik = [[7_, dim(U;). Neka je (ugl), . .ugn))le
familija uredenih n-torki vektora takvih da je uz(j ) e U; za sve 1, j. Tada za svaki niz realnih
brojeva (c;)¥_; postoji multilinearna forma A : Uy x - -+ x U, — R takva da je:

(1)

i

()

- u(n))i?“:1 linearno nezavisna. Ako su u;”’ vektor stupci

7

ako i samo ako je familija (u
koeficijenata uz vektore baze od ugj )1 prostoru Uj, to je ekvivalentno s tvrdnjom da je matrica

We..oa™ ... g» ®...®a;€n>]
punog ranga.

Dokaz. Ekvivalenciju ranga matrice vektor stupaca i linearne nezavisnosti vektor stupaca
znamo s linearne algebre.

Po prethodnom teoremu postojanje multilinearne forme ekvivalentno je postojanju line-
arnog funkcionala na tenzorskom produktu za koji vrijedi:

)\(ug-l)@---@ug-n)) =c;, Vj=1,2,...k,

Sto je pomocu zapisa operatora u bazi ekvivalentno s postojanjem rjeSenja jednadze
T o) o i e o i) =l al

Sa linearne algebre znamo da ta jednadzba ima rjeSenje za za proizvoljni niz (c;)¥_, ako i samo
ako je dana matrica regularna. O]

Bududi da smo tenzorski produkt uveli vrlo operativnom definicijom, koristeci ¢injenicu da
je svaki linearni funkcional prikaziv matricom, sljedeci teorem povezuje teorem kojim direktna
je posljedica definicije i svojstva 4 teorema [I]i prethodnog teorema.

Teorem 13. Neka su U;,V;, = 1,2,...,n vektorski prostori i neka su (e;;); i (fi;); baze
za U; 1 V; respektivno. Za u; € U; oznacimo sa u; vektor stupac koeficijenata od w; u bazi
za U;. Za linearne operatore K; : U; — V; oznacimo sa K; matrice tih operatora u paru
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napisanih baza. Ako je A : Vi x -+ x V,, = R multilinearna forma, tada postoji matrica
A € MLdm(V)-dim(Va)(RY tako da vrijedi:

A K u, .. Kyup) = ME @ - @ K (g @ -+ - @ i),
gdje su produktt @ na desnoj strani kroneckerovi produkti matrica.

Dokaz. Djelovanje funkcionala na prostoru dimenzije dim(V;)...dim(V;,) u odredenoj bazi
dano je djelovanjem matrice iz MHdm(V1)--dim(Va) (R) na vektor stupac koeficijenata elementa.
Po svojstvu 4 teorema (1] slijedi tvrdnja. O

3.1 Opceniti tenzorski produkt

U ovom odjeljku skicirat ¢emo standardnu algebarsku konstrukciju tenzorskog produkta pro-
izvoljnih vektorskih prostora neovisnu o dimenziji i bazi prostora koju smo htjeli izbjeé¢i na
pocetku.

Neka su sada U i V' proizvoljni vektorski prostori (¢ak ne nuzno kona¢no dimenzionalni).
Zelimo definirati tenzorski produkt na takvim prostorima koji ¢e zadrzati svojstva koja smo
dobili definicijom pomocu kroneckerovog produkta. Prvi problem je pitanje Sto je uopce
element u ® v za proizvoljne vektore v € U i v € V i u kojem skupu se nalazi. Dodatno,
ako zelimo da operacija ® zadovoljava neka prirodna svojstva bilinearnosti, onda je nuzno da
elementi u; ® v +us @ v i (u; + uz) ® v predstavljaju isti objekt.

Formalna konstrukcija ide ovako. Za proizvoljne vektorske prostore U i V' definirajmo
skup konacnih linearnih kombinacija uredenih parova [u, v] na sljedeéi nacin:

k
F(U,V) = {Zai[ui,vi],k eN,a; e Ryu; € Uyv; € v} .

i=1
Uz zbrajanje definirmo na nacin da zbrajamo skalare uz iste simbole i mnozenje skalarom
definirano kao mnozenje skalara pred simbolom lako provjerimo da je navedeni skup vektorski
prostor koji nazivamo slobodni vektorski prostor.

Time smo definirali neki skup u kojemu postoje elementi oblika [u, v], ali vidimo da nave-
deni skup ima problem koji smo spomenuli na pocetku - elementi [uq, v] + [ug, v] 1 [ug + ug, ]
razli¢iti su elementi tog skupa. Da bismo popravili konstrukciju, definirajmo skup svih ”os-
novnih” operacija kojima zelimo poistovijeéivati elemente, a to su operacije koje slijede iz
svojstva bilinearnosti koje zelimo ocuvati. U tu svrhu definiramo sljedeéi skup.

S(U, V) ={[ur,v] + [uz,v] — [ug + u2,v] : uy,ug € U,v € V'}
U {[u, v1] + [u, va] — [u,v1 + 03] : u € U vy, v € V'}
U {[au,v] — afu,v] :uw e Uyv € V,a € R}
U{[u, av] — afu,v] :w e U,v € V,a € R}.

Knacno, sa E(U, V') ozna¢imo skup svih konac¢nih linearnih kombinacija simbola iz S(U,V'):
k
EU,V) = {Z%‘fnk eN, fie S} .
i=1
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Lako se vidi da je E(U, V') vektorski prostor i da je E(U, V) < F(U,V) pa sljedeca definicija
ima smisla.

Definicija 4. Kvocijent vektorskih prostora F(U,V)/E(U, V) nazivamo tenzorskim pro-
duktom skupova U i V' i oznacavamo gas U® V. Zau € U iv € V simbol u ® v definiramo
kao:

u®uv = [u,v]+ EU,V).

Prethodna konstrukcija vrlo je opcenita jer ne zahtjeva ni kona¢nu dimenzionalnost pros-
tora i neovisna je o bazi. Medutim, zahtjeva izlete u beskonac¢no dimenzionalne slobodne
vektorske prostore kako bi se konstruirao element u ® v. Takoder, zbog toga $to je definicija
potpuno algebarska, pitanja [P ogranicenosti i dalje ovise o specificnom izboru baze i esenci-
jalno se svedu na racune iz prethodnog odjeljka. Stoga ne¢emo dublje ulaziti u proucavanje
opc¢enitog tenzorskog produkta ve¢ nam je za primjene dovoljno znati da postoji opcenita
definicija. Zainteresirani ¢itatelj moze pogledati formalnu konstrukeciju u [Lan02].

4 Primjene

U ovom odjeljku pokazat ¢emo napokon primjenu prethodnih teorijskih razmatranja na kon-
kretne probleme koji se pojavljuju u raznim podrué¢jima matematike.

4.1 Hadamardove matrice

U ovom odjeljku proucit ¢emo odredeni tip matrica koji se prirodno pojavljuje u mnogim
primjenama.

Definicija 5. Matricu kojoj su svi koeficijenti iz skupa {—1, 1}, a stupci medusobno ortogo-
nalni nazivamo Hadamardovom matricom.

Prvo prirodno pitanje je je li moguce da za svaki n € N postoji Hadamardova matrica
reda n, ali vidjet ¢emo da je to nemoguce.

Propozicija 14. Ako za n € N postoji Hadamardova matrica reda n, tada 4|n.

Dokaz. Ako je H, Hadamardova matrica, tada mnozenjem stupca sa —1 i permutiranjem
stupaca matrica ostaje Hadamardova pa pomnozimo sa —1 sve stupce h; za koje je koji u
prvom retku imaju hi; = —1. Kako je svaki redak u novoj matrici ortogonalan na prvi, a u
prvom retku su sve jedinice, da bi to bilo moguée, svaki redak osim prvog mora imati to¢no
n/2 elemenata jednakih 1 i tocno n/2 elemenata jednakih —1. Permutirajmo stupce tako da
dobivena matrica sada ima oblik:

1 1 1 1
1 ... 1 -1 oo —1
Hn — h3’1 e hg% h37%+1 e h37n
_hn,l . h/n,% hn,%+1 hn,n_




Iz ortogonalnosti m-tog reda na prvi i drugi redak, za svaki m > 3 vrijedi:

1 [& : [ : :
Y DSIES SR ER A0 ST S I 510
j=1 i=1 =

j=241 j=2+1

Odatle zakljucujemo da suma 4 brojeva iz skupa {—1, 1} mora biti jednaka 0, a to je moguce
samo ako je medu njima tocno 2 brojeva jednakih 11 —1. Dakle, 4|n. O]

Pitamo se za koje n € N znamo konstruirati Hadamardovu matricu reda n, medutim
pitanje postojanja Hadamardove matrice reda n = 4k za proizvoljan £ € N otvoren je problem.
Najmanji n za koji se u ovom trenutku ne zna Hadamardova matrica, prema wikipediji je
n = 668.

U nastavku donosimo jednostavnu konstrukciju Hadamardove matrice reda 2%, U tu svrhu
dokazimo najprije sljede¢u lemu.

Lema 15. Ako su H,, i H, Hadamardove matrice reda, tada je i H,, ® H, Hadamardova
matrica reda mn.

Dokaz. 1z definicije Kroneckerovog produkta vidimo da su svi elementi matrice H,, ® H,
jednaki £1, a iz svojstava 4 i 5 u prvom teoremu slijedi:

(H,®H,)"(H,®H,) =(H,®H)(H,®H,) =(H H,QH H,) = (ml,)®(nl,) = mnl,,
O
Prema prethodnoj lemi slijedi da je rekurzivno zadani niz:

Hy, = [1 _11:| i Hoypr = Hy ® Hor

zapravo niz Hadamardovih matrica reda 2*.

4.2 Dekompozicije likova i tijela

Primjer 1. Dokazite da se pravokutnik sa stranicama a i b moze particionirati u konacno
mnogo kvadrata ako i samo ako je a/b € Q.

Rjesenje. Neka je pocetni pravokutnik [0, a] x [0, b] i neka je neka je (z;,y;)~, skup svih vrhova
svih kvadrata u pravokutniku. Promotrimo vektorski prostor

V =spang({zs,y; 11 =1,2,...,N}).

Kako mu je sustav izvodnica konacan, V' je konac¢no dimenzionalan vektorski prostor pa
mu mozemo konstruirati tenzorski produkt pomocéu Kroneckerovog produkta i po volji oda-
brane baze (ovo navodimo samo da pokazemo da koristenje aksioma izbora koji je nuzan
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za konstrukciju baze od R nad poljem Q nije nuzno u zadatku). Ako je proizvoljan pra-
vokutnik [zg, .| X [yo, yn] particioniran na pravokutnike oblika [x;, z;41] X [y;, yj+1] t.d. je
o <0 < Ty Yo < -+ < Yp, tada je

(@ — 21) @ (Yo — 1) = (Z(% - I11)> ® (Z(yj - yjl))

i=1 j=1
= Z Z(l“z —xi-1) @ (Y; — Yj-1)
i=1 j=1

Pretpostavimo sad da je pravokutnik [0, a] x [0, b] podijeljen na n kvadrata, (K;),, sa strani-
cama duljine (¢;)"_;, podijelimo veliki pravokutnik svim pravcima na kojima lezi neka stranica
kvadrata K;, tada koriStenjem gornje formule najprije za raspis sume po svim malim pravo-

K; vidimo da vrijedi:
a®b= Z ¢ & ¢
i=1

Ako je a/b ¢ Q, to znaci da su a i b linearno nezavisni nad Q pa postoji linearni funkcional
[ € V' takav daje l(a) =11 l(b) = —1. Tadazal®l € V' ® V' iz gornjeg identiteta vrijedi:

n n

—1=1(a)l(b)=((2)(axd) =(1x1]) (Z ¢ ® cl-) => (@h(c@c)=> ()

i=1 i=1

gdje smo u prvoj i zadnjoj jednakosti poistovjetili R sa 1 x 1 matricama te koristili pravila za
matricni produkt. Dakle, dobili smo da je —1 jednak sumi kvadrata i to je o¢ita kontradikcija.
Dakle, ako se pravokutnik moze particionirati na konacéno kvadrata, mora vrijediti a/b € Q.
S druge strane, ako je a/b € Q, tada postoji z € R te p,q € N, takvi da je (p,q) = 1 i tako
da vrijedi @ = pzr, b = gr. Medutim, to znaéi da pravokutnik mozemo podijeliti na pgx?
kvadrata sa stranicom duljine z. O

Elementarnim geometrijskim opservacijama moze se pokazati da za svaka dva poligona
koji imaju istu povrsinu vrijedi da se jedan moze isjeé¢i na kona¢no komada i presloziti ih tako
da se dobije drugi poligon (zadatak za DZ). Hilbert je postavio pitanje vrijedi li analogna
tvrdnja u 3 dimenzije, tj. ako dva poliedra imaju isti volumen, moze li se uvijek jedan isjeci
na konac¢no komadiéa i presloziti tako da dobijemo drugi. Odgovor je negativan, a ideja
dokaza je slicna prethodnom teoremu.

Primjer 2 (Dehnova invarijanta). Postoje poliedri P i @) takvi da se P ne moze rastaviti u
konacan broj manjih poliedara i presloziti ih tako da ¢ine poliedar Q).

Rjesenje. Za poliedar P oznac¢imo sa Mp skup svih kuteva medu susjednim stranicama po-
liedra i dodajmo u skup 7. Neka je f linearan funkcional nad vektorskim prostorom R nad
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Q takav da je f(m) = 0. (kao i prije mozemo zapravo raditi na kona¢nom prosirenju da
izbjegnemo koristenje aksioma izbora). Definirajmo Dhenovu invarijantu kao:

D(f,P)=) (& f)e®ale))

eeP

gdje je e brid poliedra P, [(e) funkcional koji je jednak duljini brida e, a a(e) kut medu
stranicama koje se sastaju u e.

Teorem 16. Neka je P poliedar sa kutevima o, ...y @ b1, ..., By respektivno koji isijecemo
u poliedre Py, ..., P,. Ako je f linearan funkcional na konacnom prosirenju od R nad Q takav
da je f(m) =0, tada je

D(f,P)=>_D(f,P)
i=1
Dokaz. Definirajmo ”masu” brida e kao:

mfe, f) = l(e) - flale))

Kako je P dekomponiran u Py, ..., P,, pogledajmo uniju svih bridova svih komada P;. Ako
je € neki od bridova od P, tada je suma diedralnih kuteva po P;-evima koji se sastaju u €
jednaka diedralnom kutu od P u € Ako je neki ¢ sadrzan u stranici od P, tada je suma
svih diedralnih kuteva od P; koji se sastaju u e jednaka 7 pa je masa takvog brida jednaka
0 te ako je e brid koji se nalazi unutar P, tada je suma svih diedralnih kuteva od P; jednaka
27 pa je opet masa takvog brida jednaka 0. Prema tome, Dehnova invarijanta je invarijanta
dekomponiranja. O]

Prema prethodnom teoremu sad je dovoljno naci dva poliedra koji imaju razlicite Dehnove
invarijante za neke Q-linearne funkcije f da bismo pokazali da se jedna ne moze dekomponirati
i presloziti u drugi. Dokazat ¢emo da su kocka i pravilni tetraedar dobar izbor.

Neka je P kocka. Kako je svaki diedralni kut kocke jednak 7/2, za svaki Q - linearan funk-
cional f za koji je f(m) = 0 vrijedi f(7/2) = f(m)/2 = 0. Prema tome Dehnova invarijanta
kocke jednaka je D(f, P) = 0 za svaki Q-linearni funkcional f za koji je f(m) = 0.

S druge strane, ako je ) pravilni tetraedar sa duljinama stranice 1, svaki diedralni kut
jednak mu je arccos % Pokazemo li da su arccos % i m linearno nezavisni nad QQ, tada mozemo

odabrati linearni funkcional f takav da je f(w) =01 f(arccos %) =1 te za takav f vrijedi

D(f,Q)=06-1(e) - f(arccos %) =6 #0.

Lema 17. Skup {arccos %, 7} je linearno nezavisan nad Q.

Dokaz. Oznacimo 6 := arccos 3. Pretpostavimo da je § = 7, tada bismo imali cos(nf) = +1.
Ako je T,,(x) n-ti Cebisevljev polinom, tada je T},(cos(#)) = n cosf. Znamo da n-ti Cebisevljev
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polinom za n > 2 ima vodedéi ¢lan jednak 2"~! i da je to polinom sa cjelobrojnim koeficijentima
(lako se vidi indukcijom) pa uz gornje pretpostavke vrijedi:

1
+1="T,(=
3

) — 2n—1i

1
g T r(3)

gdje je degr < n — 1. Mnozec¢i obje strane sa 3" dobivamo:
n n—1 n 1
3"=2"""+3 T(g)

Bududi da je stupanj od » manji od n — 1, drugi ¢lan s desne strane djeljiv je s 3 pa dobivamo
kontradikciju. O]

Konacno, iz gornje leme slijedi da su arccos% i m linearno nezavisni nad Q i time smo
zavrsili dokaz teorema. O

4.3 Ogranicenost operatora

Primjer 3 (Miklos Schweitzer 2010.). Postoji li niz (a,)%2, € R, takav da je > oo, a? < oo

n=1"n
1:
o0 o0 2
>(X%) -

n=1 k=1

Rjesenje. Buduéi da navedeni zadatak zahtjeva znanje koje ova skripta ne obuhvaca, rjesenje

upoznat sa potrebnim pojmovima. Neka je T : RY — RN operator zadan beskonaénom
matricom:

{111 11
234115?
010 5 04

T=1loo1 0 o1

Pitanje se tada moze preformulirati u: postoji li niz a € [?(N) takav da je ||Talj;z = +oo.
Oznacimo sa PP skup svih prostih brojeva. Shvatimo li formalno prostor /- ograni¢enih nizova,
I2(R) kao beskonacni tenzorski produkt prostora

BR) = Q) F(R)

pEP

gdje izometricki izomorfizam konstruiramo na sljedeéi na¢in. Ako je rastav na proste faktore
od n dan s:

n:Hka’, k, € Ng (2)

peP
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(gornji produkt je efektivno konacan jer je k, = 0 za sve dovoljno velike p) tada poistovjetimo

en_®e,(£)

peP

gdje je e, n-ti kanonski vektor u pocetnom prostoru, a e(p je k-ti kanonski vektor u p-tom

prostoru. Formalno, to je tenzorski produkt Hilbertovih prostora, ali u detelje ne¢emo ulaziti
u ovom predavanju.
Neka je T}, operator na p-tom prostoru dan beskona¢nom matricom:

Ly 7
011-171%
Tp=001%

Primijetimo da uz gornji zapis za n dan s vrijedi:

(@) (@ 6553)

peP peP

Kako je T, zapravo operator konvolucije s v, = (1,1 ..), njegova [* — [? norma jednaka

' p? p2’ .
je [[vpllny = P (ocjena slijedi iz nejednakosti Minkowskog, a maksimalnost se vidi po nizu

(1,2p, 2, ...) za z, = 1). Po analogonu teorema @ oc¢ekujemo da je

O H P Erern(455) 5 ey = +00.
pEP

pa da bismo formalizirali dokaz, zbog beskona¢nosti produkta imitirajmo dokaz teorema [6]
Neka je € N proizvoljan i za svaki p < z neka je z, € (0,1). Promotrimo niz koji odgovara

elementu
® (344 ) c@¥ - XS @) o @k

p<z \ jp=1 p>x p<z jp=1 p<z p>x

U prijevodu, to je niz a = (a(n))>2, koji ima nenul elemente na pozicijama n € N oblika
n = Hpgmpkp, za k, € Ny i za takav n vrijedi a(n) =[] -, 2. Ocito je takav niz totalno
multiplikativan (vrijedi a(km) = a(k)a(m) za sve k,m € N) pa vrijedi:

= a(k) zp 1
ralin) =am) S~ W < o) [ S C2p = a0 [ 1

k=1 p<zx jp=1 p<zx p
Neka je sad M proizvoljan realan broj. Po ra¢unu znamo da postoji x takav da je Hp<z 1>
M. Odaberimo sad z,-ove dovoljno blizu 1 tako da je [] -, # = [l<. 52 = = M. Tada

vrijedi
T(a)=M -a
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i ||al|;z < oo jer je a konacan tenzorski produkt [? nizova.

Dakle, za svaki M € N znamo da mozemo odabrati niz a™ takav da je [la]lz = 1
i Ta™ = Ma™. Definirajmo a = Y, -, “2% Po nejednakosti trokuta dobivamo da je

lalliz <>, 27" = 1. Nadalje, zbog toga sto je T' zadan matricom sa pozitivnim elementima,
za svaki n vrijedi:
a™") n
Ta > T(Z_n> = 2"a(4 ),
iz ¢ega slijedi
| Taz > 2" |a™"]), = 2.
Dakle, ||Ta||;z = oo, $to smo i htjeli dokazati. O

4.4 ”Tensor power trick”

Tensor power trick obuhvaca Siroku klasu trikova koji se ukratko mogu opisati na sljedeci
nacin. Ako za izraze X 1Y vrijedi nejednakost X < CY i ako iz toga mozemo zakljuciti da
to povlaci XM < CYM za sve M € N, tada vrijedii X <Y zbog toga §to mozemo uzeti M-ti
korijen i pustiti M — oo. Tehniku ¢emo pokazati najprije na vrlo jednostavnom primjeru
preuzetom iz [Kov19).

4.4.1 AG nejednakost
Propozicija 18. Za aq,...,a, > 0 vrijedi
vay ... a, <
Dokaz. Primijetimo najprije da vrijedi:
(e + -+ ay,)" >nlay...a,.

Naime, u raspisu lijeve strane, izraz a; . .. a, u produktu dobit ¢emo na to¢no n! nacina - tako
da iz svake zagrade biramo razlicit a;.

Indukcijom se lako vidi da je n! > ()" pa koristenjem navedene ocjene i uzimanjem n-tog
korijena slijedi:
a + .o + a
Var . a, <4—— (3)

n

Navedena ocjena je ocito slabija od onoga Sto smo htjeli dobiti, ali tu koristimo sljedeéi trik.
Za proizvoljan vektor v € R™ definiramo:

o) = for . valh i Q) = LAl ]
n
Ocjena 3| povlac¢i G(v) < 4A(v) za sve n € Niwv € R*. Neka su sada aq,...,a, > 0
proizvoljni. Definiramo a := (ay,...,a,) i promotrimo vektor a®* € R™. Za njega se lako
pokaze da vrijedi:
k
G(a®k) _ (CL an)% i G(@@k) _ (al + +an>
n



pa koristenjem ocjene (3| slijedi:
Gla) = (G(a®))* < (4A(a®))* = 4F A(a).

Pustanjem k — oo slijedi G(a) < A(a), Sto je i trebalo dokazati. O

4.4.2 Ocjena na broj skoro ortogonalnih vektora

Primjer u ovom odjeljku preuzet je iz [Taol3].

Prirodno u matematici zelimo oslabiti pretpostavke teorema, ali i dalje pokusati dobiti
iste ili barem sli¢ne zakljucke. Zbog takvih potreba uveden je pojam skoro - ortogonalnosti.
Naime, u raznim primjenama oc¢ekujemo da se skoro - ortogonalni vektori ponasaju sli¢no kao
i ortogonalni. Definirajmo formalno.

Definicija 6. Za fiksan ¢ > 0 kazemo da su vektori v, w € R? e-skoro ortogonalni ukoliko je
(v, w)| < e.

Buduéi da se u R? moze nalaziti najvise d ortogonalnih vektora, prirodno je zapitati se
koliko najvise moze postojati jedini¢nih e-skoro ortogonalnih vektora u R?. Za e > 1 iz
Cauchy-Schwarzove nejednakosti za svaka dva jedini¢na vektora u,v vrijedi |(u,v)| < 1 pa
je skup svih jedini¢nih vektora 1-skoro ortogonalan. Zanima nas kako se ponaSa ocjena u
ovisnosti o d i €. Sljede¢a lema daje prvu netrivijalnu ocjenu.

Lema 19. Neka je € < 1 i neka su vy, ..., v, € R? jedini¢ni vektori takvi da je |(v;,v;)| < e

za sve ¢ # j. Tada vrijedi:
d
1+ 2 :
1—¢

Dokaz. Koristeéi Cauchy-Schwarzovu nejednakost, za i # j vrijedi:

|

n <

1 1
lvi = vsll = (lloall® + loj||* = 2(vs, v;))® > (2 — 2e)2.

Odatle slijedi da su kugle oko v;-jeva radijusa pola njihove medusobne udaljenosti disjunktne,
1

tj. familija {K(v;, (55)2)}7, je familija disjunktnih kugala i sve se nalaze unutar kugle

K(0,1+ (%)%) pa kako je volumen kugle u R? radijusa r jednak cyr?, uz konstantu cq > 0,

slijedi
d
1—¢e)\2
ncq 5 < cq

iz ¢ega slijedi rezultat. O

Navedeni rezultat univerzalna je, ali vrlo slaba ocjena kad je € mali. Na primjer, za € = 0,
tj. kad su vektori ortogonalni, iz prethodne leme dobijemo ocjenu n < (1 4 1/2)? iako znamo
da vrijedi n < d iz linearne nezavisnosti. Takoder i svaka ocjena za ¢ > 0 je slabija od
navedene eksponencijalne ovisnosti o d. Sljede¢a lema daje znacajno ojacanje ocjene za male
E.
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Lema 20. Neka je e < d~2 i neka su vy, . .., v, € R? jediniéni vektori takvi da je [(vi, v;)| <€
za sve 1 # j. Tada vrijedi:

- d(1—¢&?)
n< —=.
— 1—de?
Posebno, za € = %d_% slijedi:

n < 2d

Dokaz. Oznacimo sa G € M™(R) Gramovu matricu skalarnih produkata vektora, tj. G =
((vi,v)) =y isa V € MP" matricu V := [v1 ... vp,]. Tada vrijedi G = V'V pa iz prethodne
dekompozicije od G i dimenzija od V slijedi:
r(G) <r(V)<d.

Zbog toga sto su v; jediniéni vektori, slijedi da tr(G) = >, (v;, v;) = n. Nadalje, zbog toga
Sto je GG realna i simetri¢na, moze se dijagonalizirati u nekoj ortonormiranoj bazi pa ako su
(M), svojstveni vektori od G, iz zapisa u bazi u kojoj je matica dijagonalna lako se vidi da
je tr(G) = Z?Zl A2, Kona¢no, zbog ocjene na r(G) < d slijedi da je najvise d svojstvenih
vrijednosti razli¢ito od 0 pa iz ocjene u uvjetu zadatka i Cauchy-Schwarzove nejednakosti
vrijedi:

n+n(n—1)e* > i|<vi,1}j>\ tr(G'G) = Z)\2>—<Z)\) trG)

ij=1

Dakle, vrijedi:
n

n+n(n—1)e* > ’l

i odatle sredivanjem izraza slijedi tvrdnja. O]
Ocjena u prethodnoj lemi asimptotski je zadovoljavajuca za € = %d’% kad d — oo. Naime,
kako su ortogonalni vektori ujedno i %d_%—skoro ortogonalni, mozemo naci d vektora koji su
e-skoro ortogonalni, $to je u skladu sa ocjenom iz leme koja kaze da je n < O(d). Kako gornja
ocjena eksplodira za ¢ — d_%, potreban je novi trik za prosirenje ocjene za ¢ > %d_%. U
tu svrhu koristimo tensor power trik. Primjena trika na analogan nacm kao u prethodnom
primjeru moze se "rijesiti konstante” l i dati ocjenu za 1d 2 <e<d 2 medutim to ostav-

ljamo kao zadatak za zadac¢u i u nastavku dokazujemo nesto jacu lemu kOJa pametnije koristi
strukturu tenzorske potencije vektora i dat ¢e ocjenu u vec¢em rasponu.

(d-l—k 1)

Lema 21. Neka su vy, ...,v, € R? jedini¢ni vektori takvi da je |[{v;,v;)| < 27 L

sve 1 # j. Tada vrijedi:
<9 d+k—1
n f :
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Dokaz. Za dane vektore vy, ...,v, € R? promotrimo v?k, o, v®k Za v € R oznacimo li

koordinatni raspis kao v = > 7| v(j)e;, vrijedi:

d d d
V& = (Z U(j)GJ) K- ® <Z U(j>6j> = Z U(ﬁ) X ’U(jk>6jl Q- ey

Jj=1 Jj=1 JiyesJe=1

Iz gornjeg zapisa vidimo da su koeficijenti uz elemente e;, ®- - -®e;, koji u tenzorskom pro-
duktu imaju isti broj svih vektora baze ey, ..., ey jednaki. Konkretno, koeficijent uz element
baze tenzorskog produkta koja ima r; puta ponovljen element e; za i = 1,2,...,d jednak je
v(1) - v(d)"@. Zapisimo formalno navedenu opservaciju. Za uredenu k-torku (..., i)
brojeva iz skupa {1,...d} ozna¢imo

k _ E
Trl,...,rd - €, @@ Cik>
(41,3 ) ESE,

gdje je S:fl,...,rd skup svih k-torki brojeva iz skupa {1,2,...,d} takvih da sadrze to¢no r;
brojeva i za sve i = 1,2...,d. Prema tome, kako svaki vektor v®* nalazi se u potprostoru
razapetom tenzorima Tfhm“, gdje (r1,...,rq) ide po svim d-torkama nenegativnih brojeva

kojima je suma jednaka k. Taj prostor oznacava se sa Sym®(R%). Kako takvih d-torki ima

(kJrg*l) zakljucujemo da su svi v* elementi vektorskog prostora dimenzije (Hgfl). Kona¢no,
kako je:
1
1(d+k—-1\ 2
k k
of o5 = oot < 5 (T
iz leme [20] slijedi tvrdnja. O]

U praksi je poesbno interesantna ocjena za € = O(d’%) pa je sljededi teorem iskazan na
nacin da se naglasi ojacanje ocjene .

Teorem 22 (Kabatjanskii-Levenstein). Neka je 3 < A < i i neka su vi,...,v, € R?

jedinicni vektori takvi da je |(v;,v;)| < Ad™% za svei # j. Tada vrijeds:
n < (CA2d)°%.

Dokaz. Za dani A trazimo $to manji k tako da vrijedi:

_1)k . .. .
Koristec¢i redom ocjene (dH,z_l) < (dHk—1)" ok > % i 9% > 273 za k > 2 slijedi:

1 - 7i 1
2 k<d+: 1> 2k (d+k—1)"

N

T2k > (d+k—1)77(2e) "2k,

mw
—~
5
=
?r"—‘
I\/
I
e
—~
U
_|_
T
[u—
N~—
|
Nl
Q)



iz ¢ega slijedi, nakon kvadriranja i sredivanja izraza da je dobar svaki k£ za koji vrijedi

27 _
> 2eA*(d—1)
— d—2eA?
Medutim, iz uvjeta teorema slijedi da je A? < g, mozemo odabrati k := |aA?], gdje je
o= (ﬁ — %)_1, ali njegova eksplicitna vrijednost nije vazna. Lema uz ocjene kao ranije za

odabrani k£ impliciraju:

d+k—1\ _ed+k—1)* » 20\ 174
< < -
<2( I )_ i < |ea 1—1—9 d ,

gdje zadnja nejednakost slijedi iz ocjena aA? < k < %ad, tvrdnja zadatka slijedi odabirom C
da bude jednak vecoj od dvije konstante u gornjem raspisu. O]

Gornji teorem nam kaze da broj vektora u R? koji su Ad~2-skoro ortogonalni nalaze u R?
moze biti rasti najvise polinomijalno brzo u ovisnosti o d i pitamo se je li to optimalan rezultat,
tj. je li mogucée da ocjena zapravo linearno raste po d. Odgovor je, pomalo iznenadujuce, da
je ocjena zapravo asimptotski dobra. Naime moze se pokazati (u §to necemo ulaziti u ovom
predavanju zbog koristenja dubokih rezultata) da za proizvoljan K > 1 postoje Cy,Cy > 0
takvi da u R? mozemo izabrati C;d” vektora koji su Csd~2- skoro ortogonalni. Za vise detalja
pogledati [Taol3|.

5 Zadaci

1. Neka su u,v € R" linearno nezavisni vektori. Dokazite da ne postoje a i b takvi da je
URUV—1VRU=a®b.

2. Neka su A i B mnogokuti iste povrsine. Dokazite da je za neki n > 1 moguce A rastaviti
na trokute 77, ...,T), i presloziti te trokute tako da ¢ine mnogokut B.

3. Niz matrica A, zadan je rekurzivno:
101 A Ion
Sl R R e
Dokazite da A,, ima n + 1 razlicitih cjelobrojnih svojstvenih vrijednosti A\; < -+ < A,

sa multiplicitetom (8), (?), ce (Z) respektivno.

Uputa. Iskoristite teorem o spektru Kroneckerovog produkta.
4. Neka je A = [ay,...,a,] matrica gdje su a; vektor stupci.

(a) Dokazite da vrijedi:
| det A < lala-- - [lanl|
te odredite slucaj jednakosti.

Uputa. Svedite na slucaj kada su stupci norme 1 i zapiSite determinantu pomocu
svojstvenih vrijednosti matrice.
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(b) Koristeé¢i prvi dio dokazite da vrijedi:
| det A] < n%larloo -+ flanlloo
te odredite slucaj jednakosti kad je n = 2¥, k € N.

5. Nekaje < A< linekasuuvi,...,v, € R?jediniéni vektori takvi da je [{v;, v;)| < Ad~2
za sve i # j. Dokazite da vrijedi

n<2d¢, C=[—(log, A)™"]
Uputa. Iskoristite tensor power trik kao u dokazu AG nejednakosti i lemu [20]

6. Neka je A € M"™(R) realna matrica takva da je a; = 11 |a;;| < e za sve i # j. Dokazite
da za rang matrice A vrijedi

n

1
A Ayt

Posebno, za e < n™z slijedi r(A) > T.
Uputa. Koristeéi dokaz leme[20]dokazite najprije da za simetri¢ne matrice vrijedi ocjena:

r(A) > TToTy | zatim svedite problem na simetricne matrice.
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