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Tema br. 5:
Fourierova analiza na natjecanjima

Adrian Beker, Aleksandar Bulj

1 Fourierovi redovi - uvod i motivacija

Razmislimo li koje sve glatke 27 - periodi¢ne funkcije znamo, nakon nesto razmisljanja, dosli
bismo do funkcija sin(kz), cos(kx), k € Ny. Nadalje, kako je linearna kombinacija 27 -
periodi¢nih funkcija opet 27 - periodi¢na, dobivamo vektorski prostor kona¢nih kombinacija
trigonometrijskih funkcija koji ¢emo oznacavati sa:

T ={1} U {sin(kx) : k € N} U{cos(kz) : k € N}.

Prirodno pitanje je je li kona¢nodimenzionalan i mozemo li mu odrediti neku bazu? Nadalje,
postoji li neka (neprekidna/glatka) 27 - periodi¢na funkcija koja nije u tom prostoru?

Koristedi trigonometrijske identitete za prevodenje produkta u sumu, lako vidimo da vri-
jede sljedeci identiteti.
2 2m
/ sin(kz)dr = / cos(kr)dr =0, keN
027r ’ 2m
/ sin(kx) sin(lz)dr = / cos(kx)cos(lx)dx =0, k,leN, k#I
0 0
2
/ sin(kz) cos(lzx)dr =0, k,l €N
0271' 2w
/ sin?(kz)dx = / cos*(kr)dv =n, k€N
0 0
Dakle, definiramo li skalarni produkt na skupu Riemann - integrabilnih funkcija na [0, 27| sa:
27
()= [ f@iglods
0

vidimo da su sve funkcije u 7 u parovima ortogonalne. Odatle odmah slijedi i linearna
nezavisnost funkeija u 7. Naime, ako je f(z) = ag + > ;_,(a; cos(jz) + b;sin(jz)) konacna



linearna kombinacija za koju vrijedi f(x) = 0 za sve x € [0, 27], tada iz gornjih ra¢una za
k> 1 slijedi

O:/O f(z) cos(kx)dx

= /O ’ (ao cos(kx) + Z(aj cos(jx) cos(kx) + b; sin(jz) cos(/m:))) dx

J=1

= Tag.

te analognim racunom dobijemo da su svi koeficijenti jednaki 0.

Dakle, span(7) je beskonacno dimenzionalan vektorski prostor, a skup 7 ¢ini ortogo-
nalnu bazu. Navedene opservacije daju poprilicno dobru karakterizaciju prostora span(7),
ali prostor konac¢nih linearnih kombinacija mozemo prirodno povezati prirodno sa poznatijim
prostorom konac¢nih linearnih kombinacija - polinomima u jednoj varijabli.

Naime, iskoristimo li identitete:

ikx —ikx ikex _ _—ikx
cos(kx) = % i sin(kz) = %
i

zakljutujemo da svaku funkciju u span(7) mozemo prikazati > W% odnosno u

cje
) : j=—n
obliku e™"*P(e'*) za neki polinom P stupnja najvise 2n. Dakle, "namatanjem” intervala
[0,27) na kruznicu, zakljuéujemo da je svaka funkcija iz span(7) jednaka vrijednosti na
kruznici neke funkcije f : C — C oblika f(z) = 27"P(z) za neki n € N i neki polinom

P.

Time smo zapravo potpuno okarakterizirali navedeni vektorski prostor pa tako mozemo i
nadi i funkcije koje se ne nalaze u span(T) (zadatak za zadacu), ali ostaje pitanje koje smo
sve funkcije mogli dobiti da smo umjesto kona¢nih suma promatrali sume oblika:

ag + Z a, cos(kx) + by sin(kx)

k=0

Joseph Fourier (1768. - 1830.) mislio da se svaka funkcija moze razviti u red gornjeg oblika,
ali iako to nije istina, njegove opservacije su se pokazale toliko interesantnima i korisnima u
raznim podru¢jima matematike da su pokrenule cijelo podrucje matematike, koje je i danas
aktivno - harmonijsku analizu.

1.1 Teorijski rezultati

Vazna napomena. Bududi da tockovni limes Riemann integrabilnih funkcija ne mora biti
Riemann integrabilna funkcija i Riemannov integral nije u pravom smislu definiran za neo-
granicene funkcije, za proucavanje Fourierovih redova esencijalan je bio razvoj Lebesguove



mjere i Lebesgueovog integrala. Zbog toga u iskazima teorema koristimo LP prostore, ali zbog
primjerenosti predavanja mladim studentima, svaki LP(]0, 1]) prostor ¢éemo tumaciti kao
prostor Riemann integrabilnih funkcija i tvrdnje dokazivati za njih.

Zbog ljepsih normalizacija, koje ¢emo uskoro vidjeti, u ovom odjeljku promatrat ¢emo 1 -
periodi¢ne funkcije umjesto 27 - periodicnih, ali svi rezultati se mogu analogno reformulirati
i za 27 - periodi¢ne promatranjem f(x) = f(2wzx).

Kako je 1 - periodi¢na funkcija potpuno definirana vrijednostima na [0, 1), ¢esto se peri-
odi¢ne funkcije shvacaju kao funkcije definirane na torusu T, $to je skup [0, 1) koji uz zbrajanje
definirano sa z @ y := {z + y} (gdje je {x} =z — |z]) ¢ni grupu.

U zelji za $to manje apstrakcije, u daljnjem tekstu ¢emo oznaku T koristiti u sljedecem
kontekstu:

o f: T — C predstavlja 1 - periodi¢nu funkciju na R sa vrijednostima u C.

. fT f oznacava integral 1 - periodi¢ne funkcije f po bilo kojem intervalu duljine 1. Naime,
ako je f 1- periodi¢na, tada za svaki a € R vrijedi faHa flx)dx = fol f(x)dz pa je
definicija dobra.

U nastavku ¢emo trebati integrale kompleksnih funkcija pa navedimo jednostavnu defini-
ciju tog integrala.

Definicija 1. Nadalje, za f : [0,1] — C definiramo integral funkcije kao zbroj integrala
realnog i kompleksnog dijela:

/01 f(z)dx == /01 R(f(x))de +i /01 S(f(x))dx

Kako bismo mjerili sli¢nost funkcija, uvodimo sljedece funkcije norme.

Definicija 2. Za f : T — C definiramo:

[f1lu = sup [f()].

z€[0,1]

te ako je f integrabilna, za 1 < p < co definiramo:

1 Lo = ( / |f(x)|”da:)p |

Radi kraceg zapisa, kad se prostor po kojem integriramo podrazumijeva, pisemo samo || f||,.

Za prvu funkciju se lako provjeri da zadovoljava svojstva norme, dok za drugu nejednakost
trokuta nije oc¢ita. To je sadrzaj sljedeceg teorema



Teorem 1 (Nejednakost Minkowskog). Za integrabilne funkcije f,g € L*([0,1]) vrijedi:
1f 4+ glls < 11l + llgllp-

Nastavljamo sa razvojem Fourierovih redova. Primijetimo da se uz definiciju
en(x) = e*™  n c 7.
svi identiteti iz mogu sazeti u

1, m=n

1
Coms €n) = eQﬂimxe—ZTrinxdw — 2)
enen) = [ oo )

U prijevodu, koriste¢i kompleksne identitete, zakljuéujemo da je {e, : n € Z} je ortonormi-
rana baza prostora kona¢nih linearnih kombinacija 1 - periodi¢nih trigonometrijskih funkcija
{sin(27kx), cos(2rkz) : k € Ny} . Zbog jednostavnog identiteta (2) ¢emo u nastavku koristiti
navedenu bazu umjesto trigonometrijskih funkcija.

Definicija 3. Za f € L'(T) uvodimo oznaku

-~

1

fo = (fen) = [ fa)e s
0

za projekciju funkcije f na e,.

Cinjenicu da je e, ortonormirana baza mozemo zapisati na nacin da za svaku linearnu
kombinaciju 1-periodi¢nih trigonometrijskih funkcija postoji dovoljno velik n takav da vrijedi

F= (frepes =Y flie;
j=-n j=-n
Uvedimo oznake za parcijalne sume reda funkcija.
Definicija 4. Za f € L'([0,1]) definiramo sljede¢e operatore parcijalnih suma
Sulfl@) = Y Fli)em
j=-—n
i sljedec¢i operator prosjeka prvih parcijalnih suma

o 1 - . |J| T\ 2mijx
ool =y sl = T (1= L) Fper

l7|<n+1

Uskoro ¢e biti jasno zbog ¢ega je drugi operator vazan, ali va¢ po Cesaro - Stolzovom te-
oremu znamo da ako za neki x € [0, 1] postoji lim,,_, Sy,[f](2), onda postoji i lim,, .« o, [ f](2)
pa zakljucujemo da je konvergenciju druge sume lakse (ili barem jednako tesko) dokazati.

Uvedimo sljede¢u vaznu operaciju na funkcijama.

4



Definicija 5 (Konvolucija). Za f,g € L'(T) definiramo funkciju f*¢g: T — R sa
frow) = [ S =iy = [ fwgta )y
T T
Promotrimo sada ekvivalentne zapise gornjih operatora.
Lema 2. Za f € L'(T) vrijedi:

Sulfl(@) = [+ Du(x) i onlfl(x) = f* Falx),

gdje su

D, (x) = sin((?n + 1)mx) i Fy(x) = 1 sin((‘n + D7)\’
sin(7x) n+1 sin(7x)
funkcije koje nazivamo Dirichletovom i Fejerovom jezgrom.

-~

Dokaz. Zapisemo li po definiciji f(n), tada vrijedi

S = 30 [ s i =[5 e fgay

j:—n Jj=—n

—2minx

[zlucivanjem e i koristenjem sume geometrijskog niza dobijemo:

n 2mi(2n+1)z 2ri(n+2)e _  —2mi(n+i)z :
2 : p2rije _ ,—2mina € (er+lr 1 _€ (nt3 e~ 2milnt3) _sin((2n + 1)7x)

627ri:v -1 €i7rac _ e—iﬂ'x SiIl(T('I)

j=—n

i time je dokazana prva jednakost.

Za drugu jednakost, koriste¢i gore izvedenu formulu za Dirichletovu jezgru i teleskopira-

njem izraza:

sin(t) sin((25 + 1)t) = cos(2jt) — cos((25 + 2)t)

2
uz t = mx, dobivamo
iD (2) = sin((2j + )mz) 1 —cos((2n+ 2)wz) (sin((n + 1)7mc))2
n - . - <92 - .
= = sin(mx) 2sin”(7x) sin(mx)
pa vrijedi:
1) = [ 1) D Dute )iy = 1 R
B N TR B et A
sto je i trebalo dokazati. O

Vazno svojstvo konvolucije je to da u frekvencijskoj domeni predstavljaju mnozenje koefi-
cijenata.



~

Lema 3. Neka su f,g € L'(T). Tada vrijedi f/*\g(n) = f(n)g(n)

Dokaz. 1z Fubinijevog teorema i zamjene varijabli z — y — z slijedi:

—

fxgn)= /Tf % g(z)e 2m ey = ., Fla — y)g(y)dye > dy;

= /T/Tf(x — y)6727rin(av*y)dxg(y>ef27riydy :/J?(n)g(y)e%iydy
= f(n)g(n)

T

[]

Alternativni dokaz. Dokaz za konacne kombinacije elemenata baze mozemo vidjeti i jednos-
tavnije. Neka su f(z) = > a;e*™*ig(x) =370 bre?™* e Tada koristenjem identiteta
(2) vrijedi:

f * g<$> _ / Z ajbke%rij(xfy)e%rikydy _ Z ajbk€27rijx / eQwi(kfj)ydy _ Z ajbj€2m'jz.
T -

Ji:k k,j J

Sada se iz desne strane iscitaju Fourierovi koeficijenti. O

Nastavimo sa tehnickom lemom o aproksimaciji integrabilnih funkcija neprekidnima. Na-
vedena lema vrijedi za sve LP norme za p € [1,00), ali predava¢ nije upoznat sa dokazom koji
ne koristi neku varijantu Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji za p > 1.

Lema 4. Neka je f € LY(T). Tada za svaki € > 0 postoji neprekidna funkcija g takva da je
If =gl <e.

Dokaz. Neka je e > 0 proizvoljan, M := sup,cjy|f(z)]. Po definiciji gornje Darbouxove
sume postoji particija 0 = 29 < 27 < --- < zy = 1 i funkcija h(x) = Z;V:_Ol M;1g; 2,41y, gdje
je Mj := SUDucly; 2. 1] f(x) koja odgovara nekoj gornjoj Darbouxovoj sumi za koju vrijedi

/01 (r)dr — & < /01 fla)de < /01 h(z)dz.

Po definiciji funkcije h vrijedi f(x) < h(z) pa tvrdimo da mozemo definirati funkciju g
kao modifikaciju funkcije h tako spojimo visine M;_; i M; na malim okolinama tocke z;, a
da integral ne povecamo za vise od 5 ukupno.

To napravimo na sljedeéi nacin Ako je M;_; < M;, onda mozemo funkciju h na intervalu
[z; — d;,x;] zamijeniti pravcem koji spaja tocke (z; — d;, M;_1) i (z;,M;), dok u slucaju
M;_; > M; modificiramo analogno funkciju desno od z;. Konacno, moramo paziti i da je
9(0) = ¢g(1) pa modificiramo funkciju h na okolini 0 ili 1 na isti nac¢in kao i ranije, samo za
brojeve My i M,.



Gore navedenim postupkom integral funkcije pove¢amo za sumu povrsina trokuta od kojih
svaki ima povrsinu ;M pa odabirom dovoljno malog ¢; oko svake tocke z;, tako da vrijedi
>_;0;M < 5 dobivamo funkciju g za koju vrijedi f(z) < g(x) i

o< [110) - 9wlir = [ (o)~ @0 < [ wtoyto 5~ [ s <

-~

Lema 5 (Riemann - Lebesgueova lema). Za f € L'(T) vrijedi lim, 1o f(n) = 0.

Dokaz. Dokazimo najprije tvrdnju za neprekidne funkcije. Zbog €™ = —1 vrijedi

]?(n) = /Ef(x)e—%rim:dx _ _/Tf(l,)e—%rm(x—;n)dx

pa uzimanjem prosjeka gornja dva integrala i koristenjem nejednakosti trokuta dobijemo

Foon <5 [|r -1 (e 35)

Sa analize znamo da je neprekidna funkcija na kompaktnom skupu uniformno neprekidna.
Prema tome, ako primijenimo tvrdnju na malo veéi skup od [0, 1], npr. [—1/2,3/2], za-
kljuéujemo da za svaki dovoljno velik n i za svaki x € [0, 1] vrijedi

dx.

£(@) ~ fla -5 <

pa iz proizvoljnosti € > 0 nakon integriranja slijedi tvrdnja.
Ako je sada f proizvoljna Riemann integrabilna funkcija, tada po prethodnoj lemi postoji

neprekidna funkcija g takva da je [|f — g| < 5 pa vrijedi:

€

f(n) —G(n)| = < /Tlf(x) — g(x)|dz < 3

/T (f(2) — g(a))e > du

Odabirom proizvoljnog € > 0 i koristenjem prethodnog dijela dokaza, znamo da je g(n) < §
¢im je n dovoljno velik. Iz nejednakosti trokuta i prethodne ocjene zaklju¢ujemo da ¢im je n
dovoljno velik, vrijedi

-~ ~

[f(n)] <[f(n) =g(n)| +[g(n)| <e.
Kako je ¢ > 0 proizvoljan, slijedi tvrdnja. O]
Sljedeca lema kljuc¢ni je rezultat ovog predavanja.

Teorem 6 (Fejerov teorem). Ako je funkcija f € LY(T) neprekidna u tocki x € T, tada
oulfl(x) — f(x). Ako je dodatno f € C(T), tada je konvergencija uniformna, tj. vrijedi
aalf] = f.



Dokaz. Fejerova jezgra zadovoljava sljedec¢ea svojstva:

(S1) [y Fu(x)da = 1.
(S2) F,(z) >0, zasve x € [0,1]

(S3) Za § > 0 vrijedi:
lim F,(z)dz = 0.

e J(=o.8)

Prvo svojstvo slijedi iz jednadzbe i definicije:

/01 Falo)de = /o1 (ni 1 Zn;Dj@O o= ni 1 Xn;/ol Dj(z)dx = 1.

Drugo svojstvo slijedi iz , dok za trece svojstvo primijetimo da iz iste jednadzbe i ocjene
sin(t) > St zat € [0, 5] (koja je posljedica konkavnosti funkcije sinus na [0, 7]) slijedi

C 1
Fn<$) < W,ZL’ c [0, 5}

2 7] 1
/ F(x)dx < ¢ /2 —dt < ¢ (— — 2) .
(_676c) n —f- ]_ ) t n —|— ]_ 5

pa pustanjem n — oo slijedi tvrdnja.

pa vrijedi:

Za dokaz prve tvrdnje teorema odaberemo ¢ > 0 tako da je |f(z —y) — f(x)| < § za sve
y < 6. Oznacimo i M = sup,¢j | f(x)]. Tada vrijedi

oulf1(@) — fa)] = / (fle—y) - f(l’))Fn(y)dy‘

< / F(@— ) — F(@)|Faly)dy + / @ —y) — f(@)|Faly)dy

|
0 (—6,0)¢

< a/ Fo(y)dy + M Fu(y)dy
0 (—6,6)°

€

2 (_5’5)6
gdje smo u prvom redu koristili svojstvo S2, u drugom nejednakost trokuta i svojstvo S1.
Konacno, koristeéi svojstvo S3 zakljucujemo da je posljednji izraz manji od € ¢im je n dovoljno

velik.

Dokaz druge tvrdnje je isti samo primijetimo da u slu¢aju neprekidne funkcije mozemo
odabrati § > 0 neovisno o x buduéi da je neprekidna funkcija na kompaktnom skupu T
uniformno neprekidna. ]



Napomena. U prethodnom rezultatu nismo mogli promatrati promatrati S,[f] umjesto
onlf] jer jezgra od S, ne zadovoljava svojstva S2 i S3, a moze se pokazati (ali iz) da postoji
neprekidna funkcija ¢iji Fourierov red ne konvergira u proizvoljnoj tocki, recimo = = 0.

Sljededi teorem djelomicno odgovara na pocetno pitanje o razvoju funkcija u beskonacnu
sumu umjesto konacne.

Teorem 7 (Parsevalov teorem). Neka je f € L*(T), tada vrijedi

1f = Sulflllz2 = 0.

Posebno, to znaci

Sl = / (@) P

neZ

Napomena. Dokaz koji prestavljamo dokazuje tvrdnju samo za f € C(T) umjesto za Ri-
emann integrabilne funkcije jer svaki dokaz kojeg je autor svjestan opcenitije funkcije zahtjeva
neki oblik Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji.

Dokaz. Suma u drugom dijelu iskaza je suma pozitivnih brojeva pa ne ovisi o poretku sumi-
ranja i limes postoji. Oznac¢imo

BT 77 N2
8= lim > [F)I
j=-n
Iz ortonormiranosti funkcija e; slijedi
D FOP = 11SalfllE i (F = Salf), Sulf]) =0
j=-n

pa iz definicije od S i Pitagorinog poucka u obliku

LAIE = 1 = Sal A2 + 1S LA

slijedi da su tvrdnje u iskazu teorema ekvivalentne.

Dokazimo da je lim, oo ||f — Sn[f]|l2 = 0. 1z nejednakosti trokuta vrijedi
1f = Suflla < IIf = oulflllz + llonf = Sulf]ll2- (4)

Neka je e > 0 proizvoljan, i neka je ng t.d. je S(ng) =: Z|j|>no|fA(j)|2 < £. Iz Fejerovog
teorema postoji n; € N takav da za sve n > ny vrijedi ||f — o,[f][|. < § pa slijedi

I = oulfllls = ( / 1) - Un[f](fv)lzdfc)é <1 = ol ( / 1 m)g -

9

Wl M



S druge strane, za n > ng vrijedi

ot - .13 = 3 LIFOE < ¥ Mo+ Y LifiE < st

U\<” \J\Sno no<|jl<n
Biranjem dovoljno velikog n da je "2 < £, iz prethodne ocjene i dobivamo da za dovoljno
velike n € N vrijedi
If = Sulflll2 <&,
Sto je i trebalo dokazati. O]

ZapiSsemo li prethodni rezultat neformalno u obliku

77 _” § f 27rzna:

n=—oo

to je zapravo rezultat koji smo htjeli na pocetku, ali uz vaznu napomenu da konvergencija
na desnoj strani nije tockovna nego u smislu da L? norma razlike konvergira u 0 .

Da bismo gornju konvergenciju u smislu norme zamijenili tockovnom, potrebno je zah-
tijevati nesto jaci uvjet na glatkoéu funkcije. Navodimo samo iskaz jer dokaz ne stignemo
napraviti na ovom predavanju.

Teorem 8 (Dirichletov teorem). Neka je f € LYT) takva da za svaki x € T postoje
limy, f/(¢) i limy,y f'(t). Tada za svaki x € R vrijedi

myx f(ﬂ?-F) + f(ﬂ?—)
i 3 7 T

j=-—n

gdje je f(x+) =limy_,t 7 f(x—) = limy, f(t).
Posebno ako je f € CY(T), tada za sve x € R vrijedi

Tim 37 F()e = f(a).

j=-n

1.2 Primjene

Kao prvu primjenu navodimo rezultat koji je dio rezultata o ekvidistribuiranosti niza ({ka})xen
za iracionalan broj a.

Primjer 1. Neka je o € R iracionalan broj i f € C'([0,1]). Dokazite da je



Rjesenje. Dokazimo najprije tvrdnju funkcije f oblika f(z) = €™ j € Z. Kada je j = 0,
obje strane su jednake 1. Za j # 0 vrijedi fo z)dr = 0 i zbog toga §to je « iracionalan,
vrijedi €277 =£ 1 pa zakljuéujemo da vrijedi

Z f({ka})

Nadalje, po linearnosti obje strane jednakosti, tvrdnja vrijedi za sve funkcije f oblika f(z) =
Z;V:—N aj627rijx‘
Proéirimo tvrdnju sada na sve neprekldne funkcije. Neka je € > 0 proizvoljan. Oznac¢imo

Lo(f) = 2 Xy f(fka}) 1 1(f) = [ £(

Po Fejerovom teoremu postop Ny € N takav da za sve N > Ny vrijedi || f — on[f]|l. <
Po nejednakosti trokuta za sumu i integral to iznaci da za sve n i za sve N > N vrijedi

1— 627mj(n+1)a
(= o)

2

2mijka
< n’l _ eQﬂ’ija’

— 0, n— oo

£
5

Lo(f —onlfDl <5 & [(f=onlfDl < 5.

Po prvom dijelu zadatka, buduéi da je Fejerova jezgra funkcija navedenog oblika, postoji ng
€

takav da za sve n > ng vijedi |L,(on[f]) — I(on[f])| < § pa koristeci nejednakost trokuta
zakljucujemo da za sve n > ng vrijedi:

| Ln(f) = I(N) < |Lu(f = onlf]) = I(f = oulfD] + |Ln(on[f]) = I(on[f])] <e.
O

Primjer 2 (Weierstrassov teorem o aproksimaciji). Za neprekidnu funkciju f : [a,b] — R i
proizvoljan £ > 0 postoji polinom p takav da je ||p — fl. < e.

Dokaz. Promatranjem funkcije f; : [—1,1] — R zadane s fi(z) := f(“Ter + I’_T‘%) mozemo bez
smanjenja opéenitosti pretpostaviti da je [a,b] = [—1, 1].
Definirajmo sada funkciju g : [—3, 3] — R sa

g(x) := f(cos(2mz)).

Ona je ocito neprekidna, parna i 1 - periodi¢na. Zbog parnosti funkcije g, vrijedi:

g(—n) = /g(:z:)e%imdac = |:U — —J;| = /g(—x)e%im’dx = /g(:v)e%imdx =9(n),
T T T

a zbog toga sto je g realna i prethodnog racuna slijedi:

30 = / g(w)e2minady = / gaeTds = [ gla)e*™*da = g(-n) = gin)

T

pa zaklju¢ujemo da je g(n) € R za sve n € Z.
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Koriste¢i prethodne opservacije racunamo slijedi

o) = 3 (1= LY gy

30 + z (1= L Yt 4 oo

n-+1

=3(0) +2 Z (1 - %) 9(j) cos(2mjx).

Indukcijom po j se lako vidi da se se funkcija cos(jt) moze zapisati kao polinom stupnja j u
varijabli cos(t), a polinom 7} za koji vrijedi cos(jt) = T};(cost) zove se Cebisevljev polinom 1.
vrste pa iz gornjeg raspisa zakljucujemo da postoji polinom p,, stupnja najvise n takav da je

oulg](x) = pp(cos(2mz)).
Biranjem n dovoljno velikog slijedi da za svaki x € [0, 1], iz teorema @ slijedi da je

sup |g(x) — p(cos(2mz))| < e.

z€[0,1]
Prethodno znaci posebno i da je supxe[o,%]\f(cos@ﬂx)) — p(cos(2mz))| < e pa supstitucijom
y = cos(2mx) slijedi sup,¢;_q 11| f(y) — p(y)| < &, Sto je i trebalo dokazati. ]

Sljedec¢a primjena je dokaz poznatog identiteta.

Primjer 3 (Basel problem). Dokazite da je S°° L = ="

n=1 n2 6
Rjesenje. Neka je f definirana kao 1-periodi¢no prosirenje funkcije x +— |:E|]l[_%,%}. Tada je

~ 1 1

f0) = [2|a|lde = 2 [? dx = ;. Nadalje, bududi da je f parna funkcija, to je funkcija
2

x — f(x)sin(2mnx) neparna pa je njen integral po simetricnom intervalu oko 0 jednak 0.

Koristenjem navedene opservacije i parcijalne integracije, slijedi:

1

J?(n) = /2 |z|e 2" dy = /2 |z| cos(2mnx) = 2/2 x cos(2mnx)dx

1 1
3 3 0

1 1
in(2 2 1 2
= I—sm( ) - — sin(2mnx)dx
™m .o TN Jg
—1 4 cos(mn) 1
- 2m2n? T Loz1(n)

Budu¢i da funkcija zadovoljava uvjete Dirichletovog teorema, primjenom teorema u tocki

x = 0 dobijemo da je Z;io m = 7;—2, ali kako taj teorem nismo dokazali, zbog potpunosti

12



dokaza u nastavku koristimo Fejerov teorem i Cesaro - Stolzov toerem za dokaz navedene
tvrdnje.

Koristec¢i Fejerov teorem za x = 0, znamo da je

2j+ 1 1
2n+1) 72(25 + 1)’

n—oo

0= f(o) = Jim l0) = § - fim 53 (1
=0

odnosno ekvivalentno:
n 2

27+1 1
im 57 (1 2E , _

Oznacimo li N = E & +1) (znamo da limes postoji jer je suma pozitivnih clanova), iz
Cesaro-Stolzovog teorema 1 prethodnog racuna slijedi:

2 Z?:o(zn 2J) oo (sz)

1
R on + 1 ninéo; (2j + 1)

Konaé¢no, opservacijom da je

slijedi da je S = iN =T
Primjer 4 (Putnam 2020, A6). Neka je

= n+i-—k ,
folz) = kz:; ((n kT 1>> sin((2k + 1)x).

Odredite najmanji M > 0 tako da za sve n € N iz € R vrijedi | f,(x)| < M.

Rjesenje. Primijetimo da je navedeni izraz zapravo 2n -+ 1-va Cesraova suma Fourierovog reda

Y reo % Odredimo funkciju f kojoj je to Fourierov red. Po neparnosti je dovoljno

odrediti za x € [0, 7]. Ra¢unamo za 0 < x < m:

sin((2k + 1 .1 [Tsin(2(n+ 1)t)
= i E E ((2k + 1)t)dt = lim — — 22t
f(z) nggo ok + 1 /0 — cos( T nggo 2 Jo sint
1 [=/1 1 1 DT gin(y)
= lim = - — —— ) sin(2 Dt)dt + = —=d
n00 2 0 (t sint) sin(2(n + 1)1) +2/0 uw
Kako je funkcija t — (— — ?ilt)ll[o 2](t) Riemann integrabilna, po Riemann-lebesgueovoj lemi

prvi integral ide u 0, a drugo je poznati integral i jednak je 7 (dokaz za zadacu). Dakle,
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trazena funkcija je f(z) = 710,x) — §1(-r0). Sada koristeci svojstva S1 i S2 Fejerove jezgre i
ocjenu |f| < 7, zakljucujemo:

™

2 2 27rﬂ_
—y)Fy, dy| < — )| Fon dy < —F, dr = —.
[ e =] < [ 1 - ity < [ R

()] = 4

Konacno, bududi da je f neprekidna u svim tockama x # km, iz Fejerovog teorema slijedi da
fn(xz) = £7 pa zakljucujemo da je M = T optimalna ocjena.

Napomena. Alternativno rjesenje moze se na¢i nahttps://kskedlaya.org/putnam-archive/
2020s .pdf O

Primjene zavrSsavamo teskim problemom sa IMC-a kojega navedene godine nitko nije
rijesio, a poznavanje osnovnih pojmova iz Fourierovih redova znacajno pomaze u rjeSenju
zadatka.

Primjer 5 (IMC 2009, Day 1 P4). Neka je p(z) = ag + - - - + a,,2" kompleksni polinom, neka
jel>¢cop>--+ > ¢, >0 konveksan niz (takav da vrijedi ¢; < % zak=1...,n—1)i
neka je polinom ¢ zadan s:

q(2) = coap + cra12 + -+ - + cpanz".

Dokazite da je
sup [q(2)] < sup |p(2)|.

z:|z|<1 z:|z|<1

2mit

Rjesenje. Zapisemo li z = re“™, vrijedi

n

n
p<T627rzt) — § :ak,r,lce%rzkt7 q(?"627”t) — E :CkCLkaBQMkt.
k=0 k=0

Primijeitmo li sada da za fiksan r vrijedi da je k-ti Fourierov koeficijent desne sume, jed-
nak k-tom koeficijentu lijeve sume pomnozenom sa ¢ i sjetimo li se da se mnozenje koefi-
cijenata dobije promatranjem konvolucije funkcija (a za konvoluciju samo smo rekli da je
"uprosjecivanje” funkcije), to nam sugerira sljedeéu jac¢u formulaciju.

Dokazat ¢emo da za svaki r € [0, 1] vrijedi

sup [q(re*™)| < sup |p(re*™)|.

te0,1] te€[0,1]

Primijetimo jos da je dovoljno gornju tvrdnju dokazati samo za r = 1 zbog supstitucije
dr := r*a;. Prema tome, oznacimo li

F#) = ae™™, g(t) =) cpage”™™,
k=0 k=0
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treba dokazati da je ||g|l. < [|f]]u-

Za funkciju K s kojom trebamo konvoluirati f da bi vrijedilo ﬁ?((k) = ckf(k) zak >0
ocito vrijedi [A((k:) = ¢, k > 0. Medutim, htjeli bismo da K bude realna i, po moguénosti,
nenegativna funkcija da mozemo primijeniti nejednakost trokuta za integrale pa onda ima
smisla definirati i K (k) = ¢_x za k < 0. Na taj na¢in dobijemo funkciju

n

K(t) — Z ck( 27rzkt_|_ 2mkt — CO+Z 27rzkt 27rikt).

k=—n

Ukoliko je ¢ = 1 za sve k, navedena jezgra je samo D, i ona nije nenegativna, ali vrijedi
f* D, = D, panam to sugerira da je dobro odvojiti taj izraz.

Skica veli¢ine koeficijenata sugerira nam da postoji niz (ak)z;(l) nenegativnih realnih bro-
jeva takav da je ZZ;& ar = 1 — ¢,. Prema tome, postoji rastav

n—1
K(t) = c,Du(t) + > apFi(t)
k=0
Koristeci svojstva Fejerove jezgre S11 S2, za svaki k vrijedi

1S Fillu < /0 [f (@ =) Fr(y)dy < Hf\lu/0 Fi(y)dy = | f |-

Konacno, trazena nejednakost sada slijedi iz:

n n—1
gllu = 1lf * Kllu < call f * Dallu + Zaka * ol = el fllu + Zo‘k”fnu =1

k=0 k=0

Napomena 1. Rastav se formalno, uz oznaku do(t) = 1, d;(t) = > + ¢72™4" i op-
servaciju da je Z?:o d;(t) = Dx(t) moze dobiti dvostrukom primjenom Abelove sumacije na
nacin:

K(t) = Z dek = Cp (Z dk > i: Ck — Ck+1 Z dk(t)

k=0 k=0

3
—

=c,Dn(t) + ) (cx — cpr1)Di(t)
0

=y Dn(t) + (cno1 — cn) <Z Dy(t ) +

£
Il

n—

2
(ck — 2¢k41 + Chy2) Z Dj(t)
k=0 =0

= ¢, Dy (t) + (cne1 — cn)nFp_1(t) + (ck — 20k 11 + Cra2)(k + 1) Fy(t)

=
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Napomena 2. Student koji zna kompleksnu analizu uocit ¢e da je navedena ”jac¢a” formu-
lacija zadatka zbog principa maksimuma modula za holomorfne funkcije zapravo ekvivalentna
polaznom zadatku i mogli smo odmah re¢i da je dovoljno promotriti supremum po z takvima
da je |z| = 1, ali kako nismo dokazali taj teorem, nismo ga koristili u dokazu. O
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2 Diskretna Fourierova analiza

Neka je (G,+) Abelova grupa. U aditivnoj kombinatorici/teoriji brojeva, ¢esto se pitamo
koliko postoji nac¢ina za prikazati dani element x € G kao zbroj dvaju (ili vise) elemenata
nekog fiksnog skupa A C G te je li uopée moguée naci takav prikaz. Na primjer, ako je G = 7Z
te je A skup svih potpunih kvadrata, tada je poznata ¢injenica da se prirodan x moze prikazati
na opisani na¢in ako i samo ako mu se svaki prost faktor kongruentan 3 modulo 4 u rastavu
na proste faktore javlja s parnim eksponentom. Takoder, moguce je izvesti formulu za broj
prikaza od x kao zbroja dvaju kvadrata preko rastava na proste faktore. S druge strane, ako
je A skup svih prostih brojeva, tada poznata Goldbachova slutnja tvrdi da je zeljeni prikaz
mogu¢ kad god je x paran broj veéi od 2. ITako Goldbachova slutnja nije dokazana, poznato
je da vrijedi slaba verzija te slutnje — svaki se neparan broj vec¢i od pet moze prikazati kao
suma triju prostih brojeva.

Mi éemo se fokusirati na slucaj kada je G konacna Abelova grupa, npr. ciklicka grupa Z/nZ,
tj. grupa ostataka modulo n sa zbrajanjem. Iz tehnickih razloga, s takvim je grupama nesto
jednostavnije raditi nego s beskona¢nima. No, cak i ako se ograni¢imo na taj okvir, moguce
je re¢i mnogo toga zanimljivog o pitanjima iz aditivne kombinatorike. Spomenimo samo kao
jedan primjer slavni Rothov teorem o skupovima bez aritmetickih nizova duljine tri, koji je i
dan-danas predmet intenzivnih istrazivanja te dozivljava znacajna poboljSanja. Zbog manjka
vremena, o njemu nazalost neé¢emo sti¢i re¢i puno u ovom predavanju, ali zainteresiranog
citatelja upuc¢ujemo na opsirnu literaturu vezanu uz taj rezultat.

2.1 Teorijski rezultati

U ovom potpoglavlju, G oznacava konacnu Abelovu grupu, ¢iju operaciju oznacavamo kao
zbrajanje (osim ako je drugacije navedeno). Zanimat ¢e nas kompleksne funkcije na G. One
tvore vektorski prostor C%, koji postaje unitaran prostor ako mu damo skalarni produkt

(fog) =) flx)g(x).

xeG
S (-,-)" oznacavat ¢emo normalizirani skalarni produkt ﬁ(, ).

Definicija 6. Za funkcije f, g : G — C definiramo njihovu konvoluciju kao funkciju
fxg:G—=C, =Y fly)glx—y).
yelG

Primjer 6. Ako su A, B C G podskupovi, mozemo se pitati na koliko nac¢ina mozemo prika-
zati dani element x € G kao zbroj a + b, gdje je a € A, b € B. Odgovor na to pitanje lezi u
vrijednosti (14 * 15)(x), gdje za S C G s 1g oznacavamo njegovu indikatorsku funkeciju.

Primjer 7. Neka su p(z), ¢(z) kompleksni polinomi stupnja najvise n. Njih mozemo proma-
trati kao kompleksne funkcije na ciklickoj grupi Z/(2n+1)Z tako da ostatku r € {0,1,...,2n}

17



pridruzimo koeficijent uz z". Konvolucija tih funkcija tada odgovara upravo produktu poli-
noma p(z) i q(2).

Propozicija 9. * je bilinearna, asocijativna i komutativna operacija na C©.

Definicija 7. Za g € C% definiramo pripadni konvolucijski operator
Tg:(CG—>(CG, f— fx*g,
koji je po Propoziciji @ linearan operator na CY.

Zelimo razumjeti konvolucijske operatore. Htjeli bismo naéi bazu za C u kojoj oni imaju
jednostavniji zapis. Postoji li mozda sansa da sve takve operatore mozemo istovremeno dija-
gonalizirati? Uoc¢imo da iz Propozicije [9 slijedi

V91792 € (CG Tg1T92 = T92T917
tj. svaka dva operatora iz familije {7} | ¢ € C“} medusobno komutiraju. Nadalje, za f, g, h €
C% uocimo da vrijedi

(Tyf.h) =) (f *g)(x)h(z)

zeG

=§:<§:ﬂwﬁw—w)_@5

zeG \yeG

= > fWg)h(y+2)

y,2€G

=3 FWD_g(=2)h(y - 2)

yeG zeG
=(f.g"*h)
= <f7 TQ* h>7

pri cemu ¢* definiramo kao funkciju

g:G—=C, z—g(—x).

Odavde vidimo da je Ty = Tj«, stoga je adjungirani operator konvolucijskog operatora po-
novo konvolucijski operator. Posebno, svaki je takav operator normalan, odnosno za njega
vrijedi T,T; = T, T,. Prisjetimo se sada sljedecih rezultata iz linearne algebre, koji govore o
dijagonalizaciji operatora:

Teorem 10 (Spektralni teorem za normalne operatore). Neka je V' konacnodimenzionalan
kompleksan unitaran prostor te neka je o : V- — V' normalan operator. Tada imamo

(i) svojstveni vektori operatora « koji imaju razlicite svojstvene vrijednosti medusobno su
ortogonalni;
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(i1) postoji ortonormirana baza za V' koja se sastoji od svojstvenih vektora operatora «;
posebno, « je dijagonalizabilan.

Propozicija 11. Neka je V' konacnodimenzionalan kompleksan vektorski prostor te neka je
A familija dijagonalizabilnih operatora na V. Tada je A istovremeno dijagonalizabilna ako i
samo ako svaka dva operatora iz A komutiraju.

Teorem i Propozicija [11] garantiraju nam postojanje baze za C% s obzirom na koju su
svi operatori T, dijagonalni! Preostaje nam samo naci takvu bazu.

Pokusajmo vidjeti Sto mora zadovoljavati zajednicki svojstveni vektor v svih operatora Tj,.
Odaberimo najprije najjednostavnije moguce funkcije, tj. funkcije oblika 1y za t € G, kao g.
Pripadni konvolucijski operator ima oblik Ty ,, f (x) = f(x—t), stoga se jos naziva translacijski
operator i oznacava 1. Vidimo da za svaki t € G mora postojati \; € C takav da y(x —t) =
Ay(z) zasve z € G. Posebno, uzimanjem x = 0 slijedi v(—t) = A\yy(0). Kada bi bilo v(0) = 0,
slijedilo bi y(—t) = 0 za sve t € GG, odnosno 7 = 0, §to je u suprotnosti s pretpostavkom.
Dakle, v(0) # 0 pa skaliranjem mozemo bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti da vrijedi
~v(0) = 1. Tada je Ay = v(—t) pa dobivamo da za sve t,x € G vrijedi y(x — t) = y(—t)vy(x),
odnosno

Vr,y € G y(z +y) =v(@)v(y).

Zbog y(x)y(—x) = v(0) = 1 slijedi y(z) # 0 za = € G. Dakle, v je homomorfizam iz G u C*.
Motivirani ovime, uvodimo sljede¢u definiciju:

Definicija 8. Neka je G proizvoljna Abelova grupa. Karakter grupe G je homomorfizam
v : G = C*. Triwijalan karakter je trivijalan homomorfizam, tj. konstantna funkcija 1. Skup
svih karaktera grupe G oznacavamo G.

Napomena 1. Ako je grupa G u Deﬁnicijikonaéna, tadazay € Gtex € Giz Lagrangeovog
teorema slijedi

(@) = (G| - x) =4(0) = 1,
dakle v ima vrijednosti u skupu |G|-tih korijena iz jedinice. Posebno, za proizvoljan =z € G
imamo |y(x)| = 1 pa slijedi v(—z) = v(z)~! = y(x).

Iz gornje diskusije slijedi da su zajednicki svojstveni vektori translacijskih operatora upravo
skalarni kratnici karaktera. Stovise, karakter v ima svojstvenu vrijednost v(—t) = ~(t) kao
svojstveni vektor operatora 7;. Dakle, za razlicite karaktere ~q,7,, biranjem ¢t € G tak-
vog da v1(t) # 72(t), iz dijela (i) Teorema [10] dobivamo da su 77,7, ortogonalni. Opéenit
konvolucijski operator mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju translacijskih operatora:
Ty = e 9(t)7. Odavde slijedi da je proizvoljan karakter v svojstveni vektor operatora Ty,
sa svojstvenom vrijednoséu ), . g(t)m. Zakljucujemo da su karakteri zajednicki svojstveni
vektori svih konvolucijskih operatora. Dolazimo do sljedeceg rezultata:

Teorem 12. Karakteri ¢ine ortogonalnu bazu prostora C¢ s obzirom na skalarni produkt (-,-).
Ta je baza ortonormirana s obzirom na (-,-)'. Posebno, imamo |G| = |G]|.
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Dokaz. Veé smo komentirali da postoji baza prostora C¢ ¢iji je svaki element zajednicki
svojstveni vektor svih konvolucijskih operatora, odnosno skalarni kratnik karaktera. Dakle,
karakteri zasigurno razapinju prostor C%. Takoder, vidjeli smo da karakteri ¢ine ortogonalan
skup, stoga su linearno nezavisni. Dakle, G j je baza prostora CY pa |G| = dimC% = |G|. Na
kraju, iz Napomene [I] slijedi

=Y h@P=) 1=a|

zelG zeG

odnosno (v,7) = 1. O

Sada na prirodan nacin dolazimo do pojma Fourierove transformacije:

Definicija 9. Za funkciju f : G — C definiramo njenu Fourierovu transformaciju kao funkciju

F:G=C, v (f) = fla)()

zeG
Vrijednosti f(v) za vy € G jos se nazivaju Fourierovi koeficijenti funkcije f.

Napomena 2. Iz definicije posebno slijedi f(l) =Y .ec J(x), odnosno Fourierov koeficijent
u trivijalnom karakteru jednak je zbroju vrijednosti funkcije. Takoder, iz nejednakosti trokuta

dobivamo ocjenu
Fl < DI @@ =Y 1f @) = Il

zeG zeG

Drugim rijecima, Fourierova transformacija je samo zapis funkcije f u bazi koja se sastoji
od karaktera. Iz Teorema [12| odmah dobivamo sljedece rezultate:

~

Propozicija 13 (Formula inverzije). Za funkciju f : G — C vrijedi f = %Zyeé f,
odnosno za sve x € G imamo

~

f(@) =E caf (v)v(x).

Dokaz. Uz pripremu u obliku Teorema |12} ovo je samo pitanje sredivanja normalizacije. Na-
ime, iz generalne teorije ortonormiranih baza slijedi

76@
sto je i trebalo dokazati. O

Teorem 14 (Parsevalov teorem). Za funkcije f,g: G — C vrijedi

(F.9)=(f.9),
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pri ¢emu je prostor ce opskrbljen skalarnim produktom

Posebno, imamo

odnosno || flla = || fllz te je

unitaran operator.

Dokaz. Kao i Propozicija|l3] ovo slijedi iz generalne teorije ortonormiranih baza, uz sredivanje
normalizacije:

(f,9) =G}, 9) = 1G> {f,7) |G‘Zf7 9:7) |G|Zf = (f.9).
ve@ ve@
Dakle, F ¢éuva skalarni produkt. Takoder, za A\, u € C, f,g € C% te v € G imamo
M A 19(y) = A + 19,7) = ML) + 1lg,7) = AF(0) + 1g (),
dakle operator F je linearan. O]
Korolar 15. Za z,y € G vrijedi

— 1 akox =y
E & = )
IR {0 o

Dokaz. Ovo slijedi direktno iz prve Jednakostl u Propoziciji (14| uzimanjem f = 1,3, g = 1g,
te uocavanjem da za z € G, v € G vrijedi 1{2}(7) 7(2). O

Na kraju, komentirajmo jos i rezultat koji je bio prvotna motivacija za uvodenje Fourierove
transformacije:

Propozicija 16. Za funkcije f,g: G — C vrijedi f/@ = f’g\

Dokaz. Fiksirajmo vy € G. Iz prijasnjih razmatranja znamo da je 7y svojstveni vektor operatora
T,, sa svojstvenom vrijednoséu

> gty = (9,7) = 3(7)
teG

Dakle, imamo

~

Fxg9(7) = T,f(7) = |GUTof,7) = |GG ) = F(at),

Sto je i trebalo dokazati. O
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Napomena 3. Posebno, promatranjem Fourierovih koeficijenata u trivijalnom karakteru te
imajuéi u vidu Napomenu [2, dobivamo da je suma vrijednosti konvolucije jednaka produktu
suma vrijednosti individualnih funkcija. Napomenimo da je to lako vidjeti i direktno iz
definicije konvolucije, bez koristenja Fourierove analize.

Propozicija daje nacin za racunanje konvolucije koji je Cesto koristan u praksi. Za
dane funkcije f i g, izra¢unamo njihove Fourierove transformacije f i g te ih pomnozimo po
tockama. Konvoluciju f * g tada mozemo rekonstruirati pomoc¢u Propozicije [13|

Ovo je sve lijepo u teoriji, no kako bismo postupak iz prethodnog odlomka znali provesti u
praksi, postavlja se pitanje kako za danu grupu G odrediti njene karaktere. Prva opservacija
koja nam pomaze pri tome sljedeci je rezultat:

Propozicija 17. Neka je G proizvoljna Abelova grupa. Tada je G s operacijom mnozenja po
tockama takoder Abelova grupa, s trivijalnim karakterom kao neutralnim elementom. Ona se
naziva dualna grupa grupe G.

Osnovna ideja u odredivanju dualne grupe bit ¢e koristenje strukturnog teorema za konacne
Abelove grupe. U tu svrhu zelimo razumjeti dvije stvari: sto je dual ciklicke grupe te kako se
dualne grupe ponasaju s obzirom na direktne sume.

Propozicija 18. Neka su (G;)ier proizvoljne Abelove grupe. Tada je
[[G: =BG, (e~ (@ Gi — C*, (Ti)ier = H%(xi))
iel iel iel iel
izomorfizam grupa.

Propozicija 19. Neka je G = Z/nZ konacna ciklicka grupa. Tada je

GG, z+nZ— (G—HCX, y—l—an—>e2Ty)
izomorfizam grupa.

Kombiniranjem Propozicija [18)i[I9] dobivamo sljedeéi rezultat:
Teorem 20. Neka je G = @;?:1 Z/n;Z, gdje suny,...,ny prirodni brojevi. Tada je
k QWixjyj
,\ y 2minjy;
G — G, (I’j + an)ISjSk — (G —C , (y] + an)lngk — He J )
j=1

izomorfizam grupa. Posebno, svaka je konacna Abelova grupa izomorfna svojoj dualnoj grupi.
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Napomena 4. Napomenimo da ako je G kona¢na Abelova grupa, tada izomorfizam GG
koji dobivamo iz Teorema [20| nije kanonski, tj. ovisi o prikazu grupe G kao direktne sume

cikliécnih grupa. S druge strane, imamo sljedec¢i kanonski izomorfizam izmedu G i G:

G—G, z—(G=C* v ().
Ova se pojava naziva Pontryaginova dualnost te predstavlja temelj za Fourierovu analizu na

opcenitijoj klasi tzv. lokalno kompaktnih Abelovih grupa.
Primjer 8. Ako je p prost broj, tada su karakteri grupe (Z/pZ)" = Z/pZ & ... ® 7 /pZ dani

v~
n

preslikavanjima
2mi Z?:l ajx;

(Z/pZ)" — C*, (x1,...,2,) € P
za (ay,...,a,) € (Z/pZ)".
Za kraj, spomenimo jo$ alternativni dokaz cinjenice da karakteri ¢ine ortogonalnu bazu

prostora C¢ koji se ¢esto moze naéi u literaturi. Uocimo da za razlicite v;,7, € G zbog
Napomene [I] imamo

() =D @@ => n@n@) ™" = (nmn' ),

zeG zeG

pri éemu v, * ovdje oznacava multiplikativni inverz od 45 u grupi G. Dakle, kako bismo doka-
zali ortogonalnost, dovoljno je pokazati da je proizvoljan netrivijalan karakter v ortogonalan
na trivijalan karakter. No za takav v mozemo odabrati t € G takav da y(t) # 1 te je tada

(1) =) (@) =D e+t =D v@)yt) =+(1)r 1),

zeG z€G zeG

odakle slijedi (y,1) = 0. Time smo dokazali da je G ortogonalan skup pa je posebno linearno
nezavisan. Da se radi o bazi sada slijedi iz ¢injenice da |G| = |G| = dim CY, koja je posljedica
Teorema 20

2.2 Primjene

Primjene zapoc¢injemo zadatkom s jednog recentnog natjecanja:

Primjer 9 (Drzavno 2022.). Dana je ploc¢a dimenzija 2020 x 2022. Za dva polja te ploce
kazemo da su susjedna ako imaju zajednicku stranicu ili se nalaze na pocetku i kraju istog
retka ili stupca. Dakle, svako polje ima tocno cetiri susjedna polja.

Viktor u svakom koraku bira jedno polje ploce i na plo¢u postavlja pet zetona: po jedan na
odabrano polje i na svako polje susjedno odabranom. Nakon konacnog broja takvih koraka,
na svakom polju nalazi se tocno d zetona.

Odredi najmanji mogudéi d.
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Rjesenje. Tvrdimo da je odgovor d = 5, Sto se lako postize tako da svako polje odaberemo
toéno jednom. Dokazimo da je to ujedno optimalno. Zbog cikliénosti redaka/stupaca, plocu
mozemo zamisliti kao kona¢nu Abelovu grupu G = Z/mZ ® Z/n.Z, gdje je ny = 2020,
ny = 2022. Neka je f : G — Ny funkcija koja predstavlja koliko smo puta odabrali pojedino
polje ploce. Uvedemo li skup S = {(0,0),(0,1),(0,—1),(1,0),(—1,0)}, tada ¢e se na polju
x € G na kraju nalaziti

S fla—s) = (f * L6)(x)

seES

zetona. Dakle, uvjet da se na svakom polju nalazi to¢no d zetona mozemo zapisati kao
fxlg =dlg.
Primijenimo li Fourierovu transformaciju na obje strane, iz Propozicije [16|dobivamo da vrijedi
fls = d|G[1qy,

pri cemu smo koristili da je Fourierova transformacija konstantne funkcije 14 svugdje jednaka
nuli, osim u trivijalnom karakteru, gdje je jednaka |G|. Kako je 1g(1) = |S| = 5, iz jednakosti
u trivijalnom karakteru iscitavamo informaciju da ) .. f(z) = d|G|, sto smo lako mogli
dobiti i dvostrukim prebrojavanjem. Medutim, iz netrivijalnih karaktera dobivamo da vrijedi
f(’y) = 0zasvey € G\ {1} takve da 1g(7) # 0! Dakle, po Propozmlp uz trivijalan
karakter, f ¢e biti linearna kombinacija samo onih v € G takvih da 15(y) = O Odredimo

sada koji su to karakteri.

Iz Propozicijeznamo da je svaki vy € G dan s (1, x2) = Y1(21)72(22) za neke karaktere
Y1 € Z/mZ, v, € Z/nyZ. Nadalje, iz Propozicije |19 znamo da «;(z;) = e*™*i%i/m5 za neki
k; € {0,1,...,n; — 1}. Dakle, imamo

S = R D 4 30 70T = 1+ 2cos (T) +2c0s (22@) |

SES

2
ovom trenutku ne¢emo moci izbjeéi korisStenje nesto naprednijih algebarskih tehnika. Naime,

Sto znaci da se problem svodi na trazenje ki, ks za koje cos (27”“) + cos (2”'2"2> =-1 U

oznac¢imo li a; = cos (27”7_”) za j € {1, 2} tada a; pripada polju algebarskih brojeva Q(¢y,),

pri cemu za n € N definiramo (, = e . No zbog ay + g = —% imamo i a; € Q((,,),

as € Q(¢p,), dakle ag,an € Q((ny) N Q(Eny). Medutim, iz Galoisove teorije znamo da je
Q(Cnl) N Q(Cng) = Q(Cgcd(nl,nz))- Kako je Cgcd(2020,2022) = (o = —1, slijedi a1,y € Q. Kako
su aq, (g kosinusi racionalnih kratnika od 7, poznata je Cinjenica da iz ovog slijedi aq, s €
{O, +1, i%} (razlog je §to je 2cy; algebarski cijeli broj koji je ujedno racionalan pa mora biti
cijeli), odnosno %, e € {O, %, }l, %, %, %, %, %} Odavde lako slijedi da mora biti 2—1 € {4, 1
T’j—z € {3, 5 ili £ o= %, fé € {%,%}. U svakom slucaju, vidimo da je 7, 4-periodican, a v
6-periodican.
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Zakljuéujemo da je f (4, 6)-periodi¢na u smislu da je odredena periodi¢nim ponavljanjem

svojih vrijednosti na gornjem lijevom 4 x 6 pravokutniku ploc¢e. Dakle, suma vrijednosti od f
llel]

na tom pravokutniku iznosi & = %d, sto znaci da d mora biti djeljiv s 5. Time je tvrdnja

dokazana. - O

Napomena 5. U rjeSenju prethodnog primjera nije bilo kljuéno da je najveci zajednicki
djelitelj brojeva 2020 i 2022 jednak 2. Isti argument prolazi i kada barem jedna od dimenzija
ploce nije djeljiva s 5 jer tada na slican nacin kao i u rjesenju mozemo dobiti da su 7y, ¥
periodi¢ni s periodima koji nisu djeljivi s 5, a to je sve Sto nam treba kako bismo mogli
dovrsiti rjeSenje. S druge strane, ako su obje dimenzije djeljive s 5, tada je najmanji d jednak
1. Zaista, u tom se slucaju ploca moze poplocati “plusevima” sa sredistima u poljima (x,y)
takvima da 5 dijeli y — 2x.

Prije nego sto prijedemo na iduci primjer, trebat ¢emo proc¢i kratku pripremu u vidu
upoznavanja s tzv. Gaussovim sumama. Fiksirajmo zato prost broj p > 2. Tada ostatci
modulo p s uobicajenim operacijama zbrajanja i mnozenja ¢ine polje, koje oznacavamo [F,,.

Prisjetimo se da za cijeli broj a definiramo Legendreov simbol (%) kao 0 ako p dijeli a,

a inaCe kao £1 ovisno o tome je li a kvadratni ostatak/neostatak modulo p. Uocimo da
multiplikativnost Legendreovog simbola upravo govori da je preslikavanje

x:Fy —{£l}, =+ <£)
p

karakter multiplikativne grupe F', koji nazivamo kvadratni (Dirichletov) karakter modulo p.
Nas ¢e zanimati Fourierova transformacija funkcije x s obzirom na aditivnu strukturu polja IF,,
(kada je prosirimo s x(0) = 0). U tu svrhu bit ¢e zgodno promotriti funkciju ¢ = EerFp L2y,
za koju vrijedi ¢ — 1p, = x. Ideja za racunanje Fourierovih koeficijenata od , tj. od ¢, bit e
gledati njenu konvoluciju sa samom sobom jer ¢emo nju moci izracunati direktno. Preciznije,
gledat ¢emo razlikovnu konvoluciju

(qoq)(x) = a)qly — =),

y€elF,

koju mozemo promatrati kao konvoluciju ¢ * ¢, gdje je funkcija ¢ definirana kao ¢(z) = ¢(—z).
Dakle, iz Propozicije [16 dobivamo

—

qoq=q*q=4q=1q"
pri ¢emu smo koristili da zbog toga Sto je ¢ realna funkcija vrijedi

A _

q) =Y a(=u)y(x) = Y alx)y(—2) = > al@)y(x) = 7(7).

z€Fy z€F, z€F,
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Medutim, uo¢imo da s druge strane imamo

(qoq)(z) = Z Z Lia2y(y) Z Loy (y — )

yeF, \ acF, beF,

= > ) Ly )l v — o)

aviFP yG]Fp

= j{:j jz: Lia2yngp2 12} (Y)

a,beF, yeF,
= > L)
a,beF,
= {a,b € F, | a®> - b* = z}|
— l{a,b e Fy | (a—b)(a+b) =z}
—{c.d€F, | cd=a}],

pri cemu smo u posljednjoj jednakosti iskoristili ¢injenicu da je preslikavanje
2 2
F,—TF,, (a,b)— (a—0ba+b)
bijekcija. Dakle, imamo

2p—1 akox =0

p—1 inace

(goq)(z) = {

odnosno g o q = (p — 1)1g, + pley. Sada je gog = p(p — 1)1y + ple ) odakle slijedi
X = [g(v)| = /p za sve v € F), \ {1}.

Dokazali smo da svi netrivijalni Fourierovi koeficijenti kvadratnog karaktera y imaju ap-
solutnu vrijednost /p. To je zapravo sve sto ¢e nam trebati, no uz jos malo truda mozemo
dobiti i dosta preciznije informacije o Fourierovim koeficijentima. Zaista, za a € [F,, oznacimo
s 7, karakter F, — C*, 2 + e2™@/P. Tada je X(7) = X(1) = 0, dok za a # 0 zbog
multiplikativnosti karaktera x vrijedi

Na) = Y x@)a(@) =Y xla'w)ve(az) = > x(a ™ )x(@)m(@) = x(@)X(1)-

zelfy z€lf, z€Fp

Drugim rije¢ima, ako znamo vrijednost

X(m) = q(n) 26’2’”’“2“"

¢iji je kompleksni konjugat G(p) jos poznat pod nazivom kvadratna Gaussova suma, tada
znamo citavu Fourierovu transformaciju od y. Dodatno, uo¢imo da iz gornje diskusije posebno
slijedi

X)) =Y x(@m@) = > x(@)ra(r) = (1) = x(=DR(n),

z€Fp z€Fy
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§to u kombinaciji s prethodno dokazanim daje Y(v;)* = (—1)%1 p. Time smo dokazali sljedece:
ako je p =1 (mod 4), tada je G(p) = £/p, a ako je p = 3 (mod 4), tada je G(p) = %i/p,
¢ime je Gaussova suma odredena do na predznak. Ispostavlja se da je u oba sluc¢aja tocan
predznak pozitivan, no to je netrivijalna ¢injenica kojom se ne¢emo sti¢i ovdje baviti.

Prijedimo sada na sljedeéi primjer, koji ilustrira mo¢ poznavanja preciznih ocjena za Ga-
ussove sume, odnosno Fourierove koeficijente kvadratnog karaktera y. Naime, stvarna vri-
jednost /p znatno je manja od gornje ograde p — 1 koju dobijemo trivijalnom ocjenom iz
Napomene [2l Spomenimo jo§ da se iz Parsevalovog teorema te argumenata slicnih prikaza-
nima mogu izvesti istovjetne ocjene za proizvoljan karakter od F;. Te ocjene onda povlace
odgovarajuce ocjene za tzv. Jacobijeve sume, pomocu kojih se sljede¢i primjer moze rijesiti s
jos boljim kvantitativnim ocjenama na p. No, mi ¢emo se zadrzati na promatranju kvadratnog
karaktera.

Primjer 10 (IMO Shortlist 2012 N8). Dokazite da za svaki prost broj p > 100 te svaki cijeli
broj r postoje cijeli brojevi a, b takvi da p dijeli a® + b° — r.

Rjesenje. Drugim rijecima, treba dokazati da ako uvedemo skupove A = {a* | a € F,} i
B ={b’|beF,}, tada je njihov sumset A+ B={a+b|a€ A, b€ B} jednak citavom F,,.
To ¢emo ostvariti tako da za svaki element prebrojimo na koliko se na¢ina on moze prikazati
kao zbroj a + b za a € A, b € B. Preciznije, promotrit ¢emo konvoluciju ¢ = ¢ * 15, gdje
je funkcija ¢ = ZGGFP 1142y definirana kao i prije. Uocimo da je nosac te funkcije sadrzan u
A + B, stoga je ideja pokazati da ona (gotovo) nigdje nije jednaka nuli. U tu svrhu koristit
¢emo metodu drugog momenta. Naime, ako shvatimo ¢ kao slucajnu varijablu na [, pokazat
¢emo da ona ima malu varijancu, §to ée zbog Cebigevljeve nejednakosti znaciti da ona rijetko
odstupa od svog ocekivanja. Za pocetak, uocimo da je zbog Napomene [3| prosjek funkcije 1)
jednak

1 1
=S v@ == > aw) | [ Do 1s(x) | =1B]
pr]Fp p y€elF, z€Fp
S druge strane, primjenom Propozicije te dvostrukom primjenom Parsevalova teorema
slijedi
1 = 1B1g, |3 = lla * 1 — 1g, * 1s[5 = [[x * 153

=E gz Ix* (1) =E = IXMP1s())?

2
_E._p| T30 PLe 0y (1) = (H@H? - ﬂ)
v€Fp Fp\{1} 2 P

= pll1sll2 — |B* = p|B| - |BJ*.
Dakle, iz Cebigevljeve nejednakosti imamo

1Y = 1Bl > _ »

o €, | wiw) = 0)) < St = L
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No iz postojanja primitivnog korijena modulo p (tj. cikli¢nosti multiplikativne grupe IF;)
slijedi da je |[B| = p ukoliko 5 p—1 te |B| = &2 +1 = 2% ako 5 | p — 1. Stoga mozemo
bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti da p = 1 (mod 5), odnosno p = 1 (mod 10). Tada
zbog |B| > £ slijedi da je broj tocaka u kojima je 1) jednaka nuli manji od 5 —1 = 4, odnosno
Fy \ (A+ B)| < 3.

Dakle, dobili smo da A 4+ B sadrzi sve osim konstantnog broja ostataka modulo p, a kako
bismo dovrsili rjeSenje, potrebno je jo$ jedno opazanje o strukturi skupa A + B. Naime,
uocimo da su A\ {0} i B\ {0} podgrupe od F} pajetoiC = (ANB)\ {0} = {c'?| c € Fx}.
Dakle, za proizvoljne x € A+ B te ¢ € C, biranjem a € A, b € B takvih da x = a + b,
dobivamo ca € A, cb € B pa slijedi cx = ca + c¢b € A+ B. Dakle, skup (A + B) \ {0} unija
je kosetova podgrupe C, tj. skupova oblika tC' = {tc | c € C'} za t € F)\. Kako kosetovi od C
particioniraju F, slijedi da [C] dijeli [F, \ (A + B)|. No ve¢ za p > 31 slijedi |C] = pl;ol > 3

pa mora biti |F, \ (A+ B)| =0, odnosno A + B = F,, §to je i trebalo dokazati. O

Pokazimo jo§ jedan primjer na kojem se kroz dijagonalizaciju konvolucije ocituje mo¢
Fourierove transformacije:

Primjer 11 (Putnam 2011 A6). Neka je G Abelova grupa reda n. Neka je S pravi podskup
od G koji sadrzi 0 te generira G. Imamo kocku koja, kad je bacimo, pokazuje uniformno
nasumican element skupa S. Neka je g, element grupe koji dobijemo zbrajanjem ishoda m
nezavisnih bacanja te kocke. Dokazite da postoji realan broj b € (0, 1) takav da limes

postoji i pripada intervalu (0, 00).

Napomena 6. Ovaj rezultat mozemo interpretirati na sljede¢i nacin. Izgradimo (usmjeren)
graf I' sa skupom vrhova G te bridovima oblika (z,z + s) za © € G, s € 5, odnosno tzv.
Cayleyjev graf grupe G s obzirom na skup generatora S. Tada slu¢ajan niz (g, )m>1 mozemo
promatrati kao slucajnu Setnju na I' te nam ovaj rezultat daje informaciju o ponasanju te
slucajne setnje. Konkretno, on posebno govori da kvadratna udaljenost distribucije elementa
gm od uniformne distribucije opada eksponencijalno s m.

Rjesenje. Neka je k = |S| te neka je o = %15 normalizirana indikatorska funkcija skupa S.
Uoc¢imo da tada vjerojatnost od interesa mozemo izraziti kao

_ H{(z1,...,2m) € Gkaxl +...t+x, =} o),

P(gm = 55)

pri éemu sa 0™ oznacavamo m-terostruku konvoluciju g * . .. * 0. No iz Propozicije|16|znamo
——
m puta

—_

da Fourierova transformacija od ¢(™ ima jednostavan oblik: ¢(m = ™. Koristeéi Parsevalov
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teorem, sada dobivamo

> (Plm=21-1) =Es

z€G

10| ~ (. s _ 1 ~\2m
o™ —Lig()| =E,lo0)m =10 = > [P,
veG\{1}

3

pri ¢emu smo koristili ¢injenicu da zbog Napomene 2| vrijedi o(1) = 1. Sada je prirodno oda-
brati b = max_ gz 1 |7(7)|. Zaista, tada je b > 0 jer bi u suprotnom svi netrivijalni Fourierovi
koeficijenti funkcije o bili jednaki nuli, odnosno ona bi bila konstantna, sto nije moguce jer je
S neprazan pravi podskup od G. Takoder, iz nejednakosti trokuta, za netrivijalan karakter -

S IEIOIEES SITTE

seS seS

o)l =

Stovise, da bi se postigla jednakost, 7 bi morao biti konstantan na S, i to jednak 1 jer 0 € S.
No kako S generira GG, to bi znacilo da je vy konstantno jednak 1 na G, sto je u suprotnosti s
pretpostavkom. Dakle, imamo b € (0,1). Na kraju, promatrani je limes jednak

.1 o am G\ {1} | [6(y)| =0
Jim Y (M) _Hre G\ P01 = b}

~ b n
yeG\{1}

Sto je oCito pozitivan realan broj. O]

Primjene zavrsavamo zadatkom koji pokazuje kako mozemo iskoristiti Fourierovu analizu
da bismo Kklasificirali “aproksimativne” homomorfizme grupa.

Primjer 12 (Olympic Revenge 2018). Neka je p > 2 prost broj. Identificiranjem polja F, sa

skupom {—’%1, ., —1,0,1..., 1%1}, za & € IFp, s [|z||r, oznacavamo apsolutnu vrijednost od

x. Neka je f : [F, — I, funkcija takva da za sve z,y € I, vrijedi

If(x+y) — f(z) — f(@)|g, < 100.

Dokazite da postoji m € IF,, takav da za sve x € I, vrijedi || f(z) — maz||r, < 1000.

Rjesenje. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti p > 2000 jer je tvrdnja inace trivi-
jalna. Za pocetak, kako bismo mogli raditi Fourierovu analizu, moramo baratati kompleksnim
funkcijama na I, pa zato uvodimo funkciju

F:F,—-C", z~ e2mif(@)/p,

Takoder, bit ¢e korisno promatrati funkciju

F*:F,—»C*, z~ F(—x).
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Primijetimo da funkcija F' poprima vrijednosti u jedini¢noj kruznici pa posebno imamo
|F||?2 = p. Mi trebamo pokazati da je F' “blizu” nekog karaktera od F,. U tu svrhu pri-
mijetimo najprije da iz uvjeta zadatka za x,y € F, slijedi

_ . 200
F(2)F(y)F(z +y) — 1‘ — ‘62M(f(96)+f(y)—f(w+y))/p — 1‘ < _7T’
p
pri ¢emu smo koristili nejednakost |2 — 1| = 2[sinfg| < 26, koja vrijedi za 6 € [0, %].

Sumiranjem ovih nejednakosti te koristenjem nejednakosti trokuta dobivamo

(F+ FxF)(0) =p*| < Y [F(2)F(y)F(—z —y)" = 1]

z,y€lp

= D |F@F@y)Fa+y) -1

z,y€lf,

200
<2 2 900,
p

S druge strane, iz Propozicija [13]i[16] imamo
(F* Fx F)(0) = E = F(7)*F*(7)7(0) = E, x| F(PF (),

pri cemu smo koristili da vrijedi F* = F. Uotimo da po Parsevalovu teoremu imamo
E z|F (7)|? = p. Ponovnom primjenom nejednakosti trokuta sada slijedi

E, | P —plIFO = [,z P EF() - pE, | B = [(FxF<F*)(0) | < 2007p,
sto znadi da postoji v € E takav da |F(v) — p| < 2007 te posebno |F(y)| > p — 2007. Dakle,

dobili smo da F' jako korelira s karakterom  pa ocekujemo da je dobro aproksimirana s 7.
Dokazimo sada to. Za proizvoljan y € IF,, uo¢imo da po nejednakosti trokuta vrijedi

F() = FunmF6)| = |3 Flapy@ - Y- F@) Py 1)
= Zch+y (x+y)— ZF v(z +y)
<Y F(@+y) = F(a)F(y)l
SOOW

<p-—— =200,
p

Odaberemo li m € T, takav da y(y) = e*™™¥/P za sve y € F,, dobivamo
2007 < 2007
[F(y)|  p—200m

|2 @=m)/p _ 1| = |1 = F(y)y(y)| <
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Na kraju, koristenjem ocjene |e*? — 1| = 2|sin | > %9, koja vrijedi za 6 € [0, 7], dobivamo

50mp 507 - 4007
- - - = 1007 < 1000
1f(y) — myllw, p—200m 4007 — 2007 "

jer je po pocetnoj pretpostavci p > 4007. Time je tvrdnja dokazana. O

3 Zadaci za domac¢u zadacéu

Za uspjesno polaganje zadace potrebno je rijesiti barem 6 od sljede¢ih 12 zadataka. Rok
predaje je 19.5.2023.
Zadatak 1. Neka je C'= U2, 0, gdje je C), skup funkcija oblika:
flz)y=1+ Z ay, cos(2mkx)
k=1
za koje vrijedi:
(a) f(x) >0zasvexr €R

(b) ar =0 za sve k € N koji su visekratnici od 3.

Odredite najveéu vrijednost koju moze posti¢i f(0), za neku funkciju f € C' i dokazite da se
ta vrijednost postize.

Uputa. Promotrite vrijednosti funkcije u pogodnim tockama.
Zadatak 2. (a) Dokazite da je

VA 1
lim (— - —) sin((2n + 1)mz)dx = 0.
sin

nooo ) 1 (rx) wx

(b) Dokazite da je

/ sm(x)daC _T
0 x 2

Zadatak 3. (a) Dokazite da je funkcija

klase C*°(RR).
Uputa. Zapisite kao produkt dviju funkcija i pokazite da je svaka od njih klase C°(R).
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(b) Dokazite da je 2m - periodi¢no prosirenje od ¢ funkcija iz C*(R) koja se ne nalazi u
span(7).

Uputa. Promotrite nultocke.

Zadatak 4. Neka je {t : k € N} C Ry skup razlicitih nenegativnih realnih brojeva. Dokazite
da je skup funkcija S = {sin(27t;x), cos(2nt;z) : j € N} linearno nezavisan.

Uputa. Imitirajte dokaz ortogonalnosti, a umjesto fol promotrite % LTT za T — oo.

Zadatak 5. Cilj zadatka je dokazati tzv. Wirtingerovu nejednakost, koja se koristi za dokaz
izoperimetrijskog teorema u R? koji kaze da medu svim likovima istog opsega najveéu povrsinu
ima krug.

a) Neka je f € C([0,3]), takva da je f(0) = f(3) = 0. Dokazite da je 1-periodiéno

prodirenje funkcije g : [~%,1] — R definirane s g(x) = sgn(z)f(|x|) funkcija klase

C'(R).
b) Ako je f € C'(R) l-perioditna, dokazite da je ]/C\’(n) = 27rz'nf(n)
¢) Neka je f € C'([a,b]) takva da je f(a) = f(b) = 0. Dokazite da je

/\f P < (* )/!f )P

i dokazite da je konstanta (”_7‘1)2 najbolja moguca.

Uputa. Iskoristite prethodne podzadatke i Plancherelov teorem.

Zadatak 6. Cilj ovog zadatka je naci neprekidnu funkciju koja je nigdje derivabilna.

Za funkciju f € LY(T) reé¢i ¢emo da je lakunarna ako je f(n) = 0 za sve n € N koji nisu
oblika 3%, k € N.

a) Neka je f : R — R 1-periodi¢na i derivabilna u 0. Dokazite da postoji 1- periodi¢na
funkcija g, takva da je g(n) = f(n) za sve n > 21 da je g(0) = ¢’'(0) = 0.

b) Neka je f lakunarna i neka su k, N € N takvi da je N < 3*. Ako je Ky polinom stupnja
N takav da je K(0) = 0 dokazi da je fK,(3%) = f(3%).

c) Neka je Fy Fejerova jezgra. Za Ky = (

sve x € [—1, 1] vrijedi:

||1f?,iv||2)2 dokazite da postoji C' > 0 tako da za

C
N3z4~

KN(.I') S
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d) Neka je f lakunarna funkcija koja je derivabilna u nekoj tocki xy. Dokazite da je

lim 3% f(3*) = 0.
n—o0

Uputa. Dokazite da BSO mozemo pretpostaviti da je derivabilna u zqg = 0 i da je
f(z)
—| < e

T

f(0) = f'(0) = 0. Za proizvoljan € > 0 postoji ko takav da vrijedi sup| <t
x| <

Za k > ko odabirom N := 3*~! i dokazite da postoji C' > 0 (koji ovisi samo o f) takav

da vrijedi

1
3k f(x)KN(x)e_QM?’kxdm < Ck,

[NIES

rastavom na skupove: {z: [z| < N1}, {z: N7V < Jz| < N73}i{o: N77 < |z < L}

e) Dokazite da je funkcija

oo

f(ZE) — Z 2—k6i3k:c

k=0
funkcija koja je neprekidna na R, ali nigdje derivabilna. Ta funkcija naziva se i Weier-
strassova funkcija.

Uputa. Iskoristite prethodne podzadatke i odredite Sto je limy 3’“]?(3’“).

Zadatak 7. Neka je n > 2 prirodan broj. Uz oznaku z,,; = 21, odredite maksimalnu

vrijednost sume Z?Zl xjxj+1 po svim n-torkama realnih brojeva (zq,...,x,) takvima da
>y =010 xf =1 te odredite slucaj jednakosti.
Uputa. Uz oznaku x = (z1, ..., v,) vrijedi 7 | v;2;41 = (2, 717), gdje je 7_, operator tran-

slacije. Koristeci Parsevalov identitet iskazite problem u terminima Fourierove transformacije
danog niza na Z/nZ.

Zadatak 8. Neka je p prost broj. Koliko ima p-clanih podskupova skupa {1,2,...,2p} ¢ija
je suma elemenata djeljiva s p?
Uputa. Promatrajte grupu Z/pZ & Z/pZ. Prva koordinata neka predstavlja veli¢inu, a druga

zbroj elemenata podskupa.

Zadatak 9. Neka su k, n prirodni brojevi, pri ¢emu je k neparan. Za n-torku (z1,...,x,) €
{0,1,...,k—1}" kazemo da je sretna ako sadrzi element koji je kongruentan sumi preostalih
elemenata modulo k. Dokazite da je broj sretnih n-torki jednak

E" — (k—1)" — (=1)"(ged(k,n — 2) — 1).
Zadatak 10. Za prirodan broj n, neka je S, skup svih permutacija skupa {1,2,...,n}. Za

permutaciju m € S, neka je inv(m) broj parova (7, j) takvih daje 1 <i < j < nten(i) > 7(j).
Neka je f(n) broj permutacija m € S, takvih da je inv(7) djeljivo s n + 1.
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Dokazite da postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva p takvih da je f(p — 1) > e=D! o

p
beskonaéno mnogo prostih brojeva p takvih da je f(p — 1) < @.

Uputa. Za permutaciju m € S,, definirajmo n-torku ¢ = (¢y,...,£,) gdje je ¢; broj elemenata
permutacije prije j-tog koji su veéi od njega. Pokazite da je S, — H?Zl{O, 1,...,7 — 1},
7 — () bijekcija.

Zadatak 11. Neka je f : (Z/27Z)" — {£1} funkcija takva da za barem (1 — ¢) - 2*" parova
(x,y) € (Z)2Z)" x (Z/27Z)" vrijedi f(x +y) = f(z)f(y). Dokazite da tada postoji funkcija
g :(Z)272)" — {£1} takva da za sve x,y € (Z/27Z)" vrijedi g(x + y) = g(x)g(y) te za barem
(1 —¢)-2" elemenata x € (Z/2Z)" vrijedi f(x) = g(x).

Zadatak 12. Cilj je ovog zadatka je dokazati verziju Rothovog teorema za vektorske prostore
nad konac¢nim poljima. Ona je tehnicki jednostavnija od verzije za cijele brojeve, ali sadrzi
glavninu bitnih ideja. Neka je zato A C F% podskup gustoce a = gin‘ koji ne sadrzi netrivijalan
aritmeticki niz duljine tri, tj. takav da ne postoje razliCiti z,y,z € A takvi da = + z = 2y.
Kako u F% vrijedi 2y = —y, uocimo da je ovaj uvjet ekvivalentan s nepostojanjem razlicitih
x,1y,z € A sa sumom 0.

(i) Pokazite da postoji netrivijalan karakter v od F% takav da
[1a(y)| = |l Al = 1].

Uputa. Promatrajte trostruku konvoluciju 14 % 14 % 14 te koliko se ona mijenja ako u
njoj jedno pojavljivanje funkcije 14 zamijenimo njenom “uprosjecenom verzijom” algy
(potonja konvolucija odgovara onome §to bismo ocekivali za sluc¢ajan skup gustoce «).

(ii) Pokazite da A ima prirast gustoée (engl. density increment) na translatu nekog pot-
prostora kodimenzije 1. Preciznije, pokazite da postoje z € F§ te potprostor V' < Fy
dimenzije n — 1 takvi da

AN (z+ V)| >a(1+_

o1
z+Vv| = 2 1All)

Posebno, dokazite da je v < 4/ 3% ili postoji podskup A’ C Fy~! gustoée barem « (1 + %)
koji ne sadrzi netrivijalan aritmeticki niz duljine tri.
Uputa. Promatrajte balansiranu verziju indikatorske funkcije od A, odnosno funkciju

Ja =14 —algy. Njen je Fourierov koeficijent u trivijalnom karakteru jednak nuli, a svi
ostali podudaraju se s onima za 14. V ¢e biti jezgra karaktera v iz dijela (i).

(iii) Iteriranjem zakljucka iz dijela (ii) dokazite da postoji konstanta C' (neovisna o n) takva
da a < % Posebno, ovo znaci da za proizvoljnu konstantu § > 0, ako je n dovoljno
velik, tada svaki podskup od F% veli¢ine barem ¢ - 3" sadrzi netrivijalan aritmeticki niz
duljine tri.
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