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Tema br. 2:
Analiticke metode u kombinatorici
Vjekoslav Kovaé, 18. 3.2022.

Ova tema obraduje dvije tehnike za detekciju ili enumeraciju kombinatornih objekata:
funkcige izvodnice i (kona¢nu) Fourierovu analizu.

1 Funkcije izvodnice

Funkcije izvodnice su korisno analiticko orude za proucavanje nizova, posebno onih koji dolaze

iz raznih kombinatornih problema prebrojavanja. Kao §to ¢emo vidjeti, usko su povezane uz

rekurzivne relacije, trazenje zatvorenih formula te ispitivanje asimptotskog ponaSanja.
Obicna funkcija izvodnica (ili samo funkcija izvodnica) niza (a,)5, je red potencija

A(x) == ianx".
n=0

o)

FEksponencijalna funkcija izvodnica niza (a,)52 je obi¢na funkcija izvodnica od (%)nzo’ tj.
oo xn
E(x) := Ap—.

Ako niz (ay)02, raste “razumno brzo”, tada su funkcije A i E dobro definirane na nekom
intervalu (—r,r) makar samo za dovoljno mali > 0 i ponekad se mogu izracunati eksplicitne
formule za A(z) i E(z). “Razumno brzo” u slucaju obi¢ne funkcije izvodnice znaci: ne brze
od svakog geometrijskog niza. Posebno je fascinantno sto u nekim slu¢ajevima imamo vrlo
lijepe formule za A(x) ili E(z) makar je tesko (ili ¢ak nemoguée) napisati zatvorenu formulu
za ap. Obratno, iz formule za A(x) ili E(x) se razvojem u red potencija (barem nacelno) mogu
iscitati koeficijenti te dobiti formula za a,. Ako je A(z) => 7 a,z", tada obratno pisemo

an = [z"]A(z),

tj. [z"]A(x) nam oznacava koeficijent uz ™ u razvoju od A(x).
Slijede neki poznati razvoji koji se mogu koristiti.
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Primjer 1. Koja je obi¢na funkcija izvodnica niza zadanog formulom a, = n?? Koja je
eksponencijalna funkcija izvodnica tog istog niza?

Rjesenje.
oo o o
Ax) = Z nz" = 2? Z n(n —1a" 2 42 Z nz" !
n=0 n=2 n=1
oo [e.e]
=2) (n+2)(n+1)a"+2» (n+1)z"
N——
n=0 n=0
2("37)

227 L% z(1+x)
(-2 (1-2)? (1-2)®
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x ne
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Primjer 2. Koliko ima permutacija skupa {1,2,...,n} koje imaju najvise jedan “pad”?

Dakle, trazi se broj permutacija pi,p2,...,pn od 1,2,...,n takvih da vrijedi p; < -+ < pg i
Pr+1 < ... < pn za neki indeks k.

Rjesenje. Oznacimo trazeni broj s a,. Ocigledno je a1 = 1, ag = 2. Kasnije ¢emo vidjeti
da je prakti¢no staviti ag = 1.

Svaka permutacija od 1,2,...,n,n 4+ 1 s opisanim svojstvom je ili identiteta ili ima to¢no
jedan pad. Uzmemo li neku permutacijuod 1,2,...,n,n+1 s najvise jednim padom i uklonimo
element n + 1, dobit ¢éemo permutaciju od 1,2, ..., n koja opet ima najvise jedan pad. Ako ta

permutacija ima toc¢no jedan pad, tada broj n 4+ 1 mozemo staviti na dva dozvoljena nacina.
Ako je pak ta permutacija identiteta, tada broj n + 1 mozemo staviti bilo gdje, tj. na n + 1
nacina. Dobili smo

an+4+1 = 2(an - 1) +n+1,

tj. rekurzivnu relaciju
ap+1 = 2ap +n — 1.

Pomnozimo rekurziju s "1 i prosumirajmo po n € Ny.

o0 [o¢] o0
Z a1z =2z Z anx’ + g (n— l)m”"'1
n=0 n=0 n=0



oo o0 oo
Z anxr” = 2x Z ant" —x + 2° Z(n + 1)z"
n=1 n=0 n=0

Oznacimo 1i funkciju izvodnicu s A(z), dobili smo (zbog ag = 1):

A(z) — 1 =2zA(z) — :6((11—_5'32;)7
t. 1

Rastav na parcijalne razlomke daje

1 N 1 1
1-2z 1—z (1-—=x)2

A(z)

te razvojem u red potencija dobivamo

Ax) = Z 2" + Z " — Z(n +1)2" = 2(2” —n)z".
n=0 n=0 n=0 n=0

Zato je konac¢no
an = [z"]A(x) =2" —n.

Primjer 3. Na koliko nacina se nov¢anica od 10 kuna moze razmijeniti u kovanice?

Rjesenje. Pretvorimo sve iznose u lipe, kako bi bili ¢jelobrojni. Zapravo trazimo koeficijent

uz x99 u produktu

f@y=Q4z+22+23+--)Q+22+2t +254+..)

kovanice od 1 lp kovanice od 2 lp

A4S e e ) (10 e 0 )

kovanice od 5 lp kovanice od 10 Ip
2 4 1 1
(142 4 210 4 20 ) (14 250 4 2100 150

kovanice od 20 lp kovanice od 50 Ip
-(1+$100+$200+$300+-~')(1+$200+$400+J)600—‘r'--)

kovanice od 1 kn kovanice od 2 kn

(1 2500 4 1000 4 41500 4y

kovanice od 5 kn
koji se izracuna kao
(1 _ .73)_1(1 _ 372)_1(1 _ $5)_1(1 _ xlO)—l(l _ xQO)—l
X (1 _ $50)—1(1 _ .7,‘100)_1(1 _ $200)—1(1 _ 1,500)—1‘

Ako zelimo razviti f(z) u red potencija do ¢lana 21900

redbu

, mozemo u Mathematici koristiti na-

Series[f[z],{z,0,1000}].

Ovdje “0” naprosto znaci da se razvija oko nule, tj. u potencije (x — 0)" = z™, §to ¢emo mi
uvijek raditi. Ocitavanje koeficijenta uz z'9%0 daje

[21999) f () = 327631321.



Primjer 4. (Rumunjska 2003.) Koliko n-znamenkastih brojeva sa znamenkama iz skupa
{2,3,7,9} je djeljivo s 37

Rjesenje iz [1]. Koristit ¢emo karakterizaciju da je broj djeljiv s 3 ako i samo ako je zbroj
njegovih znamenaka djeljiv s 3.

Promotrimo funkciju izvodnicu

flz) = (2 + 23+ 2" +2°)".
Njen koeficijent uz ™ nam govori koliko ima n-znamenkastih brojeva sa znamenkama iz skupa

{2,3,7,9} ¢iji zbroj znamenaka je upravo m. Uzmimo sada w = e2mi/3 — —% + i@, tj. w je
primitivni kompleksni treéi korijen iz jedinice. Primijetimo da za m € Z vrijedi

3 ako je m djeljiv s p,
1+wm+w2m={ 1—e3m : "

1—wm™

=0 ako m nije djeljiv s 3.
Pogledajmo ¢emu je jednako

(fQ) + f(w) + f(w?).

Ako raspisemo f(x) = ngfzo amx™, prema gornjoj formuli to je

3wl

In

1
E am= (14 W™ + W™ = E A,
3
m=0 0<m<9n
m je djeljiv s 3
§to je upravo trazeni broj.
S druge pak strane, direktno uvrstavanje daje

)+ £@) + 7))

- é(zxn F (@4 o w0 (wh WS W+ wls)”)
1 442

- g(4”+2(2+w+w2)”) = ;

140=1
i to je zeljeni rezultat.

Primjer 5. (Euler) Dokazite da je broj rastava prirodnog broja na razli¢ite pribrojnike jednak
broju rastava prirodnog broja na neparne pribrojnike.

Rjesenje. Oznacimo:

R, = broj rastava od n na razlic¢ite pribrojnike,
N,, = broj rastava od n na neparne pribrojnike.

o] 00 0o 1—$2k
~ n: 1 1 2 1 3 — 1 k —
nE—OR 2" =1+z)(1+2°)(1+27) k|_|1( + 2") k|_|1 T

o0

H(l _ ka)

_ k=1 _ 1 _ I
[[a-on 0= ng b-at
k=1

keN k neparan
k neparan

oo
= H (1+xk+x2k+x3k+--~):ZNnx”
n=0

keN
k neparan

Izjednacavanjem koeficijenata slijedi R,, = N,.



Primjer 6. (Zadatak iz knjige [4], poglavlje 2) Neka je D,, broj permutacija skupa {1,2,...,n}
bez fiksnih tocaka, tj. takvih bijekcija f: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} da za svaki z vrijedi
flx) # = Cesto se kaze da je D,, broj deranzmana n-clanog skupa. Jos stavljamo Dy :=
1. Najprije izvedite formulu za eksponencijalnu funkciju izvodnicu niza (D)5, a potom

dokazite formulu
=nl zn: (_1)k
T k!
k=0

Rjesenje. Svaka permutacija od {1,2,...,n} fiksira nekih k£ elemenata te potom “de-
ranzira” preostalih n — k elemenata. Kako se k-¢lani podskup moze odabrati na (Z) nacina,

dobili smo formulu .
n
‘ p—
=3 ( k) Dy s,
k=0

~ . n . . . .
MnoZenjem s <+ i zbrajanjem dobivamo

> xk Dn kx
"
; ZZ

n=0 k=0
Na desnoj strani mozemo prepoznati produkt redova po principu “svaki sa svakim”:

(S 0)(5 ).

—e®

Oznacimo i eksponencijalnu funkciju izvodnicu niza s D(x), dobili smo

=e"D(x), tj. D(z) =

Razvijmo sada ponovno D(z) u red.

D(z) = (i(_l)’%]f)(l—l—x—f—x2+x3+---).

k!
k=0

Usporedivanje koeficijenata uz z™ daje

1.1 Asimptotika nizova

Cesto je potrebno ustanoviti asimptotsko ponasanje (npr. brzinu rasta) nekog kombinatorno
dobivenog niza, a funkcije izvodnice mogu pomodéi kod toga.

Kazemo da su nizovi (a,)5% 1 (by)22, asimptotski jednaki i piSemo a,, ~ by, ako vrijedi

Naprimjer, poznata Stirlingova formula se moze zapisati

n
n! ~ 27m(ﬁ) .
e

Pretpostavke sljedeceg teorema su u praksi zadovoljene za mnoge “kombinatorno dobivene”
nizove.



Teorem. (Iz clanka [3]; vidjeti knjigu [2], poglavlje 11) Pretpostavimo da je (an)32, nenega-
tivni niz ¢ija funkcija izvodnica A(z) =Y o7 o anz™ ima radijus konvergencije r > 0 i moZe se
prodiriti do holomofne funkcije na podrucju
{zeC\{r}: |z|<r+e, |Arg(z—r)| >}
za nekee > 0110 <1 < 7/2. Nadalje pretpostavimo da je ona oblika A(x) = f(x)g(x)+ h(z),
pri cemu vrijedi:
o f(z)=(—=In(1—2)°(1=2), &N inijebasb=c=0,
e postoji limes L := li%ng(a:) € R\ {0},
x|r
e postoji limes lim h(z) € R.
ztr
Ako je ¢ # 0, tada vrijedi
L(Inn)®(1/r)?
" netHT(—c)
a ako je c =0, tada vrijeds
bL(Inn)>~1(1/r)"
- .

Ay ~

Ovdje I' oznacava gama-funkciju. Obi¢no je dovoljno znati da je I'(k) = (k—1)! za k € N
te I'(1/2) = /m, I'(-1/2) = =2/, T'(3/2) = /m/2. Primijetimo jos da je = r prvi
“singularitet” funkcije A(x).

Primjer 7. Ako je D,, broj permutacija n-clanog skupa bez fiksnih toc¢aka, dokazite

n!
D, ~ —.
e

Rjesenje. Funkcija izvodnica od Dy, /n! je

D(z)=(1—xz)"te™™®

pa primjenjujemo teorem za r =1, b =0, c= —1, g(z) = e *, h(z) =0,
L=lime *=¢e"l.
11
Dobivamo
D, L1 1
_—~——— — L = —.
n! n0T(1) e

Napomenimo da se isti zaklju¢ak moze izvesti i iz opée formule niza:

L oDn (D (D
T D P D

Osim toga, ovdje nije tesko dokazati i precizniju tvrdnju: D,, je najblizi cijeli broj broju n!/e.

Primjer 8. (Primjer iz knjige [2], poglavije 11) Neka je C, broj nacina na koje se moze
izracunati izraz
al xag *x - *xap

(koji ima n — 1 znakova *) ukoliko je vazan poredak vrSenja operacije *. Naime, zagradama
mozemo odrediti redoslijed izv8avanja pa je npr. Cy = 5, jer su mogucénosti

ay x (ag % (ag * aq)), a1 * ((az*a3)*xaq), (a1 *a2)* (ag *ay),
(a1 % (a2 * a3)) * aq, ((a1*az)*as) * ay.

To su tzv. Catalanovi brojevi (pomaknuti za 1) i stavljamo Cy = 0. Izvedite izraz za obiénu
funkciju izvodnicu niza (Cy, )52, pa potom odredite njegovu asimptotiku.



Rjesenje. U izrazu a1 * ag * - - - * a,, promotrimo instancu od * koja se izvrSava posljednja.
Neka lijevo od nje ima k varijabli i desno od nje n — k varijabli. Dobivamo rekurzivnu relaciju

n—1
Cn=Y CpCrp.
k=1

Pomnozimo je s ™ i prosumirajmo po n > 2.

[e'¢) oo n—1 oo
Z Cpz" = Z Z CrzhC, ™ F = Z Crz*C ™.
n=2 n=2 k=1 k,m=1

Oznacimo li funkciju izvodnicu C(z) := > ° ; Cra"™, dobivamo (zbog C; = 1):

Kako funkciju izvodnicu mozemo zapisati

cw=(1-17)"(-3) +5

mozemo primijeniti prethodni teorem uz r = 1/4, b =0, ¢ = 1/2, g(z) = —1/2, L = —1/2,
h(z) = 1/2 pa imamo
(—1/2) 4 4nt
"R T(—1/2)  Jandl?
To je trazena asimptotika niza.
Napomenimo da se razvojem od C(x) u red moze lako izvesti i poznata opéa formula

1/2n—2
Cn:<n >, zan € N.
n\n—1

2 Fourierova analiza

Fourierova analiza je posebno korisna kod kombinatornih problema koji se bave aritmetickim
strukturama, tj. kada uz same skupove promatramo i operaciju zbrajanja, a ponekad i ope-
raciju mnozenja. Kako bismo izlaganje odrzali elementarnim, ovdje ¢emo raditi samo na
kona¢nim komutativnim grupama.

Za prirodni broj d oznac¢imo sa Z, skup ostataka pri dijeljenju s d, tj.

Zg:=1{0,1,2,3,...,d—2,d — 1}.

Neka se na skupu Z, podrazumijevaju operacije zbrajanja i mnozenja modulo d, tj. nakon
izvrSenog zbrajanja ili mnozenja jo§ podijelimo rezultat s d i uzmemo samo ostatak pri dije-
ljenju. Tako npr. na Z4 imamo tablice zbrajanja i mnozenja:

3 <10 1

w N = o+
wwwog
S W N R
—_ O W NN
DO NN O
— N WO Ww

3
0
1
2

w N = O
o O O O
w N = O



Fiksirajmo sada n € Nidy,...,d, € N\ {1}. Kada pisemo
A=7Zq4 ®ZLd, ® - D ZLa,,

tada smatramo da je A Kartezijev produkt skupova Z,, ..., Zg, na kojem se promatra zbra-
janje po koordinatama. Drugim rije¢ima, elementi od A su n-torke x = (1, z2,...,z,) koje
se zbrajaju kao:

(x1, 22, .., Zn) + (W1,Y2, - Un) == (T1 + Y1, T2 + Y2, . ., T + Yn)-

Cesto pisemo samo 0 umjesto n-torke samih nula, (0,0,...,0). Tako npr. operacija zbrajanja
na Zo @ Zs glasi:

)

1,0
1,0
1,1
0,0
0,1

)

~~ A~ —~ —~ |~

(
(
(
(
(

~— — — — [ —

9

Kazemo da je (A, +) primjer kona¢ne komutativne grupe i (preciznije) da je A direktna
suma kona¢no mnogo konac¢nih ciklickih grupa. Zapravo, svaka kona¢na komutativna grupa
ima strukturu kao gornji primjer za odredene parametre n i dy,...,d,.

Definirajmo preslikavanje

E:AxA—C, B(x,€) = (¢2mi/d )78 (e2rilde)mas . (2mildy)enén
za r = (.73‘1,$2,...,$n)7 62 (517527"‘7571) iz A.

Primijetimo da E poprima vrijednosti u kompleksnim brojevima modula 1. Jedini razlog zasto
lijevi argument piSemo latini¢nim slovom z, a desni grékim slovom &, je kako bismo naglasili
da oni zive u dvije razlicite “kopije” od A, povezane preslikavanjem F.

To preslikavanje ima sljedec¢a oc¢igledna svojstva.

E(z+y,§) = E(x,§)E(y,§), E(x,§+() = E(x,§)E(x, ),

E(0,§) =1, E(z,0)=1, E(-z,§)=E(/), E( - =E@/¢),

[ Al akoje&=0 | |Al akojexz =0
ZE(ZE’O_{ 0 akojef#0 ZE(Q}’Q_{ 0 akojex #0

TEA £eA
Naprimjer, posljednja formula slijedi za = (x1,x2,...,2n), £ = (&1,&2, ..., &) 1z jednakosti
di-l dn—1
ZE(m,f) = ( Z (6271'@'11/(11)51) . ( Z (62ﬂixn/dn)§n>‘

seh £1=0 €n=0

Preostaje primijetiti da za x; # 0 vrijedi 2™ /di £ 1 pa formula za parcijalnu sumu geome-

trijskog reda daje

dj—1

2T ;
(627rixj/dj)§j _ 1 — € '7”7;] _ ]_ *1 _ O,
EZO 1— 627rwcj/dj 1— e?marj/dj

=

dok za x; = 0 imamo

dj—1 dj—1
Z (€2mmj/dj)§j — Z 1=dj.
§=0 §=0
Produkt “prezivi” samo kada je 1 = --- = x,, = 0 i tada je jednak d; - - - d,, = |A]|.



Primjer 9. Koliko se najvise medusobno okomitih “vektora” moze odabrati iz skupa
{_1’1}1024?

Napomena: Vektori u,v € R", u = (u1,...,up), v = (v1,...,0,) su okomiti ako i samo ako je
njihov skalarni produkt jednak 0, tj. vrijedi v-v = Z;‘L:1 u;v; = 0.

Rjesenje. U prostoru R™ moze postojati najvise n u parovima okomitih ne-nul vektora.
Zato ¢e u nasem zadatku odgovor biti 1024 ako jo§ pronademo primjer koji ima tocno 1024
vektora.

Promotrimo grupu A = Z3 = Zy @ - - @ Zy. Ocigledno A ima 2!° = 1024 elemenata. Za

10
svaki © € A promotrimo vektor

0" = (E(z,€) : £ € A)

duljine |A| = 1024. Kako se u formuli za E sada pojavljuju samo drugi korijeni iz jedinice (tj.
samo potencije od —1), zakljucujemo da sve koordinate vektora pripadaju skupu {—1,1}. Iz
svojstava od F se odmah vidi da su vektori v* medusobno okomiti:

V¥ =Y B(z,0)E(y, ) =Y E@EWY,E =Y El@-y,§ =0

EEA EEA £eA

ako je x # y.

Konaéno mozemo uvesti kljuéni pojam Fourierove analize. Fourierova transformacija funk-
cije f: A — C je nova funkcija f: A — C definirana formulom

f(€) = f(2)E(x,6) zasvaki € € A,

€A
Naprimjer:

(a) Ako je A =7Z4 i ako funkcije na A pisemo kao uredene etvorke

f = (fO?fl’f27f3)’

tada je
f=(fo+fi+fotfa fotifi—fo—ifs, fo— fi+ fo—fa fo—ifi — f2+ifs).
(b) Ako je A = Zy @ Zs i ako funkcije na A pisemo kao uredene cetvorke

[ = (foo, fo1, fro, f11),

tada je

f = (foo+ for + fio + fi1, foo — for + fio — fu1,
Joo + for — fio — fu1, foo = for — fio + fu1)-
Neka svojstva Fourierove transformacije su dana u sljede¢em teoremu.

Teorem. (a) Vrijedi sljedeéa formula inverzije:

Zf(ﬁ)E(x,Q = |A|f(z) za svakiz € A.

£eA

Njom se polazna funkcija f moZe rekonstruirati iz svoje Fourierove transformacije.
Posebno, Fourierova transformacija je injektivna, tj. f = § implicira f = g.



(b) Vrijedi Plancherelov identitet:

YIFOF = (A1) ()

£eA TEA
1 opcenitije:
Y ofe = |A]Y fla)g(x).
EeA TEA

(c) Ako je funkcija h definirana kao tzv. konvolucija od f i g,

= Z flz—v)g(y) za svakix € A,
yeA

Sto pisemo h = f * g, tada vrijedi
h(E) = F(£)3(€) za svaki € € A.
Drugim rije¢ima, Fourierova transformacija prevodi konvoluciju u obiéni produkt.

(d) Fourierova transformacija je linearna, tj.

of +Bg = af + 5.

Dokaz.  (a)
Y FOE@ =D > fly E(x,€)
£eA £eA yeA
=Y fWY_ Ely—=¢ =Alf(x)
yeA EeA
(b)
> _f©)gE) = F(2)g(y) E(x, €)B(y.€)
£eA (€A z,ycA
= f2)9(y) Y Elx —y,&) = |A]Y_ f(a)g(x)
z,y€A €A TEA

) =3 (X 1= v)elw)) B, €)

zeA yeA
= > fe—y)E@—y,8) 9 E®,¢)
z,y€A
=Y f(2)E(2,8) g(y)E(y,)
ERISIN
- (Zﬂz)E(z,s)) (> 9w)Ew.9) = F(©)a()
zZ€EA yEeA
(d)
(af + B9)(€) = 3 (af(z) + By(x)) B(x,£)
TEA
=a) f@)E@,&)+8Y  g()E,E)
rEA €A
= af(&) + Ba(©)
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Primjer 10.* (Bourgain, preuzet iz knjige [6], poglavije /) Neka je p prost broj i S C
{1,2,3,...,p — 1} takav da je |S| > p*/%. Dokazite da za svaki cijeli broj m postoje

ai,az,b1,ba,c1,c2 €S

takvi da vrijedi
m = ajaz + bibs + c1c2 (mod p).

Rjesengje. Prisjetimo se da je Z, zapravo polje, tj. svaki s € Z, \ {0} ima inverzni (tj.
reciproéni) element s~!. U kompaktnijoj skupovnoj notaciji zelimo dokazati

Zy=A-A+A-A+A-A

Promotrimo funkciju f: Z, — C, f := > g Xs.5, gdje x oznacava karakteristicnu funkciju
skupa. Naprije primijetimo da je

(frfxP@) = D F@f®Ff)= > Xas(@)xeys(b) xers(0)

a,b,cEZy a1,b1,c1€S
a+btc=x a,b,c€Zp
a+btc=x
= E 1 = broj trazenih prikaza od x
a1,b1,c1€5’
aQ,bQ,CQES

ajaz+biba+tcico=x

pa zapravo trebamo dokazati da je (f * f  f)(z) > 0 za svaki x € Z,,.
Fourierova transformacija od f je

F&) =303 xas(@)e? o6 = [z = sy = 37 S il = 37 gg(s6).

sES x€Lyp seSyes seS

Imamo f(¢) = |S|2. Za & # 0 su elementi s¢ svi medusobno razliciti kako s varira pa arit-
meticko-kvadratna nejednakost i Plancherelov identitet daju

Fen<ist(Sluseor) <15 ( 3 ser)

seS E€ELy
1/2
= ISI"2(p 3" Ixs@)) T = S| 2]2 = ptl2s).
Ly

Zbog nejednakosti Minkowskog imamo

(T FoR)" <3 (X Rrestor)

€Ly s€S &€y
1/2
=02 ( Y Pes@)2) T = ISIpM2 S = pt 2
seS TELp

Kona¢no, zbog (f x f * f)(§) = f (€)3 i formule inverzije imamo
1

(f*f*f)(x)=Re(f*fxf)(z)=-Re Z F(€)3e2mixt/p
P iz,
1. 1 )
>—f0P -~ > If©F
b P eea oy
>p IS0 =281 D IF

§€Ly
> p SIS — p~V2|Sp|S)? = p~!|S|® — p*/2S|*

=p ![SI*(ISP? = p*%) > 0.

Naime, po pretpostavci zadatka je |S| > p/4, tj. |S|? > p/2.

11



2.1 Princip neodredenosti

Za funkciju f: A — C na kona¢noj abelovoj grupi A oznacimo
supp(f) :={z € A: f(z) # 0},
supp(f) == {¢ € A+ f(€) # 0}

Kratica “supp” dolazi od engleske rije¢i “support” koja se na hrvatski prevodi kao “nosac”
funkcije.

Teorem. (Princip neodredenosti; iz ¢lanka [5])

(a) Za svaku funkciju f: A — C koja nije identicki jednaka konstanti 0 vrijedi
| supp(f)| | supp(f)| > |A].

(b) Za svaku funkciju f: Z, — C, gdje je p prost broj, koja nije identicki jednaka konstanti
0 vrigeds R
|supp(f)| + [supp(f)| = p + 1.
Obratno, za svake skupove A, B C Zj koji zadovoljavaju |A|+|B| > p+1 postoji funkcija
f:Z, — C takva da je supp(f) = A i supp(f) = B.
Primjer 11. Dokazite (a) dio principa neodredenosti. (Dokaz (b) dijela je puno tezi.)

Rjesenje. Koristenjem nejednakosti trokuta, Cauchy-Schwarz nejednakosti i Plancherelo-
vog identiteta dobivamo

sup (¢ |—sup]Zf @O <3 @l= > (@)

z€A zEA z€supp(f)
1/2 1/2
(X )X @)
zesupp(f) z€supp(f)
1/2 1/2
= [supp(f ( |f (2 )
TEA
1/2
= [supp(/)| /(A7 3" 7))
ceh
—-1/2 1/2 b))
— A2 supp(N2 (Y 1f©OP)
¢esupp(f)

< |A|7Y2 supp(f)[V/?| supp(f >\1/2§u§rf<f>!.
S

Ako f nije identicki jednaka 0, tada ni f nije identicki jednaka 0 pa je SUDgea 1£(€)] > 0.
Dijeljenjem s tim faktorom dobivamo trazenu nejednakost.

Primjer 12. (Rezultat iz ¢lanka [5].) Neka je p prost brojinekaje S := {z € C: zP = 1} skup
p-tih korijena iz jedinice. Nadalje, neka su ¢, c1,¢a, ..., ¢p—1 € C, medu kojima je tocno k£ > 1
brojeva razli¢ito od 0. Dokazite da je moguée odabrati podskup 7" C S koji ima |T| = p—k+1
elemenata i takav je da za svaki z € T vrijedi Z?;é cjzj #0.

Rjesenje. Promotrimo funkciju

I
—

P
f:Z,—C, f(x) = cj(e_%m/p)j.
J

Il
=)

12



Zapravo trebamo dokazati da postoji barem p — k + 1 razlicitih « € Z, takvih da je f(z) # 0,
tj. trebamo pokazati |supp(f)| >p—k+ 1.
Primijetimo da je

_ Z (Z Cje—mxj/p)eng/p _ Z ¢ Z 2miE=iIP = pe,.
w€L,  JELp J€Ly €Ly

Po pretpostavci zadatka je tocno k od brojeva f(()),f(l),...,f(p — 1) razlicito od 0, tj.
|supp(f)| = k. Po (b) dijelu principa neodredenosti imamo

|supp(f)| > p+1— |supp(f)| =p—k + 1.

3 Domaca zadaca

Rijesite barem 4 zadatka od sljedeé¢ih 8 zadataka za vjezbu. Rok predaje: 1.4.2022.

Rjesenja mi mozete poslati (skenirana ili uslikana) emailom ili ih predati na satu nastavniku
koji ¢e tada predavati.

Zadatak 1. Zelite podijeliti 20 jednakih ¢okolada uz sljedeée uvjete.
e Djecaci A, B i C mogu dobiti najvise po jednu ¢okoladu svaki.
e Djevojcice D i E moraju dobiti neparan broj ¢okolada.

e Djed F mora dobiti paran broj ¢okolada, ali ne smije ostati praznih ruku.
Na koliko nac¢ina mozete podijeliti te cokolade?

Zadatak 2. Neka je p > 3 prost broj. Nadite broj svih p-¢lanih podskupova od
{1,2,...,2p—1,2p}

C¢iji zbroj elemenata je djeljiv s p.

Zadatak 3. Pretpostavimo da je skup nenegativnih cijelih brojeva particioniran na k be-
skona¢nih aritmetickih nizova s razlikama di,ds,...,d, pri ¢emu je k > 2 prirodan broj i
di > do > ... > dj. Dokazite da mora vrijediti

Z% 1 i dy=ds

Zadatak 4. Za cijeli broj n > 0 izracunajte
n
Z n—+ k znfk
2k '
k=0
Rezultat zapisite kao zatvorenu formulu, bez suma i produkata.

Zadatak 5. Promotrimo izraz
OAOA---ADO,

u kojem ima n nula i n — 1 znakova potenciranja A. Otprije znamo da se redoslijed izvrSavanja
operacija A moze izvesti na C), naéina, pri ¢emu je C),, (pomaknuti) Catalanov broj. Neka je
Z, broj takvih evaluacija koje kao rezultat daju 0. Pritom smatramo da vrijedi:

0AD=1, OA1=0, 1A0=1 1Al1=1.
Dokazite da je

lim — = .

n—oo (), 10
Napomena: Naprimjer, Z3 =1 jer je (OA0)AO=1A0=110A(0A0)=0A1=0.
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Zadatak 6. Neka je B, broj particija skupa od n elemenata, tzv. Bellov broj. Tako je npr.
By:=1, Bi=1, Bo=2, Bsy=5, By =15, Bs =52.

Najprije izvedite formulu za eksponencijalnu funkciju izvodnicu tog niza, a potom dokazite

formulu
o0
k=0

Zadatak 7. (Cauchy-Davenportov teorem) Ako je p prost broj i ako su A, B C Z, neprazni,
dokazite da tada vrijedi

‘w
3

B, =

o |

I

o

|A+ B| > min {|A| + |B| — 1, p}.
Pritom, kao i obi¢no, oznac¢avamo
A+B:={a+b:acA be B}.

Zadatak 8. Neka je n prirodan broj. Ozna¢imo s P, familiju svih 2" podskupova skupa
{1,2,...,n}. Za svaki S € P,, dan je realni broj ag i pretpostavimo da je toéno k > 1 od tih
brojeva ag razlic¢ito od 0. Dokazite da jednadzba

Z CLSHIJ':O

SePn JjES
ima najvise % rjesenja u skupu {—1,1}", tj. ima najvise toliko n-torki
(x1,T2,...,Tp)
koje zadovoljavaju jednadzbu i za svaki indeks j je ili z; = —1ili z; = 1.

Napomena: Za S = () produkt Hjes x; uvijek interpretiramo kao broj 1. Naprimjer, za n = 2
jednadzba glasi
ag + agyx1 + agpgyr2 + agy gy x1x2 = 0.
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Fakultativni kolegij Studentska natjecanja iz matematike, ak.god. 2021./2022.
Tema br. 2:

Analiticke metode u kombinatorici

Rjesenja zadataka za vjezbu
Vjekoslav Kovac

Rjesenje zadatka 1. Trazimo koeficijent uz 2%° nakon §to se izmnozi produkt

fla) = (1+2) (Z$2k+1) (ixzmz)_
k=0

Izracunajmo zatvorenu formulu za f(x).
o= (£ =)
k=0

1 x4
1I—231+2)3 (1-2)3

=(1+2)%2?

Nadalje, razvoj u red potencija koriste¢i jednu od standardnih formula daje
o0 (o)
_ 4 n+2\ ., @+t iy
N e S
n=0 n=0
Clan s potencijom z2° odgovara indeksu n = 16 pa mozemo oéitati koeficijent:

1817
2

(%) f(z) = = 153.

Dakle, mozete raspodijeliti ¢cokolade na 153 nacina.

Rjesenje zadatka 2. Zadatak je sa IMO 1995. #6. RjeSenje je preuzeto iz knjige [2]. Promotrimo funkciju

izvodnicu
2p

Fa,y) =[]y’ - D).
j=1
Za y = 1 odmah vidimo da f(z,1) do na predznak prebrojava sve podskupove od {1,...,2p}, ali zanimljivo je
uvrstiti i druge vrijednosti za y. Oznacimo w = €2™/P_ tj. w je primitivni kompleksni p-ti korijen iz jedinice.
Primijetimo da za m € Z vrijedi

pi:l o D ako je m djeljiv s p,
W = om
P L™ =0 ako m nije djeljiv s p.

Pogledajmo sada $to prebraja funkcija izvodnica

151
- Zf(szk)
Pis

Njezin koeficijent uz P je

p 1
_ § : E : k(zbroj elemenata od S) _ § : 1
SC{1,...,2 }p k=0 SC{1,....2p}
|S|=p |S|=p

zbroj elemenata od S je djeljiv s p



pa nakon mnozenja sa —1 dobivamo upravo broj koji se trazi u zadatku.

S druge strane, za k € {1,2,...,p — 1} imamo da su k,2k,...,(p — 1)k modulo p naprosto ispermutirani
ostaci 1,2...,p — 1, Sto nam daje
2p ‘ p—1 ‘ 9
flz,w) = r[(gcuﬂ]C -1)= (H(ij - 1))
j=1 j=0
p—l N2 p—1 N2
= (wp(pfl)/2 H(m — w*J)) = (H(m — w*])) = (aP — 1),
j=0 j=0
pri ¢emu smo koristili faktorizaciju polinoma pomocu njegovih kompleksnih nultocaka. Dakle,
-1
1% 1 p—1
S St = (e )7 (- 1)
P p p

a koeficijent posljednje funkcije izvodnice uz z™ iznosi
1/2 —1
_< p) + 272 (9.
pP\pP p

() +2p—2
.

Rjesenje zadatka 3. Ovo je rezultat iz knjige [3], poglavlje 4. Neka su aritmeticki nizovi na koje je Ny rastavljen
dani sa (a; +md;)3_g, j =1,2,...,k. Iz ¢injenice da oni particioniraju Ny slijedi

Slijedi da je trazeni broj jednak

m=0>

k oo

&S]

n __ a;+md;
D= et
n=0

j=1m=0

a sumiranje redova daje

k i
Pomnozimo gornju jednakost s 1 — x i pustimo limes kada z — 1. Zbog

b L7 1 1
1m = l1m = —
a1l =% esil4z+a?+-Fabi=l d;

dobivamo

k
1
DI

j=1

-

Zbog k > 2 mora biti d; > 2 za svaki j. Pretpostavimo suprotno tvrdnji di = dg, da vrijedi di > dy >

. > dj. Rastavimo desnu stranu gornje jednakosti racionalnih funkcija na parcijalne razlomke nad poljem C.
ay

Kod rastava od 1 a se pojavljuje ¢lan
—x

i A # 0, koji se ne pojavljuje na lijevoj strani, a ne moze

o _ e2mifdy’
se ni pokratiti s drugim parcijalnim razlomcima na desnoj strani jer €2™/% nije nulto¢ka nijednog od polinoma
x% — 1,7 =2,... k. To je kontradikcija.

Rjesenje zadatka 4. Ovo je primjer iz knjige [3], poglavlje 4. Oznacimo a, = Y ;_, (”H“)Q” ki neka je
A(x) = >, _gana™ funkcija izvodnica tog niza. Koristenjem standardnih formula za sume redova potencija

mozemo racunati
n+k n— n k+2k n—
()= (M e

© n
= k=0 n=k

n=0 k=0



2= (n+ 2k . e 1
_szZ( ok >(21:) :ézkm

k=0 n=0
1 i ( x )k 1 1
-1 _ _ 2/ T 1_ __z
1 -2z &~ (1—2x) 1-221 - =5y
1—2x 1—2x

1 -b5z 4422 (1 —x)(1 —4x)

Rastav na parcijalne razlomke je
1 1 2 1

:g.l—x+§.l—4x’

a potom razvijamo u red potencija koristeéi standardne formule:

A(z)

I, 2%, ., s=2flir
A(J;):§nz:%x +§nz:%(4x) :7;)73 z".
Usporedivanje koeficijenata uz ™ daje
227+ 41

an = [2"]A(x) 3

Rjesenje zadatka 5. Ovo je primjer iz knjige [1], poglavlje 11. Praktiéno nam je staviti Zy = 0, a ocigledno je
Z; = 1. Svaka evaluacija koja daje vrijednost “0” mora biti oblika A A B, pri ¢emu A predstavlja formulu s k
nula koja se evaluira u 0, a B predstavlja formulu s n — k nula koja se evaluira u 1. Na taj nac¢in dobivamo
rekurzivnu relaciju

n—1
Zn = Z Zy, (Cnfk - ank)~
k=1

Pomnozimo je s ™ i prosumirajmo po n > 2.

o) oo n—1
Z Zn(En = Z Z kak(Cn,k - Zn,k)x"_k
n=2 n=2 k=1
_ (Z ka’“) ( > (Con - Zm)scm)
k=1 m=1

Oznacimo sa Z(x) funkciju izvodnicu od (Z,,)22 ), a ve¢ prije smo s C'(z) oznacili funkciju izvodnicu niza (C, )5 .
Dobili smo kvadratnu jednadzbu po Z(z),

Cije rjeSavanje daje

1 1 2
2(x) = —5 (1 - C@) + 51/ (1 - C@))* +4x.
Odabrali smo pozitivni predznak ispred korijena jer mora biti Z(0) = Zy = 0.

Veé smo bili izrac¢unali L1

“Prvi singularitet” funkcije Z(x) je ili r = % ili rjeSenje jednadzbe (1 —C(x )2 + 4z = 0. Posljednja jednadzba

ima rjeSenje x = —%, ali je % > % pa ostajemo kod r = i. Slutimo da se Z(x) moze prikazati u obliku
Z(z) = (1- 4.’17)1/29(5(}) + Z(%).

Primijetimo da je




Trebamo izracunati

Z(x) - Z(3)
L=1 = lim —— 17
At = e e

Supstitucijom
s=V1—4dz, xz=(1-5/4, Cx)=(1-15)/2

taj limes postaje

—(1+8)/2+ /(1 +5)2/4+ (1 —s2) —2Z(2)

L=1
slﬁ)l 2s
25—3s>

g TS EVEA2 387 -V TSt e S

510 4s 50 4s

2—3s 2

— lim It s _ —1+35 _ 55— V5

sl0 4 4 20

Konaéno mozemo primijeniti teorem o asimptotici nizova uz parametre
r=1/4, b=0, c=1/2, h(z)=2Z(3)

i dobiti
L4a» 5—5 4»

T nRT(=1)2) 0 w3l

Dijeljenje s formulom izvedenom na satu,

Zn

4n71

Cn~ s

n3/2\/7
daje

Zn 5-5

Chy 10

Rjesenje zadatka 6. Ovo je zadatak iz knjige [3], poglavlje 1. Diskutiranjem u kojem ¢lanu particije se nalazi
broj n + 1 i oznacavajuéi s k broj preostalih elemenata u tom ¢lanu dobivamo rekurzivnu relaciju

By = Z (Z) By,.

k=0

. n . . . .
Mnozenjem s £+ i zbrajanjem dobivamo

0 n o n n—k k
B, " T Brx

d 0 n e n—1
a&;;;%lgn ] ::géglgn(n,__l)p

dok na desnoj prepoznajemo produkt redova po principu “svaki sa svakim”:

© _m 0 k
(5 0)(5n0)

Oznacimo li eksponencijalnu funkciju izvodnicu niza s B(x), dobili smo

B'(z) = " B(x).



Sada rjesavamo tu diferencijalmu jednadzbu:

d B'(z)

dx(lnB( z) = B(x) =<

InB(z) ="+ C
B(z) = e ¢

Konstanta C' se odredi iz
1=DBy=B0)=¢"Y  tj. C=-1.

Dakle, )
B(z) =e* L

Iskoristimo sada dvaput razvoj eksponencijalne funkcije u red:
I o Imef 1= (k)" 1 & k"
Bl) = ge” =22 g = 2 2 T — EZ(Z W)

k=0n=0 o n=0 k=0

Usporedivanje koeficijenata s B(z) = > -, Bn% daje trazenu formulu.

Rjesenje zadatka 7. Naredno rjeSenje je preuzeto iz ¢lanka [4]. Najprije tvrdimo da mozemo naéi skupove
X,Y C Z, takve da je

(X|=p+1-]A], [Y|=p+1-|Bl, |[XNY|=max{|X|+|Y|-p, 1}.
Razlikujemo dva slucaja.
(1°) Ako je |A] + |B| < p+ 1, tada mozemo uzeti

X =A0,1,....,p—|A|l}, Y={B|-1,|B|,...,p—1}

(2°) Ako je |A| +|B| > p+ 1, tada mozemo uzeti

X={01,....p—[A]}, Y={p—I[Al.p—[Al+1,....2p—[A] - [BI}.
Prema (b) dijelu principa neodredenosti postoje funkcije £, g: Z, — C takve da je

supp(f) = A, supp(f) = X, supp(g) =B, supp(j) =Y.

Promotrimo funkciju f * g. Iz definicije konvolucije

(fxg)(z):= > flx—y)g

YELy

se odmah vidi
supp(f * g) € supp(f) + supp(g) = A + B,
dok iz svojstva -
(f*9)(€) = f(£)3(&)
slijedi
supp(f * g) = supp(f) Nsupp(§) = X NY.

Konaéno, koristenjem (b) dijela principa neodredenosti dobivamo

|A+ B|+ |X N Y] = |supp(f * )| + | supp(f * 9)| > p+ 1,

Sto je upravo
|A+B|>p+1—max{p+2—|A|—|B|, 1} =min{|A| + |B| - 1, p}.



Rjesenje zadatka 8. Promotrimo grupu
A=75=7® - ®Zy =1{0,1}"
—_——
n

i uspostavimo bijektivnu korespondenciju
Prn — A, S — karakteristi¢na funkcija skupa S

S inverzom
A — P, (21,-.,2n) = {7 €{1,2,...,n} : z; = 1}.

Dakle, skupu S € P, odgovara n-torka z = (z1,...,2,) takvadaje z; =1zaj € Siz =0zajec S° Tada
umjesto ag piSemo a,.
Definiramo funkciju f: A — C,

CURBIATSD SES | (IR SRR § (0t

SeP, jeSs z2=(21,...,2n ) EA
tj-
f(y) =) a:Ey,2).
z€A
Primijetimo da zapravo zelimo pobrojati rjeSenja (y1,...,yn) € A jednadzbe

flyr,-. . yn) =0.

Trebamo dokazati da je |supp(f)| > 2%, jer ¢e tada broj rjeSenja biti najvise 2™ — %
Zbog E(y,z) € {—1,1} C R imamo

fA(g) = Z (ZGZE(y,Z)>E(y,f) = Zaz ZE(yag_Z) = 2na§~

yeEA z€A z€A yEA

Po pretpostavci zadatka je | supp( f)| = k. Zato (a) dio principa neodredenosti primijenjen na grupu A daje
A 2"

‘Supp(f)‘Zm: 5
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